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Передача цепи вызывает циклы возврата–восстановления концентрации первичных радикалов в
следующих поколениях и последующий повторный рост макрорадикалов. Рост цепи в отсутствие ее
передачи соответствует движению по координате длины цепи волнового пакета первого поколения,
а в циклах возврата возникают пакеты с запаздыванием, зависящим от длины цепи образовавшихся
ранее макрорадикалов. Суперпозиция запаздывающих пакетов сравнивается с эхо Лошмидта, воз-
никающим в квантовых системах за счет переходов между начальным состоянием и резервуаром.
Предложен метод разделения концентраций макрорадикалов первого поколения и эхо и найден
возраст (среднее время запаздывания) эхо, зависящий от длины цепи.
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I. ВВЕДЕНИЕ
Радикально-цепная полимеризация (РЦП)

является в течение многих десятилетий объектом
теоретических и экспериментальных исследова-
ний. Новый интерес к этому явлению в последнем
десятилетии [1–4] обусловлен возможностью со-
здания полимеров со специальной архитектурой и
молекулярно-массовым распределением, управ-
ляемым контролируемым изменением условий
РЦП. Поскольку изменение этих условий учиты-
вается в кинетических уравнениях, как изменение
констант скорости роста, передачи и обрыва цепи,
исследование этой возможности привело к более
детальному исследованию кинетики РЦП, пре-
имущественно на основе уравнений Смолуховско-
го (УС) и Беккера–Деринга (УБД), описываю-
щих кинетику агрегации и фазовых переходов
первого рода [5–10]. Однако, в предыдущих ста-
тьях настоящей серии [11, 12] показано, что си-
стема кинетических уравнений, описывающих
зависящие от времени концентрации реагентов
(мономеров и первичных радикалов) и продуктов
(олигомеров и макрорадикалов), отличается от
УС и УБД тем, что в РЦП участвуют не одна, а две
связанных подсистемы – превращающихся в

олигомеры мономеров и превращающихся в мак-
рорадикалы первичных радикалов, причем число
частиц (мономеров и мономерных единиц в со-
ставе макрорадикалов и олигомеров и полное
число радикалов) сохраняется в каждой из подси-
стем. Как результат взаимодействия, кинетика
роста цепи макрорадикалов состоит из двух раз-
деленных во времени составляющих. Быстрая
баллистическая составляющая соответствует дви-
жению волнового пакета по длине цепи, как ко-
ординате. Запаздывающая составляющая возни-
кает, когда рост прерывается актами передачи це-
пи, после которых частично восстанавливается
концентрация первичных радикалов и повторно
растут цепи следующих поколений. В передаче
цепи участвуют все образовавшиеся ранее макро-
радикалы, независимо от их длины.

Наличие двух связанных подсистем (начально-
го состояния и резервуара) характерно для широ-
кого круга квантовых и классических динамиче-
ских систем [13–17]. Эти общепринятые модели
непрерывно развиваются и широко используются
в различных областях химической динамики, от
универсальной теории переходного состояния,
передачи энергии и заряда в конденсированных
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средах, до стохастических превращений в боль-
ших молекулах и агрегатах [18–22]. В квантовых
системах начальное состояние взаимодействует с
резервуаром, обладающим плотным дискретным
спектром состояний, близким по энергии к на-
чальному [23–26]. Прямые и обратные переходы
между подсистемами создают циклы возврата, в
каждом из которых частично восстанавливается
населенность начального состояния. Это явление,
получившее название эхо Лошмидта, известно так-
же в динамике волновых пакетов [20, 26–28]. Ча-
стота циклов возврата определяется средней раз-
ностью энергий соседних уровней, а число ком-
понент и ширина эхо зависят от параметров
взаимодействия. С ростом номера цикла эхо уши-
ряется за счет увеличения числа состояний резер-
вуара, участвующих в обратных переходах, и за-
полняет весь период цикла. Когда компоненты
соседних циклов перекрываются, регулярная ди-
намика переходит в стохастическую.

В отсутствие взаимодействия состояния резер-
вуара взаимно ортогональны, так что переходы
между ними осуществляются только через на-
чальное состояние, как промежуточное. В резуль-
тате эхо Лошмидта для начального состояния вы-
зывает эхо и в состояниях резервуара, называемое
двойными резонансами [24]. Кинетика РЦП так-
же включает циклы возврата, обусловленные пе-
редачей цепи, частично восстанавливающей кон-
центрацию первичных радикалов и приводящей
к росту макрорадикалов, который напоминает
эхо Лошмидта и двойные резонансы.

Сравним в табл. 1 характеристики процесса
РЦП и обычно рассматриваемой модели АBn (на-
чальное состояние  связано с многоуровневым
резервуаром взаимно ортогональных состояний

), отождествив концентрации первичных ра-
дикалов  и макрорадикалов  с населенно-
стями  и  а вероятности переходов – с кон-
стантами скоростей соответственно. В обеих мо-
делях в первом цикле происходит только переход
из начального состояния в резервуар, его насе-
ленность, как и концентрация первичных ради-
калов монотонно уменьшается, обратные перехо-
ды из резервуара (передача цепи) отсутствуют. В
модели АBn период регулярных циклов возврата
определяет собственная частота (средняя раз-
ность энергий соседних состояний) в спектре ре-
зервуара. Регулярная динамика наблюдается, ко-
гда вероятности переходов  и  боль-
ше собственной частоты. В модели РЦП такого
параметра нет и расположение цикла возврата во
времени подлежит определению из решения кине-
тической задачи. В обеих моделях во втором цикле
полностью восстанавливается населенность на-
чального состояния, но в модели АBn полная насе-
ленность начального состояния и состояний ре-

A

{ }nB
R { }nR

A { },nB

1A B→ 1B A→

зервуара сохраняется во всех циклах, а в РЦП ди-
намика ограничена вторым циклом из-за
уменьшения вероятности перехода, пропорцио-
нальной концентрации мономера. Различие мо-
делей определяется также тем, что вероятности
прямых и обратных переходов  в АBn не за-
висят от времени и одинаковы для всех состоя-
ний, тогда как в РЦП происходит только завися-
щий от времени прямой переход  (бимоле-
кулярный рост первого звена цепи, в котором
участвует экспоненциально уменьшающаяся кон-
центрация мономеров) и медленный обратный пе-
реход  (передача цепи). Переходы между
состояниями резервуара в модели АBn, ортого-
нальными в отсутствие взаимодействия с  проис-
ходят только через него, тогда в РЦП этот канал
конкурирует с более быстрым ростом цепи. В про-
тивоположность модели АBn, концентрации мак-
рорадикалов (состояний резервуара ) заполня-
ются быстрее, чем восстанавливается концентра-
ция , так, что резервуар действует на начальное
состояние как единое целое. Эхо Лошмидта в кон-
центрации макрорадикала  создает совокупность
каналов, в которых участвуют макрорадикалы раз-
личной длины  причем
эти каналы перемешиваются, поскольку их ско-
рости одного порядка  Поскольку  для
всех  эхо преимущественно создают переходы с
одним актом передачи цепи, а вклад переходов, в
которых многократно образуется начальное со-
стояние, мал. Таким образом, в модели РЦП ре-
гулярная динамика (периодичность циклов) от-
сутствует, поскольку все циклы, начиная со вто-
рого, перемешаны.

Модель АBn не описывает процессы возврата в
RRn. Насколько мы сумели установить, адекват-
ная модель этого процесса еще не рассматрива-
лась, хотя именно свойства эхо Лошмидта во
многом определяют возможности создания РЦП
с управляемыми характеристиками. Решение
этой задачи и представлено в статье.

Во втором разделе статьи представлено анали-
тическое решение кинетической задачи, когда
константы скорости роста и передачи цепи не за-
висят от ее длины. В третьем разделе описан метод
разделения составляющих концентрации макро-
радикалов, обусловленных баллистическим ро-
стом в первом и диффузионным ростом цепи во
втором цикле, и рассмотрены характеристики эхо
Лошмидта. Четвертый раздел посвящен зависи-
мости возраста цепи макрорадикалов первого и
второго поколений. Результаты суммированы в
пятом разделе.

Компьютерные расчеты выполнены в кодах
MATLAB-R-2018 по программе ODE113. Число ки-
нетических уравнений обычно составляло N = 100,

nA B⇔

1R R→

1R R→

A

nR

R

nR

{ }' 1 1 ,n n nR R R R R−→ → →�

.k n nk K!
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а в контрольных расчетах, где проверялось, что
результаты не зависят от N, увеличивалось до 200.

II. РОСТ МАКРОРАДИКАЛОВ 
В УСЛОВИЯХ ПЕРЕДАЧИ ЦЕПИ

В принятой схеме РЦП [11, 12], где константы
скорости роста kg и передачи цепи kt не зависят от
ее длины, концентрация мономеров экспоненци-
ально уменьшается во времени

(1)

и концентрации первичных радикалов подчиня-
ются уравнению

(2)

где введено безразмерное время и константы ско-
рости в единицах  и  соответственно, кон-
станта скорости передачи цепи отнесена к 

 и концентрации – к начальной кон-
центрации мономеров  

 Решение (2) является суммой двух со-
ставляющих, относящихся к начальному балли-
стическому  и последующему росту цепи

 названному в [12] диффузионным, по-
скольку в нем участвуют все образовавшиеся ра-
нее макрорадикалы

( )expm at= −

( )( ) ( )exp , 0 ,R at k ka R a+ − + = =�

1 gk gk
,gk

,t gk k k=
( )0 ,M ( ) ( )( ) 0 ,m t M t M=

( )0 .R a=

( )bR t
( ),dR t

(3)

(4)

где

(5)

 – монотонно уменьшается за счет превра-
щения первичных радикалов в макрорадикалы,
тогда как  – растущая функция, описываю-
щая последующее восстановление начальной
концентрации первичных радикалов. Баллисти-
ческий рост доминирует на начальной стадии
РЦП и заканчивается уменьшением  до ми-
нимального значения 

(6)

Диффузионная составляющая преобладает в
заключительной стадии РЦП, когда из-за умень-
шения концентрации мономеров (1) скорость ро-
ста цепи становится одного порядка, а затем и
меньше, чем ее передачи, что и приводит к вос-
становлению начальной концентрации 

( ) ( ) ( ),b dR t R t R t= +

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )
0

exp ,
  exp

exp ' ' ',

b

d
t

R t a t kt
R t ka t kt

t kt dt

= −Φ −
= −Φ − ×

× −Φ −

( ) ( )( )1 1 exp .t a at−Φ = − −

( )bR t

( )dR t

( )R t
~ (1 )ak k+

( ) ( ) ( )( )( )1(1 ) exp 1 ,
,  1.

bR t R t a k k t k
t kt at

−≈ ≈ + − + +
Φ ≈ @ !

( )R t

Таблица 1. Сравнение динамических свойств моделей “начальное состояние–резервуар ” и РЦП 

Характеристика

Вероятности перехода Не зависят от времени t и номера 
состояния n

Зависят от t и n

Период цикла возврата Период собственных колебаний 
резервуара T

Определяется из решения динами-
ческой задачи

Вероятность перехода из началь-
ного состояния в резервуар

C, одинакова для всех n, Только переход  с констан-
той скорости K1

Вероятность обратного перехода в 
начальное состояние

C для всех состояний  для всех состояний 

Вероятность перехода между состоя-
ниями резервуара

Только через начальное состояние: Быстрый переход  и мед-
ленный переход из всех состояний 
через начальное 

Интенсивность эхо Одинакова во всех циклах Уменьшается из-за экспоненциаль-
ного уменьшения скорости пере-
хода 

Условие перехода от регулярной 
динамики к стохастической

Критический номер цикла  в 
котором перемешиваются компо-
ненты эхо соседних циклов

Перемешиваются все циклы, кроме 
первого

Эхо Лошмидта в начальном состоя-
нии и в состояниях резервуара

В каждом регулярном цикле, Только во втором цикле,
если для всех состояний 

nA B− nR R−

nA B− nR R−

1CT @ 1R R→

nB A→ n nk K! nR R→

'n nB A B→ →
1n nR R +→

' 1 1n n nR R R R R−→ → →�

1n nR R +→
1,cN @

cN N≤ n nk K!
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(7)

Согласно (6) и (7), спад и рост  происходят
в различных масштабах времени, поскольку 

 Между ними расположена широкая проме-
жуточная область, в которой происходит основ-
ной рост цепи макрорадикалов при малой и при-
близительно постоянной концентрации первич-
ных радикалов, причем продолжительность этой
области уменьшается, а концентрация первич-
ных радикалов возрастает с ростом (рис. 1). Как
показано в [11], подстановка

(8)

преобразует  в разность неполных гамма-
функций

(9)

Поскольку начальная концентрация первич-
ных радикалов на несколько порядков меньше,
чем мономеров   можно заменить
первым членом асимптотического разложения

(10)

который экспоненциально мал при всех  При
 аналогичное разложение справедливо и для

( ) ( ) ( )( )1 exp ,
1 .

dR t R t a kt
a kt

≈ ≈ − −
Φ ∼ !

( )R t
,k

1.a !

k

( )1exp , ,u a at k a−= − ν =

( )dR t

( ) ( ) ( )( ), 1 , .u
dR u ke u u aν= Γ −ν − Γ −ν

( )1 ,a ! ( )1 ,aΓ −ν

( ) ( )11/ , exp 1/ ,a a a+νΓ −ν ≈ −

.ν
1 u >

( ),uΓ −ν

(11)

так что (9)–(11) описывают  в области балли-
стического роста. В области  где доминирует
диффузионный рост,  разлагается в сте-
пенной ряд [29]

(12)

Уравнения (9)–(13) описывают восстановле-
ние  при Чтобы в компьютерных рас-
четах избежать операций с многозначными гамма
функциями с отрицательным индексом, исполь-
зуются рекуррентные соотношения, увеличиваю-
щие индекс. Например, для 

и переписать (9) в виде

(13)

Из (13) следует, что кинетика  включает
начальный участок медленного роста в области

 т.е.  где, в согласие с (6),
концентрация первичных радикалов пропорцио-

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

, 1 ( 1) (1 ) ,

(1 ) 1 1 ,

u n n
n

n

n

u u e u

n

− +ν − −

=
Γ −ν = − − + ν

+ ν = + ν − + ν


�

( )dR t
1,u ≤

( ),uΓ −ν

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
0 1 

1

, ,

1 .

n
u

n n

n

uu e u

n

− −ν

= +

=

Γ −ν ≈ Γ −ν −
−ν

−ν = −ν − ν − ν


�

( )R t 1.at @

0 1< <v

( ) ( )( )1, 1 ,xx x e x− − −Γ − = − − Γ −v

v v v

( ) ( )(
( ) ( )( ))1

1

,1 ,1 .

u
d bR u a R u e u

u a−

= − − ×
× Γ − − Γ −

v

v v

( )dR t
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Рис. 1. Восстановление концентрации (эхо Лошмидта) в концентрации первичных радикалов. a = 0.02, k = 0.005, 0.01,
0.02, 0.04, 0.08 (кривые 1–5 соответственно).
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нальна  и мала по сравнению с начальной, и по-
следующее увеличение до начального значения
при  Начальный участок соответствуют ро-
сту длины цепи макрорадикалов, когда их сум-
марная концентрация почти постоянна, медлен-
но уменьшаясь за счет передачи цепи, что и при-
водит к незначительному начальному росту 
Последующее восстановление начальной кон-
центрации первичных радикалов происходит из-

за уменьшения концентрации мономера (1), ко-
гда скорость роста цепи становится меньше ско-
рости ее передачи, т.е.   Та-
ким образом, два участка изменения  cоот-
ветствуют областям  и  в которых (13)
можно переписать, пользуясь разложением не-
полных гамма-функций в асимптотический и
степенной ряд соответственно:

(14)

Поскольку разложения (14) удовлетворитель-
но совпадают в области  ими можно вос-
пользоваться для расчета составляющих концен-
траций макрорадикалов с длиной цепи  ре-
шая кинетические уравнения последовательно

(15)

Из (15) следует, что  как и  состоят
из быстрой баллистической и последующей мед-
ленной составляющих

(16)

Быстрая составляющая  относящаяся к
баллистическому росту цепи первого поколения,
описывается, как и при  распределением
Пуассона [12]. Уменьшение концентрации, обу-
словленное передачей цепи, учитывает дополни-
тельный сомножитель  Максимум 
определяет уравнение

(17)

из которого следует, что Tn монотонно возрастает
с ростом n. Уравнение (17) описывает движение
волнового пакета с зависящей от n вероятностью
перехода  конкурирующую с передачей
цепи, причем оба параметра влияют на форму
волнового пакета.

III. ЭХО ЛОШМИДТА 
ДЛЯ МАКРОРАДИКАЛОВ

Поскольку (16) определяет  аналитиче-
ски,  можно разделить на составляющие и
найти  из компьютерного решения кинети-
ческих уравнений (15). Метод разделения иллю-
стрирует рис. 2. Достоинство метода состоит в
том, что его точность не зависит от формы пере-
крывающихся составляющих и их изменений с
длиной цепи (рис. 3). Короткие цепи образуются
с наибольшим запаздыванием, когда максимумы

эхо  расположены в области  и

на несколько порядков больше, чем для балли-

стического роста,  так что баллистиче-
ский рост и эхо значительно разделены (рис. 2 и
верхняя панель рис. 3). С ростом nTn увеличивает-
ся в согласие с (17), а  уменьшается, и ширина
эхо, определяемая интервалом  падает.
Уменьшение  с ростом n связано с тем, что по-
сле акта передачи цепь второго поколения растет
при более низкой концентрации мономеров и,
как следствие, оказывается короче цепи первого
поколения. Для достаточно длинных цепей ос-
новной вклад в эхо вносят короткие цепи, и его
максимум смещается в сторону меньших времен.
При дальнейшем росте  эхо сужается и его мак-

симум смещается в область  (средняя

панель на рис. 3). При  и 

почти полностью перекрываются, и 
как и относительный вклад эхо (нижняя панель
рис. 3). Сужение и уменьшение эхо, определяе-
мые запаздыванием, вызванным уменьшением
скорости роста цепи из-за расхода мономера, яв-

k
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Рис. 2. Баллистическая и диффузионная составляющие концентрации макрорадикалов с длиной цепи n = 5, 12 и 30
(кривые 1–3, сплошные и пунктирные линии соответственно). a = 0.02, k = 0.01.
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ляются характерными особенностями РЦП, от-
меченными в табл. 1.

Зависящие от времени нулевой и первый мо-
менты распределения макрорадикалов первого
поколения и их отношение, равное среднечисло-
вой длине цепи, имеют вид

(18)

Выражение (18) показывает, что  и не
зависит от k. Из (16) следует, что моменты рас-
пределения  средне-числовая длина цепи и
дисперсия распределения макрорадикалов в эхо
равны

(19)

Среднечисловая длина цепи макрорадикалов с
учетом обеих составляющих равна

(20)

Метод, рассмотренный выше, позволяет опре-
делить характеристики (19). Их сравнение с теми
же характеристиками распределений макроради-
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калов в целом и макрорадикалов первого поколе-
ния представлено на рис. 4. Моменты распреде-
лений и средние длины цепи в эхо меньше, чем
при баллистическом росте и уменьшаются с увели-
чением k. Максимумы N(t) расположены в окрест-
ности Tn, когда доминирует баллистическая со-
ставляющая. Последующее уменьшение средней
длины происходит в цикле возврата. Как показа-
но в [4], узкая дисперсия распределения является
отличительным свойством олигомеров с регули-
руемой длиной цепи и архитектурой. На нижней
панели рис. 4 показано, что изменение дисперсии
во времени так же, как и концентрации первич-
ных радикалов, состоит из начального участка
быстрого уменьшения, связанного как с ушире-
нием распределения при баллистическом росте
[12], так и вкладом эхо, области приблизительно
постоянной дисперсии и последующего роста,
когда эхо подавлено. В согласие с рис. 2, средняя
длины цепи в эхо уменьшается с ростом констан-
ты скорости передачи цепи k (рис. 5).

IV. ВОЗРАСТ МАКРОРАДИКАЛОВ

Различие баллистического и диффузионного
роста макрорадикалов, рассмотренное в преды-
дущих разделах, показывает, что средняя длина
цепи и ее дисперсия не дают полного представле-
ния о кинетике РЦП. Причина того, что трех мо-
ментов недостаточно, заключается в том, что оба
распределения зависят от времени и изменения
их моментов соизмеримы.
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В подобных случаях целесообразно ввести до-
полнительные характеристики РЦП. Поскольку

 передача цепи незначительно влияет на по-
следующий баллистический рост цепи второго по-
коления, подходящими характеристиками являют-

ся время роста, принятое равным  которое
можно назвать возрастом, и длина цепи второго по-
коления  Обе характеристики усредняются по
совокупности всех состояний  в ко-
торых возможен акт передачи с учетом населен-
ностей этих состояний. Следует отметить, что эти
характеристики не сводятся к отношениям мо-
ментов, поскольку связаны только с временами
баллистического роста цепей двух поколений
(рис. 2). Зависимости этих характеристик от дли-

ны цепи представлены на рис. 6 и 7. Значения 
уменьшаются с ростом  до тех пор, пока не исчеза-
ет вклад эхо в концентрацию макрорадикалов и со-

ставляющие полностью перекрываются, 
после чего остается только баллистический рост.
При малых n время роста цепи второго поколения

1,k !

,**
n nT T−

.dn

( )1 max ,s n≤ ≤

**
nT

n

** ,n nT T≈

намного больше, чем баллистического роста (17),
поскольку в передаче цепи участвуют цепи, длина
которых превышает 1/a. Поскольку цепи второго
поколения также растут баллистически, возраст

 зависит от значений параметров a и  с ро-
стом начальной концентрации первичных ради-
калов и константы скорости передачи цепи воз-
раст (т.е. время роста цепи второго поколения)
сокращается. Средняя длина цепи второго поко-
ления, найденная из данных рис. 6 и (17), умень-
шается с ростом длины цепи (рис. 7).

V. ВЫВОДЫ

1. Показано, что концентрации макрорадика-
лов в процессе РЦП являются суммами двух со-
ставляющих с различной зависимостью формы и
амплитуды от времени. Быстрая составляющая
обусловлена баллистическим ростом цепей пер-
вого поколения, а вторая – ростом цепей второго
поколения, инициируемым актом передачи цепи,
в котором погибают с не зависящей от их длины

**
nT :v

Рис. 3. Эхо Лошмидта в концентрациях макрорадикалов с длиной цепи n. Панели сверху вниз: n = 1, 3, 6, 9, 12, 17, 20,
24, 29, кривые 1–9 соответственно. a = 0.02, k = 0.01. Пунктиром показана концентрация первичных радикалов. Ам-
плитуды эхо увеличены до 1.

lg10(1 + t)

7
8

9

1.0

0 321

0.5

4

5

6

1.0

0

0.5

Rnd(t)

1
2

3

1.0

0

0.5



10

ХИМИЯ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЙ  том 54  № 1  2020

КИМ и др.

вероятностью все ранее образовавшиеся макро-
радикалы и зарождается новая баллистическая
цепь. Вторая составляющая, в которой участвует
совокупность макрорадикалов первого поколе-
ния с различной длиной, запаздывает во времени
и уширяется по сравнению с первой. Поскольку
она частично восстанавливает концентрации
макрорадикалов с задержкой по времени по срав-
нению с первой, она названа эхо.

2. Предложен метод разделения первой со-
ставляющей и эхо, не зависящий от изменения их
формы и ширины, включающий компьютерное
решение кинетических уравнений и аналитиче-

ское определение концентраций макрорадикалов
первого поколения.

3. Показано, что вклад эхо существенен при
росте коротких цепей, не ограниченном уменьше-
нием концентрации мономера. Когда образуются
длинные цепи первого поколения, гибель мономе-
ра в процессе их образования подавляет эхо.

4. Разделение составляющих позволяет не
только определить моменты их распределений,
но ввести две дополнительных характеристики
эхо: среднее время его задержки (возраст) и сред-
нюю длину цепи второго поколения.

5. Моменты молекулярно-массовых распреде-
лений в сочетании с дополнительными характе-

Рис. 4. Средняя длина цепи и дисперсия распределения макрорадикалов обоих поколений, первого и второго поколе-
ний (жирные и тонкие линии и пунктиры соответственно). a = 0.04, k = 0.01.
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Рис. 5. Зависящая от времени средняя длина цепи макрорадикалов (отношение первого и нулевого моментов распре-
деления) в эхо Лошмидта. a = 0.02, k = 0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 (кривые 1–5 соответственно).
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ристиками обеспечивает детальное описание ки-
нетики РЦП при произвольных зависимостях
констант скорости роста и передачи цепи от ее
длины.
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