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Рассматривается влияние на безразмерный коэффициент теплоотдачи (число Нуссельта Nu) без-
размерных режимных параметров (чисел Рейнольдса Re и Прандтля Pr) при течении жидких метал-
лов в круглой трубе. Зависимости для числа Nu при Pr <<1 (жидкие металлы) часто представляются
в виде Nu = f (Pe), где Pe = Re Pr ‒ число Пекле. Упрощенная зависимость для Nu во многом обу-
словлена тем, что довольно сложно получить зависимость Nu = f (Re, Pr) экспериментально при ис-
пользовании жидкометаллических теплоносителей из-за трудоемкости проведения эксперимен-
тов с ними. Кроме того, в таких экспериментах, как правило, погрешность составляет 10–20% и
более, что сопоставимо с отклонением числа Nu, связанным с влиянием числа Pr. Также в земных
условиях невозможно избавиться от свободной конвекции, которая тоже оказывает воздействие
на результаты экспериментов. В целях исследования зависимости числа Nu от числа Pr в данной
работе методом прямого численного моделирования DNS (от англ. direct numerical simulation)
проведена серия расчетов течения жидкого металла в круглой трубе при постоянном значении
числа Pe. По результатам расчетов получено увеличение числа Nu примерно на 10% по мере сни-
жения числа Прандтля с Pr = 0.025 (соответствует ртути) до Pr = 0.005 (соответствует жидкому на-
трию) при Pe = 125. Влияние числа Pr на число Nu уменьшается (в процентном соотношении) по
мере увеличения числа Pe.

Ключевые слова: DNS, CFD, круглая труба, теплоноситель, теплообмен, жидкий металл, коэффици-
ент теплоотдачи, число Прандтля, число Нуссельта
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В данной работе рассматривается один из фун-
даментальных вопросов теплообмена потока
жидких металлов в трубах, а именно: оказывает
ли существенное влияние число Прандтля на без-
размерный коэффициент теплоотдачи (число
Нуссельта), если число Пекле для разных жидко-
стей является постоянным? Аппроксимация экс-
периментальных данных для числа Nu в круглой
трубе обычно представляется [1–6] в виде зависи-
мости

(1)

где A, B, C, D – коэффициенты, значения которых
различаются в разных работах.

Большинство авторов полагают, что коэффи-
циенты C и D равны. Например, в зависимости
Лайона [1] коэффициенты имеют следующие
значения: A = 7, B = 0.025, C = D = 0.8; в зависимо-
сти Субботина [6]: A = 5, B = 0.025, C = D = 0.8. Ес-
ли C = D, то число Nu зависит только от числа Pe.

В данной работе используются следующие
безразмерные критерии подобия:

где  ‒ коэффициент теплоотдачи,

Вт/(м2 · К); q ‒ средний тепловой поток на боко-

1 Работа выполнена при поддержке гранта Минобрнауки
РФ в рамках государственного задания № FSWF-2023-0017
(соглашение № 075-03-2023-383 18.01.2023) в сфере науч-
ной деятельности на 2023–2025 гг.
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вой поверхности стенки, Вт/м2;  ‒ средняя тем-
пература боковой поверхности стенки, К; ‒ сред-
немассовая температура жидкости в исследуемом
сечении, К; d ‒ диаметр трубы, м;  ‒ теплопровод-
ность жидкости, Вт/(м · К);  ‒ кинематический

коэффициент вязкости, м2/с;  ‒ число

Рейнольдса;  ‒ средняя по сечению скорость по-

тока, м/с;  ‒ температуропроводность жид-

кости, м2/с;  ‒ плотность жидкости, кг/м3;  ‒
удельная теплоемкость жидкости, Дж/(кг · К).

В настоящее время точное моделирование
процессов теплопереноса и напряженно-дефор-
мированного состояния конструкции позволяет
инженерам уменьшить ее металлоемкость и, как
следствие, стоимость теплообменного оборудо-
вания при поддержании постоянными запаса
прочности и площади теплообменной поверхно-
сти. Это приводит к повышению требований к
точности проведения теплофизического экспе-
римента, данные которого используются для ка-
либровки CFD-кодов (computational f luid dynam-
ics – вычислительная гидродинамика), которые,
в свою очередь, применяются для моделирования
гидродинамических и теплообменных процессов.

Часто проведение теплофизических экспе-
риментов с использованием оригинального
теплоносителя требует больших затрат либо
принципиально невозможно по разным причи-
нам. Теория подобия позволяет провести экс-
перимент по определению гидродинамических
и теплообменных параметров исследуемого по-
тока на модельной жидкости.

Для того чтобы воспользоваться теорией по-
добия, необходимо обеспечить схожие условия
для всех параметров на экспериментальной
установке и оригинальной модели. К ним (усло-
виям) относятся форма объекта, массовые силы
(гравитация, внешние силы), режимы течения,
граничные и начальные условия и т.д. Пересчет
результатов экспериментов на натурную модель
проводят с помощью различных зависимостей.
Так, для пересчета коэффициента теплоотдачи
жидких металлов обычно используют зависимо-
сти вида (1). При этом очень важно знать коэф-
фициенты такой зависимости с довольно высо-
кой точностью.

В работах [3–5] представлены эксперименталь-
ные данные по теплоотдаче в круглой трубе, полу-
ченные на различных жидких металлах. Из этих
данных следует, что вид зависимости Nu = f (Pe)
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Re ud
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ρ p
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примерно такой же, как и у формулы (1), но раз-
брос значений числа Nu, приводимых разными
авторами, при схожих числах Pr, Pe, Re весьма су-
щественен (достигает 125% при малых значениях
числа Pe).

Большое различие чисел Nu при аналогичных
условиях приводит к вопросу: можно ли приме-
нять теорию подобия при течении жидких метал-
лов в трубах, особенно при низких числах Pe? Для
многих теплообменных устройств различие в ко-
эффициенте теплоотдачи в 125% является крити-
ческим для обеспечения их работоспособности.

Для того чтобы найти ответ на поставленный
вопрос, авторы настоящей работы применили
численное моделирование гидродинамических и
теплообменных процессов жидких металлов в
круглой трубе методом DNS. Цель работы – мо-
делирование потока жидкого металла при низком
фиксированном числе Pe (Pe = 125) при числах Pr
от 0.005 (соответствует натрию) до 0.025 (соответ-
ствует ртути) для того, чтобы определить соответ-
ствующие коэффициенты в формуле (1) либо
предложить свою собственную зависимость.

В работах [4, 5] были предприняты попытки
оценить число Nu в разных режимах течения с ис-
пользованием RANS (Reynolds-Averaged Navier –
Stokes) CFD-методов в коммерческих CFD-кодах
(Fluent и Star-CD). Однако для реализации
RANS-метода требуется проведение калибровки
на основе результатов экспериментов, точность
которых для исследуемого диапазона параметров
недостаточна. По этой причине RANS или другой
предварительно калиброванный CFD-метод
(DES, LES, SAS и пр.) не может быть использован
для решения задачи, рассматриваемой в данной
статье. Поэтому авторами настоящего исследова-
ния применялся DNS-метод, не требующий ка-
либровки. Кроме того, этот метод обладает до-
вольно широкими возможностями получения не-
известных ранее мгновенных и статистически
усредненных данных [7–10]. Наибольшее влия-
ние на результаты DNS-расчетов оказывает раз-
решение расчетной сетки, которое должно варьи-
роваться при различных числах Re и Pr. В данной
работе эта задача была решена посредством ини-
циализации расчетной сетки, удовлетворяющей
микромасштабам Колмогорова и Тейлора, с по-
следующим исследованием сеточной независи-
мости.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье использован верифицированный и
валидированный DNS-код, разработанный груп-
пой авторов [7, 8, 11–13]. Он создан для модели-
рования гидродинамических и теплообменных
процессов в потоке жидкости в трубе под воздей-
ствием массовых сил, таких как сила тяжести и
сила Ампера, для несжимаемой ньютоновской
жидкости в низкорейнольдсовом приближении в
магнитном поле. В DNS-методе подразумевается
расчет следующей системы уравнений, записан-
ных в упрощенном виде, который производится в
DNS-коде:

уравнение неразрывности

(2)
уравнение Навье – Стокса

(3)

уравнение энергии

(4)

где  ‒ безразмерная скорость; u ‒ вектор

скорости;  ‒ безразмерное время; t ‒ вре-

мя, с;  – безразмерное давление; p ‒

давление, Па;  ‒ давление в центре канала, Па;

 – безразмерная сила плавучести (си-

ла Архимеда);  ‒ число Грасгофа;

 ‒ единичный вектор силы тяжести;  ‒
вектор ускорения свободного падения, м/с2;  =
= 9.815 ‒ модуль вектора ускорения свободного
падения, м/с2;  ‒ коэффициент объемного тер-
мического расширения жидкости, 1/К;

 – безразмерная электромагнит-

ная сила (сила Ампера); ‒ число

Гартмана;  ‒ безразмерная плот-

ность тока;  ‒ безразмерный вектор магнит-

ной индукции; B ‒ вектор магнитной индукции,
Тл;  ‒ индукция в зоне однородного магнитного
поля, Тл;  ‒ удельная электропроводность теп-

∇ ⋅ = 0;u

( )∂ + ⋅ ∇ = −∇ + ∇ + +
∂
     

2
A EM

1 ;
Re

p
t
u u u u F F

d
Pe dZ

∂θ + ⋅ ∇θ = ∇ θ −
∂

   


21 ,b
z

Tu
t

u

=
u
uu

= ut t
d

−= 0
2ρ

p pp
u

0p

= −


A 2
Gr θ
Re

gF

g qdβ=
4

0
2Gr

ν λ
0= /gg g g

g0

β

 = − × 
2

EM
Ha
Re

F j B

0B d EσHa = 
ρν

= −∇ϕ + ×  j u B

0
=

B
BB

0B
Eσ

лоносителя, 1/(Ом · м);  ‒ безразмерный

электрический потенциал, который вычисляется

из уравнения Пуассона ;  ‒ элек-
трический потенциал, В;  ‒ электрический по-

тенциал в центре канала, В;  – безраз-

мерная температура за вычетом среднемассовой
температуры в исследуемом сечении трубы; T ‒

температура, К;  – безразмерная

температура;  ‒ среднемассовая температура
на входе в трубу, К;  – безразмерная про-
дольная координата; R = r/d – безразмерная
радиальная координата; r – радиальная
координата.

Поскольку в данной работе не требовалось
учитывать массовые силы, электромагнитная си-
ла  и сила плавучести  были заданы равны-
ми нулю.

Вычислительная схема основана на методе ко-
нечных разностей. Уравнения записываются в
цилиндрической системе координат и дискрети-
зируются на неоднородной упорядоченной сетке.
Принципы сохранения массы, заряда и импульса
в расчетной схеме соблюдаются точно, тогда как
принцип сохранения энергии удовлетворяется с
ошибкой дискретизации третьего порядка. Осно-
вы данного численного метода детально изложе-
ны в [14, 15].

Метод DNS ‒ нестационарный. При проведе-
нии расчетов использовался модифицированный
многошаговый метод Адамса – Башфорта второ-
го порядка точности для нестационарных опера-
торов при решении системы уравнений (2)–(4).
Так как метод Адамса – Башфорта не является са-
мостартующим, на первом шаге по времени ис-
пользуется метод Эйлера в явном виде.

Пространственная дискретизация осуществ-
ляется непосредственно на неоднородной сетке с
использованием формулы центральных разно-
стей и интерполяции второго порядка.

Сетка для пространственной дискретизации
формируется в узлах в цилиндрической системе
координат с нулем радиальной координаты на
оси трубы. Точки сетки сгущаются по радиусу
при приближении к стенкам. Сгущение описыва-
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ется с помощью преобразованного безразмерного
радиуса Rc по формуле

(5)

где  ‒ коэффициент сгущения расчетной сетки
к стенке трубы;  ‒ радиус трубы.

Расчетная область с граничными условиями
приведена на рис. 1.

В работе [10] показано, что для корректного мо-
делирования крупномасштабных турбулентных
структур при низких значениях числа Re, близких
к критическому значению ламинарно-турбулент-
ного перехода, требуется использовать протя-

( )
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женную расчетную область длиной около Z = 50
(см. рис. 1). Такое требование обусловлено нали-
чием турбулентных пробок и турбулентных поры-
вов при течении жидкости в трубе при низких
числах Re. Причем такое поведение жидкости
проявляется и в собственных расчетах методом
DNS, результаты которых выходят за рамки дан-
ной статьи.

В настоящей работе проводились расчеты при
Re > 5000. В [10] представлены поля скорости, по
которым видно, что уже при Re = 2800 наблюда-
ется развитое турбулентное течение, в котором
крупномасштабные структуры турбулентности
имеют масштаб длины Z от 5.0 до 7.5. Этот мас-
штаб можно применять как опорный при выпол-
нении серии расчетов с периодической постанов-

Рис. 1. Расчетная область с отображением граничных условий

r

q
q

γ x

y
z

u

Параметры расчетной сетки и режимов течения жидкости

Примечание. Nγ, NR, NZ ‒ количество элементов расчетной сетки по угловой, радиальной и продольной координате соответ-

ственно;  – безразмерный шаг по времени, где  – шаг по времени, с.

Pe Re Pr Nγ NR NZ  × 104

125 5000 0.0250 90 90 100 1.20 5.0

125 6250 0.0200 102 102 120 1.20 4.4

125 8333 0.0150 124 124 152 1.22 3.6

125 12500 0.0100 164 164 216 1.26 2.7

125 25000 0.0050 270 270 400 1.37 1.0

93 5300 0.0176 90 90 100 1.20 5.0

207 11700 0.0176 164 164 216 1.26 2.7

125 5000 0.0250 128 128 192 2.70 1.5

188 7500 0.0250 128 128 192 2.50 4.0

250 10000 0.0250 150 150 210 1.30 2.0

375 15000 0.0250 210 210 210 2.70 1.5

172 5300 0.0324 90 90 100 1.20 5.0

379 11700 0.0324 164 164 216 1.26 2.7
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кой задачи на входе-выходе трубы. Кроме того,
авторами настоящей статьи были проведены
внутренние тесты, согласно которым при Z = 5.0
зависимость Nu = f (Z) становится несущественной
при больших числах Re. По этим причинам все рас-
четы методом DNS, представленные в данной ра-
боте, велись в расчетной области длиной Z = 5.0.

На боковой поверхности стенки трубы был за-
дан постоянный тепловой поток, а на входе-вы-
ходе трубы – периодические граничные условия.
Использовалась расчетная сетка, параметры ко-
торой подбирались по результатам предваритель-
ного тестирования кода при анализе сеточной не-
зависимости [12]. Параметры расчетной сетки и
значения безразмерного шага по времени пред-
ставлены в таблице.

Вычислительная сложность используемых мето-
дов решения в совокупности оценивается в
O[2N2lg(N)], где O – порядок величины; N = NR ×
× NZ × Nγ.

Расчеты проводились в предположении посто-
янства теплофизических свойств исследуемых
жидкостей в пределах моделируемой области
пространства.

Более подробное описание использованного в
данной работе расчетного DNS-кода можно най-
ти в статье [16].

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Были выполнены две серии расчетов. В пер-

вой серии число Pe было постоянным и равным
Pe = 125. При этом числа Re и Pr варьировались
для того, чтобы получить зависимость Nu от Pr.
Во второй серии расчетов моделировался поток

трех различных жидкометаллических теплоно-
сителей [Pb (Pr = 0.0176), Hg (Pr = 0.025), эвтекти-
ка 45%Pb – 55%Bi (Pr = 0.0324)] при разных Re.

Постоянное значение числа Pe = 125 выбрано
по следующим причинам. С одной стороны, что-
бы максимально расширить диапазон рассчиты-
ваемых значений числа Pr в сторону нуля. Мини-
мальное значение числа Pr было выбрано равным
0.005, что соответствует жидкому натрию. С дру-
гой стороны, в условиях ограничений в вычис-
лительных ресурсах максимально достижимым
числом Re, без создания условий недоразреше-
ния моделируемого пространства, было значе-
ние Re = 25000. Поскольку число Pe является
произведением Re и Pr, в результате их умноже-
ния получается Pe = 125, которое и использова-
лось в расчетах.

На рис. 2 представлены результаты первой се-
рии вычислений с наложенными на них значения-
ми, определенными по формуле (1) с коэффициен-
тами Субботина [6], и значениями, полученными
по эмпирической аппроксимации, предложенной
авторами данной работы:

(6)

На рис. 2 видно, что наблюдается линейный
рост числа Nu по мере уменьшения числа Pr. По
мнению авторов данной работы, такое увеличе-
ние коэффициента теплоотдачи связано с линей-
ным повышением температуропроводности теп-
лоносителя.

Отклонение коэффициента теплоотдачи от ли-
нейной зависимости наблюдалось при Pr = 0.005,
Re = 25000. Это значение числа Nu было рассчита-
но при сравнительно высоком значении числа

Nu = + −0.8 0.85.62 0.025Re Pr 21.5Pr .

Рис. 2. Зависимость числа Nu от числа Pr с фиксированным Pe = 125. 
1 – осреднение по времени; 2 – экстремумы во времени, полученные в результате осреднения по пространству; 3 –
аппроксимация (6); 4 – формула (1) с коэффициентами Субботина [6]
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Рейнольдса (Re = 25000) для DNS-кода и для ис-
пользованных вычислительных ресурсов. Таким
образом, отмеченная нелинейность связана с не-
доразрешением колмогоровского и тейлоровско-
го микромасштабов турбулентности, что привело
к снижению числа Nu по сравнению с действи-
тельным значением.

Представленные на рис. 2 точки Nu = f (Pr) для
жидких металлов (Pr < 0.025) с фиксированным
Pe = 125 свидетельствуют о том, что разница
между полученными значениями числа Nu в ши-
роком диапазоне исследованных режимов не
превышает 10%, что существенно меньше не-
определенностей экспериментов [3 ̶ 5]. По этой
причине поиск зависимости Nu = f (Pr) при фик-

сированном Pe экспериментальным методом
крайне затруднителен.

На рис. 2 отображены минимальные и макси-
мальные (экстремальные) значения осреднен-
ного по пространству числа Nu в трубе, которые
были получены при нестационарном моделиро-
вании. На рис. 2 видно, что чем выше число Pr,
тем бóльшие флуктуации числа Nu наблюдаются.

Результаты расчетов для Pr = 0.025 (соответ-
ствует ртути), представленные на рис. 3, хорошо
согласуются с формулой (1) с коэффициентами
Субботина [6] и аппроксимационной зависимо-
стью (6). На рис. 4 видно существенное влияние
числа Pr на Nu при постоянном числе Pe, особен-
но при малых его значениях.

Рис. 3. Зависимость числа Nu от числа Re для потока ртути (Pr = 0.025).
Обозначения см. рис. 2
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Рис. 4. Зависимость числа Nu от числа Pe для всех исследованных режимов.
Осреднение по времени: 1 – при Pr = 0.0176; 2 – при Pr = 0.025; 3 – при Pr = 0.0324; 4 – при Pe = 125 (Pr = 0.005–0.025);
5 – экстремальные значения во времени, полученные в результате осреднения по пространству; 6 – формула (1) с ко-
эффициентами Субботина [6]
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Дополнительно было проведено сопоставление
рассчитанных коэффициентов гидравлического
сопротивления и профилей скорости с полуэмпи-
рическими зависимостями для всех исследован-
ных режимов. Зависимость коэффициента гидрав-
лического сопротивления от числа Re показана на
рис. 5 в виде точек, а зависимость усредненного
профиля скорости от режимных параметров (Re и
Pr) – на рис. 6 в виде набора графиков. Среднее
отклонение рассчитанного коэффициента гид-
равлического сопротивления от полуэмпириче-
ской зависимости Филоненко [17]

(7)( )−
∞ξ = − 21.64 1.82lgRe

составило 3.1%, максимальное ‒ 7.2%. Профили
скорости сопоставлялись качественно с зависи-
мостью Рейхардта [18].

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Расчеты методом DNS проводились без учета

массовых сил. Это делает полученную информа-
цию более репрезентативной для анализа расчет-
ных данных.

Авторами данного исследования построена
зависимость числа Nu от Pr при Pe = 125. Разни-
ца между минимальным и максимальным значе-
ниями числа Nu для диапазона чисел Прандтля
от Pr = 0.005 (жидкий натрий) до Pr = 0.025
(ртуть) составила примерно 10%. Она оказалась
существенно меньше неопределенностей тепло-
физических экспериментов с жидкометалличе-
скими теплоносителями. Поэтому в предыду-
щих работах, сравнение результатов которых
приведено в [4, 5], полагалось, что для жидких
металлов (Pr < 0.05) учитывать влияние числа Pr
на число Nu нет необходимости, достаточно
ограничиться влиянием числа Pe на число Nu.

При малых значениях числа Pe влияние сво-
бодной конвекции на теплообмен выше, чем вли-
яние переменности числа Pr [7]. Это еще одна
причина, почему влияние Pr на Nu для жидких
металлов трудно получить экспериментально.

Для энергетического оборудования наиболее
специфические параметры течения следующие:
Re > 50000, Pr = 0.005–0.035, Pe = 250–5000. На
рис. 4 видно, что влияние Pr на Nu становится
меньше по мере увеличения числа Pe. При Pe > 250

Рис. 6. Профили скорости. 
Результаты DNS-расчетов показаны линиями, а профиль Рейхардта [18] – точками
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Рис. 5. Зависимость коэффициента гидравлического
сопротивления от числа Re для всех исследованных
режимов.
1 – результаты DNS-расчетов; 2 – полуэмпирическая
зависимость Филоненко (7)
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изменение Nu по мере изменения Pr сопостави-
мо с амплитудой пульсаций Nu, вызванных тур-
булентностью. По этой причине в большинстве
энергоустановок влиянием числа Pr на Nu (ме-
нее 10%) для жидкометаллических теплоносите-
лей (Pr < 0.05) при Pe > 250 можно пренебречь.

ВЫВОДЫ

1. Полученная по результатам расчетов с помо-
щью метода DNS зависимость числа Nu от числа
Pr при постоянном числе Pe позволила сделать
вывод, что число Nu увеличивается примерно на
10% по мере уменьшения числа Прандтля от 0.025
до 0.005 при Pe = 125.

2. Влияние числа Pr на число Nu при постоян-
ном Pe близко к линейному и становится меньше
(в процентном отношении) по мере увеличения
числа Pe. По этой причине при Pe > 250 при рас-
чете теплоотдачи в жидкометаллических тепло-
носителях влиянием числа Pr на Nu можно пре-
небречь.
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An Investigation into the Effect of Prandtl Number on Heat Transfer
in a Liquid Metal Flow in a Round Tube at a Constant Peclet Number
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Abstract—The effect of dimensionless operating parameters (Reynolds (Re) and Prandtl (Pr) numbers) on
the dimensionless heat-transfer coefficient (Nusselt (Nu) number) is examined in a liquid metal f low in a
round tube. The Nu number dependences at Pr  1 (liquid metals) are often presented as Nu = f (Pe), where
Pe = Re Pr is the Peclet number. The simplified dependence for Nu relies very much on the fact that deter-
mination of the dependence Nu = f (Re, Pr) from the experiments with liquid metal coolants is a challenging
matter since such experiments involve great difficulties. Moreover, the measurement error in in such experi-
ments is 10–20% or higher, which is comparable with the deviation of the Nusselt number under the effect of
the Prandtl number. In addition, when making experiments under earthly environment conditions, the effect
of natural convection on the experimental results cannot be eliminated. In this work, to study the dependence
of the Nusselt number on the Prandtl number, a series of calculations of a liquid metal f low in a round tube
at a constant Peclet number was performed using the direct numerical simulation (DNS) technique. The pre-
dictions demonstrate an increase in the Nusselt number by approximately 10% as the Prandtl number drops
from Pr = 0.025 (mercury) to Pr = 0.005 (liquid sodium) at Pe = 125. The influence of the Pr number on the
Nu number decreases (in percentage terms) as the Pe number increases.

Keywords: DNS, CFD, round tube, heat carrier, heat transfer, liquid metal, heat-transfer coefficient, Prandtl
number, Nusselt number
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