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В представленной работе внимание уделено фундаментальным исследованиям одной из серьезных
проблем, возникающих при эксплуатации гидравлических турбин, – образованию вихревого жгута
за рабочим колесом. Отмечается, что в настоящее время рабочий диапазон этих машин требует рас-
ширения из-за динамично меняющейся нагрузки энергетических сетей в суточном и сезонном цик-
лах, что приводит к увеличению времени работы гидравлических турбин в нерасчетных или неже-
лательных зонах эксплуатации, в том числе и характеризующихся риском образования вихревого
жгута разной степени интенсивности. Для описания этого сложного движения жидкости была раз-
работана математическая модель, описывающая движение вихревого жгута за рабочим колесом
гидравлических турбин. В данной статье рассматриваются главным образом фундаментальные во-
просы создания математической модели. Показаны методы упрощения математической записи
уравнений структуры вихревого жгута, образующегося в проточной части. Используемые в данном
случае уравнения математической физики, содержащие зависимую переменную, и их прикладное
применение к жидкостям, где они принимают форму уравнений Навье – Стокса, описывают изме-
нения во времени выбранных величин в контролируемом объеме, создаваемом потоком, проходя-
щим через границу объема. Показано, что граничные условия имеют большое влияние на нестаци-
онарные вихревые структуры. Сформулирован частный случай для потенциального силового поля
с использованием тензора напряжений, которому подчиняются уравнения равновесия. Это дает
возможность описать сложное движение в жидкостях, не прибегая к применению громоздкой фор-
мы записи уравнений Навье – Стокса для вихревых структур.
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Исследование течения нестационарных вих-
ревых структур жидкости в сложных каналах по-
прежнему представляет собой важную проблему
механики жидкости. Теоретический анализ тако-
го течения основан на уравнениях Навье – Сток-
са [1–3] и во многих случаях чрезвычайно сложен
даже для класса так называемых ньютоновских
жидкостей [4]. Доказательство существования
единственности и гладкости математического ре-
шения системы уравнений Навье – Стокса было
объявлено Математическим институтом Клэя од-
ной из семи проблем тысячелетия. Отсутствие же
такого доказательства существенно ограничивает
понимание течения нестационарных вихревых

структур жидкости. Глобально определенные глад-
кие решения существуют только для двухмерных
течений, для трехмерных течений были найдены
только слабые решения, удовлетворяющие урав-
нениям в среднем, а не поточечно. Такие трудно-
сти получения аналитических решений делают
приближенные численные решения уравнений
Навье – Стокса чрезвычайно важными. В настоя-
щее время среди численных методов, используе-
мых для решения многих задач, преобладает метод
конечных (контрольных) объемов [3, 5].

Образование вихревых структур зависит от
граничных условий и вязкости жидкости [6]. Это
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приводит к тому, что частные решения уравнений
Навье – Стокса становятся очень сложными, ес-
ли граница области жидкости сложная и нерегу-
лярная, изменяется во времени, т.е. если поток
нестационарен и/или окружающее тело не явля-
ется абсолютно твердым [7]. Эта ситуация явля-
ется характерной при анализе взаимодействия
жидкость – конструкция. В последние десятиле-
тия необходимость проведения такого анализа
постоянно возрастала [8–10]. Кроме того, не-
ньютоновские жидкости, например такая, как
бингамовская жидкость [11, 12], делают решение
этого уравнения еще более сложным.

Исследование влияния граничных условий на
образование вихревых структур в области жидко-
сти V может быть упрощено благодаря использова-
нию операторов rot (вращения), div (дивергенции)
и grad (градиента), в результате чего уравнение На-
вье – Стокса становится менее громоздким. Еще
одно упрощение достигается при использовании
теоремы о дивергенции Гаусса – Остроградского
[4, 13, 14], что позволяет вместо поиска поля пере-
менной v ограничиться интегрированием пото-
ков, нормальных к границе области (рис. 1):

(1)

(2)

(3)

где  – скорость жидкости; n – единичный век-
тор, связанный с границей области жидкости; Θ –

= 
Θ

div d dΘ;
V

Vv vn

= × 
Θ

rot d dΘ;
V

Vv n v

ϕ = ϕ 
Θ

grad d dΘ,
V

V n

v

полная граница области жидкости;  – скалярное
поле области жидкости.

Очевидно, что изменение зависимой перемен-
ной  внутри области V зависит от значений  на
ее границе Θ. Задавая компоненту вектора  нор-
мальную к Θ, можно повлиять на формирование
вихревых структур внутри области V. Более слож-
ная ситуация возникает, когда переменная  за-
висит от времени t. В общем случае это можно за-
писать в виде

(4)
где x – декартова система координат.

НОВАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ 
НАВЬЕ – СТОКСА ДЛЯ НЕСЖИМАЕМОЙ 

ЖИДКОСТИ В ИНЕРЦИАЛЬНОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ

Несжимаемая жидкость характеризуется посто-
янной плотностью ρ = const, для которой уравне-
ние неразрывности имеет вид

(5)

где  – i-я компонента скорости v;  – i-я коор-
дината вектора x.

Для несжимаемой жидкости уравнения Навье –
Стокса могут быть преобразованы либо в опера-
торную, либо в тензорную форму с использова-
нием нотационной конвенции Эйнштейна о сум-
мировании [1, 2, 7, 15, 16].

В операторной форме уравнения выглядят так:

(6)

где  – оператор Лапласа;  – давление;  – дина-
мический коэффициент вязкости жидкости;  –
ускорение свободного падения, а завихренность
потока  рассчитывается следующим образом:

(7)
В тензорной форме эти же уравнения можно

записать в виде

(8)

(9)

где xi и  – i-я и j-я компоненты вектора x; vi,
и  – i-я, j-я и m-я компоненты вектора v;

εk1m – тензоры Леви–Чивиты;  – i-я компо-
нента вектора g.

Если применить теорему Гаусса – Остроград-
ского (о дивергенции) к уравнению (8) [13, 14], то
это позволит исследовать силы, действующие на
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Рис. 1. Взаимодействие тела Vт с областью жидкости
объемом V с полной границей непрерывной области
жидкости   
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жидкость, и понять влияние граничных условий
на образование вихревых структур. С этой целью

множители  и  в (8) необходимо изменить в

соответствии с [17]. Ускорение свободного паде-
ния обычно выражается как потенциал некото-
рой скалярной функции [16]

(10)

Доказать справедливость этой формулы мож-
но следующим образом:

(11)

где  – дельта-функция Кронекера.
Из уравнения неразрывности (5) следует, что

(12)

Интегрирование уравнения (12) по всей обла-
сти V (см. рис. 1) приводит его к виду

Поскольку справедливо равенство  то

после применения теоремы Гаусса – Остроград-
ского можно записать

(13)

где  – j-я компонента вектора n.
Действительно, дифференцируя правую

часть (13) с учетом уравнения неразрывности,
можно получить

(14)

Уравнение (14) позволяет провести новый каче-
ственный, а также количественный анализ уравне-
ний Навье – Стокса.
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После использования процедуры, аналогич-
ной примененной для (12)–(14), можно получить

(15)

Интегральные уравнения (13) и (14) можно за-
писать также в векторной форме

(16)

Физический смысл уравнений (16) может быть
очень полезен для описания нестационарных
вихревых структур внутри области V [18–21]. Оче-
видно, что локальное ускорение внутри объема V
зависит только от граничных условий. Уравне-
ние (16) позволяет сделать очень важный вывод:
локальные ускорения в области V проявляются на
границе Θ только через свои компоненты в на-
правлении, нормальном к границе.

Примеры предпочтительного применения 
уравнений Навье – Стокса в новой форме

Далее для иллюстрации представлены три про-
стых примера.

Пример 1. “Твердая трубка”. Предполагается,
что граница Γ (рис. 2) неподвижна и на ней вы-
полняется гипотеза прилипания жидкости, т.е.

 на Γ и  на границе тела  и  на
границе тела  Таким образом,  и
уравнение (8) принимает следующий вид:

(17)

Очевидно, что ускорением жидкости внутри об-
ласти V можно управлять с помощью подходящего
выбора граничных условий на границе 

Пример 2. Рассматривается непрерывная об-
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что граница Θ колеблется со скоростью поступа-

тельного движения  (  – перемещение). Следова-

тельно, на Θ граничным выступает условие 

В этом случае (15) приводится к следующему виду:

Тогда

(18)

где  и  – компоненты перемещения c.
Несомненным достоинством уравнения (18)

является тот факт, что оно получено с использо-
ванием (15) без необходимости знать распределе-
ние скорости жидкости в области V.

Пример 3. Предполагается, что граница Γ не-
подвижна во времени, т.е.  Тело, занимаю-
щее область  (см. рис. 1), совершает небольшие
колебания вокруг оси x1 с угловой скоростью

 Тогда

Уравнение (15) можно преобразовать и полу-
чить его в форме
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Уравнение (19) было получено без необходимо-
сти определения поля скоростей внутри тела 

Эти три примера, очевидно, только простые
случаи прикладного применения уравнения (15).
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ревые структуры. Подставляя (11) и (15) в уравне-
ния Навье – Стокса (8), можно получить

(20)

Уравнение (20) представляет собой новую фор-
му уравнений Навье – Стокса для несжимаемой
жидкости. Для дальнейшего анализа (20) вводится
новый тензор

(21)

Если ввести систему координат, удовлетворя-
ющую условиям

(22)

то можно записать
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и, следовательно,
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Полученный тензор является одной из состав-
ляющих тензора плотности потока импульса.

Тензор напряжений имеет вид

(25)
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РАСЧЕТ НАГРУЗОК, ДЕЙСТВУЮЩИХ
НА ГРАНИЦУ ЖИДКОСТЬ – ТВЕРДОЕ ТЕЛО

Анализ нестационарных сил, действующих
между жидкостью и твердым (жестким или упру-
гим) телом, является важной частью современ-
ных исследований. Такие силы особенно часто
возникают в гидравлических турбинах [8–10].

Гидравлические турбины и лопастные насосы
обычно имеют неподвижные лопасти и проекти-
руются для определенных рабочих условий, а за-
тем функционируют в небольшом диапазоне ре-
жимов, близких к оптимальному. В настоящее
время требуется расширение рабочего диапазона
этих машин из-за очень изменчивой динамики
энергосетей. Расширение же рабочего диапазона
сопровождается образованием нестационарных
вихревых структур и, как следствие, усилением
нагрузки на отдельные элементы гидромашины.

Для компьютерного 3D-моделирования необ-
ходимо очень большое машинное время, поэтому
нужно заранее провести всесторонний качествен-
ный анализ задачи, особенно анализ влияния гра-
ничных условий на процесс вычислений. И имен-
но для этой цели могут быть успешно применены
уравнения Навье – Стокса в новой форме (27).

На рис. 1 показана сила  описывающая воз-
действие жидкости на поверхность тела S; i-я
компонента этой силы может быть выражена сле-
дующим образом [2, 15]:

(29)

Чтобы рассчитать эту силу, необходимо знать
распределение давления по поверхности S и компо-
ненты тензора скоростей деформации  [см. (26)].
Хотя распределение давления можно измерить до-
статочно точно, градиенты составляющих скорости
на сложной движущейся поверхности определить
экспериментально практически невозможно. Бо-
лее того, во многих случаях нельзя использовать ни
один из методов измерений, поскольку поверх-
ность S может располагаться внутри лопасти. По-
этому часто для определения силы  применяется
другая формула, полученная из уравнений Навье –
Стокса после их интегрирования по области V. По-
сле интегрирования уравнений Навье – Стокса
стандартного вида получается следующее соотно-
шение для расчета i-й компоненты силы 

(30)

Следует отметить, что недостатком этого урав-
нения является необходимость оценки составля-

,SF

( ) = − σF d .S ij ji
S

n S

ijv

SF

:SF

( ) ∂= −ρ − + σ
∂  

Θ Γ

F  d  dΘ  dΓ.i
S ij j ij ji

V

V H n n
t
v

ющих скорости по всему объему. Оно не позволя-
ет также выявить влияние изменения граничных

условий на значение интеграла  Поэтому

предложенная новая форма уравнений Навье –
Стокса (27) обеспечивает гораздо более много-
обещающие возможности, поскольку после их
интегрирования по области V формула для расче-
та i-й компоненты силы  имеет следующий вид:

(31)

Очевидно, что граничные условия оказывают
определяющее влияние на локальное ускорение

 а также позволяют оптимизировать и контро-

лировать компоненты силы  Во многих случаях
решения прикладных задач наблюдается проти-
воположная ситуация: кинематика движения те-
ла известна, а силу  действующую на границу Γ,
необходимо оценить. В этом случае (см. рис. 1)
для i-й компоненты этой силы выполняется сле-
дующее соотношение:

(32)

Использование новой формы уравнений На-
вье – Стокса, например, для описания поступа-
тельного движения судна является, казалось бы,
простым прикладным вариантом (см. пример 2 и
рис. 2). После подстановки в (32) соотношения (24)
в виде
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Это уравнение с использованием (18) можно
переписать в виде

(33)

Из этого уравнения видно, что сила  может
быть рассчитана без знания полей давления и
скорости [20, 21]. Поэтому уравнение (27) полез-
но не только для оценки действующих сил, оно
также необходимо для анализа граничных усло-
вий, поскольку вместо интегрирования по всему
объему сложной непрерывной области V можно
интегрировать только вдоль границы любой не-
прерывной области и тем самым сократить время
вычислений. Таким образом, можно записать сле-
дующее уравнение:

(34)

Уравнения (27) и (34) позволяют оценить вли-
яние граничных условий на значение результиру-
ющей силы. Более того, уравнение (34) может
быть использовано для проведения численных
расчетов методом конечных объемов [3, 21].

Для несложной непрерывной замкнутой обла-
сти ΔV, описанной границей ΔΓ, можно получить
следующий вид уравнения (34):

(35)

или

(36)

В уравнении (36) нестационарный член может
быть выражен через средние значения

(37)

Уравнение (37) предусматривает при исследо-
вании нестационарного потока использование
относительно малых конечных объемов. В про-
тивном случае следует применять уравнение (35).

ПРАКТИЧЕСКОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 
АНАЛИТИЧЕСКОГО ПОДХОДА

Образование вихревого жгута в проточной части
гидротурбин за рабочим колесом является одной из
серьезных проблем при их эксплуатации. Посколь-
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ку рассмотренные ранее три примера были только
демонстрационными, далее представлен важный
пример с применением аналитического подхода к
определению нестационарных сил в гидравличе-
ских турбинах, вызванных местным ускорением.

На рис. 3 изображен диффузор, в котором дви-
жется нестационарный поток. Течение внутри
диффузора создается вихревым генератором (ра-
бочим колесом гидравлической турбины), распо-
ложенным перед границей  На этом рисунке
тонированием показано нестационарное поле
давления. Оно вызвано неустойчивостью, описы-
ваемой конвективными (нелинейными) членами
в уравнениях Навье – Стокса.

Сила, действующая на поверхность тела, опре-
деляется следующим соотношением:

(38)

Эта сила, вызванная нестационарным полем
скорости внутри области V, приложена к стенкам
диффузора  Однако уравнение (38) неудобно
для анализа, поскольку силу  в этом случае
можно определить только численными методами.
Если же выразить эту силу с помощью поверх-
ностного интеграла

(39)

Γ1.

∂= −ρ
∂ d .L

V

F V
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v
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( )∂= −ρ ⋅
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v

Γ
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Рис. 3. Генератор вихрей и границы (моделирование
течения жидкости в отсасывающей трубе гидравличе-
ской турбины)
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и учесть условие прилипания жидкости на грани-
це 

(40)

то в результирующем уравнении (40) сила опреде-
ляется только граничными условиями на границе .

Если выбрать подходящую систему координат,
то, анализируя формулу (40), можно сделать много
полезных выводов. Например, на границе  поле
скорости является стационарным, т.е. 
Кроме того, глядя на выражение (40), легко прийти
к выводу, что силовое воздействие жидкости на бо-
ковую стенку диффузора (на границе Г3) равно ну-
лю ( ), причем без проведения численных
расчетов.

Результирующее силовое воздействие жидко-
сти на границе  определенное численно, пока-
зано на рис. 4, где изображены колебания проек-
ций результирующей силы на соответствующие
оси во времени при следующих граничных усло-
виях:

(41)

Расчет был выполнен авторами настоящей
статьи с использованием метода конечных объе-
мов и модели турбулентности, изложенной в [22].
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ВЫВОД УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ – СТОКСА
В НОВОЙ ФОРМЕ В НЕИНЕРЦИАЛЬНОЙ 

СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

В этом разделе рассматриваются декартова си-
стема координат xi и другая система  которая
вращается с постоянной угловой скоростью  во-
круг оси  (рис. 5). Далее будет анализироваться
влияние на течение жидкости только гравитаци-
онных сил, и уравнения Навье – Стокса запишут-
ся в виде [23]

,iy
ω

1x

Рис. 4. Пульсации составляющих членов результирующей силы в декартовой системе координат, отражающих влия-
ние местного ускорения на изменение результирующей силы жидкости во времени; по оси абсцисс отложено время
расчетно-численного моделирования рассматриваемого процесса. 
x1, x2, x3 – оси декартовой системы координат; пульсации проекций результирующей силы на соответствующие оси
декартовой системы координат: 1 –  2 –  3 – 
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(42)

где wi, wj – i-я и j-я компоненты вектора относи-
тельной скорости w;  – окружная скорость;  –
j-я комонента радиус-вектора y.

Тензор напряжений  определяется следую-
щим образом:

(43)

где  – i-я комонента радиус-вектора y.
Для несжимаемой жидкости уравнение нераз-

рывности можно записать в виде

(44)

Далее применяется тот же подход, что ранее
был применен для инерциальной системы. Ис-
ходная форма уравнений Навье – Стокса может
быть переписана следующим образом:

(45)

(46)

или в векторной форме

(47)

В уравнениях (46) и (47)  – сложная непре-
рывная область;  – граница области жидкости в
неинерциальной системе координат;  – единич-
ный вектор, относящйся к жидкости.

Из приведенных уравнений вытекает еще одно
важное следствие. Вектор локального ускорения
в области V трансформируется в свою нормаль-
ную составляющую вдоль границы области. Если

граница (стенка) непроницаема, то  Для

упрощения формы и прояснения физического
смысла отдельных членов в уравнение (42) вво-

( )
∂ ∂ρ + ρ ×
∂ ∂

× − + − σ =21 ˆδ 2 0,
2

i

j

i j ij i j ij

w
t y

w w u wu

u jy

σ̂ij

 ∂∂σ = − + = − + + ∂ ∂ 
ˆ δ 2η δ η ,ji

ij ij ij ij
j i

wwp w p
y y

iy

∂= =
∂

div 0.i

i

w
y

w

( ) ∂∂  ∂ ∂= =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
;   ;ji

i j i i
j j

www w y y
y t y t

Θ

Θ

= Θ

∂∂ = Θ
∂ ∂

 

 

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆˆd d ;

ˆˆ 

ˆ

ˆd d ,

i j i

V

i

V

j

j
i j

w V w y

ww V y n
t t

n

( )

( )
Θ

Θ

= ⋅ ⋅ Θ

∂ ∂= ⋅ ⋅ Θ
∂ ∂

 

 

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆˆ ˆd d ;

ˆˆ ˆd   d .

V

V

V

V
t t

w w n y

w w n y

V̂
Θ̂

n̂

∂ ⋅ =
∂

ˆ 0.
t
w n

дится по аналогии с инерциальной системой но-
вый тензор . Для его ij-й компоненты можно за-
писать формулу

(48)

Первый член в формуле (48) описывает кон-
вективный перенос импульса, второй и третий
выражают влияние тангенциальной скорости и
кориолисова ускорения. После подстановки (48)
в (42) можно получить

(49)

Уравнения Навье – Стокса в новой форме в
неинерциальной (вращающейся) системе могут
быть получены с использованием уравнения (35)

(50)

Что касается формальной аналогии между
уравнениями (50) и (27), все результаты, получен-
ные ранее, могут быть последовательно примене-
ны и здесь.

Силовое воздействие жидкости на тело с поверх-
ностью  можно выразить следующим образом:

(51)

Рассмотрение влияния граничных условий мо-
жет быть также основано на интегральной форме
уравнения (50). Путем его интегрирования по всей
области  и применения теоремы Гаусса – Остро-
градского (о дивергенции) получается следующее
уравнение:

(52)

Уравнение (52) можно также использовать для
новой формулировки метода конечных объемов в
неинерциальном пространстве.

РАСЧЕТ ЗАВИХРЕННОСТИ
ПОТОКА ЖИДКОСТИ

В ИНЕРЦИАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ
Исследование нестационарных вихревых струк-

тур можно проводить на основе уравнений, описы-
вающих завихренность Ω [1, 2, 15]: 
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Если конвективные члены в уравнениях Навье –
Стокса выражаются формулой

(53)

а удельная механическая энергия  определяется
по следующей формуле:

(54)

то уравнения Навье – Стокса (6) можно записать
в следующем виде:

(55)

где  – кинематический коэффициент вязкости.
В результате применения оператора rot к урав-

нению (55) получается уравнение для завихрен-
ности Ω:

(56)

С учетом определения завихренности (7) мож-
но переписать уравнение неразрывности в следу-
ющем виде:

(57)

Если преобразовать (57), применяя процедуру,
аналогичную описанной ранее, можно получить
следующие уравнения:

(58)

(59)

или их формулировку в векторном виде

(60)

Из анализа уравнения (60) можно сделать следу-
ющий важный вывод: если внутри области V возни-
кает нестационарное вихревое поле, то существует
и нестационарная завихренность на границе, и на-
оборот. При этом вектор завихренности коллинеа-
рен вектору нормали к границе. Эти вихревые поля
очень опасны, потому что они сопровождаются
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пульсациями как скорости, так и давления. Доказа-
тельство этого факта следует из уравнения

(61)

Для оценки влияния граничных условий на
трудоемкость расчетов важно интегрировать (56)
по всей области V

С учетом уравнения (60) можно получить

(62)

Это уравнение показывает, что нестационар-
ная завихренность зависит от граничных условий
и формы границы Θ исследуемой области.

РАСЧЕТ ЗАВИХРЕННОСТИ
ПОТОКА ЖИДКОСТИ

В НЕИНЕРЦИАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ
Для вывода уравнения завихренности в не-

инерциальном пространстве  используется урав-
нение (42), записанное в векторной форме, и его
конвективный член согласно [23] выражается
следующим образом:

(63)

(64)
Затем вводится удельная механическая энер-

гия  выраженная через относительную ско-
рость w:

(65)

Далее к уравнению (42) применяется оператор
rot, в результате получается следующее уравнение
для расчета завихренности в неинерциальном
пространстве:

(66)

С учетом определения завихренности (64) урав-
нение неразрывности для завихренности можно
записать следующим образом:

(67)
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С использованием процедур, изложенных ра-
нее, можно вывести следующие уравнения для за-
вихренности в неинерциальном пространстве:

(68)

(69)

или в векторной форме

(70)

Здесь

(71)

где  – единичный вектор.
Из уравнения (70) следует важный вывод. Ре-

зультирующее изменение завихренности  во
времени порождает нормальную составляющую
завихренности на границе  [24]. Если подставить
уравнение (70) в (66), то получим новую форму
уравнения для завихренности в неинерциальной
(вращающейся) системе координат yi. Уравне-
ние (66) можно переписать в следующем виде:

или

(72)

Уравнение (72) представляет собой новую
форму уравнения для завихренности во вращаю-
щейся системе координат . Его интегральный
вариант можно записать следующим образом:

(73)

или в векторной форме

(74)
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ОБОБЩЕНИЕ ПРИМЕНЯЕМОГО ПОДХОДА
Формы уравнения, подобные уравнению (5), ис-

пользуются также при решении других задач мате-
матической физики, например уравнений Макс-
велла [25]. Таким образом, полученные в данной
работе результаты могут быть обобщены и для дру-
гих типов векторных полей. Если предположить,
что в декартовой системе координат существует
векторное поле  и  то для векто-
ра  может быть определена следующая процедура:

(75)

(76)

(77)

В математической физике вектор  может иметь
различный физический смысл, например, это мо-
жет быть вектор скорости, вектор вихря или вектор
магнитной индукции. Из приведенных выражений

видно, что объемные интегралы от  и  преобра-

зуются в поверхностные. Поэтому для понимания
физики процессов, описываемых уравнениями На-
вье – Стокса, очень важно получить математиче-
ское описание явлений, обусловленных векторным
полем  и происходящих в пределах области V.
Предложенный в настоящей работе подход может
быть применен при решении уравнений Максвелла.

ВЫВОДЫ
1. Новые формы уравнений Навье – Стокса

для несжимаемой жидкости позволяют преобра-
зовать объемный интеграл от завихренности по-
тока жидкости в поверхностный интеграл от ее
составляющей в нормальном направлении к
границе области.

2. Предложеннный в настоящей работе подход
может быть успешно применен для расчета взаимо-
действия упругого или движущегося тела с жидко-
стью как в инерциальном, так и в неинерциальном
пространстве.

3. Предложенные процедуры позволяют полу-
чать новые формы уравнения неразрывности и
уравнения для расчета завихренности потока
жидкости.

4. На основе выведенных интегральных выраже-
ний можно оценить влияние граничных условий, а
также силовые эффекты, возникающие при взаи-
модействии жидкости с телом. Применение теоре-
мы Гаусса – Остроградского к уравнениям Навье –
Стокса позволяет ограничиться интегрированием
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только вдоль границы, т.е. отпадает необходимость
знать поле скорости во всем исследуемом объеме.
Таким образом, все расчеты вихревых структур
можно значительно упростить.

5. Представленный подход не ограничивается
ньютоновскими жидкостями, которые пред-
ставляют собой обычную основу для теоретиче-
ского анализа потока с использованием уравне-
ний Навье – Стокса. Новизна предлагаемого
подхода состоит в простом преобразовании ин-
теграла по объему от нестационарного члена в
поверхностный интеграл.

6. Преобразованные уравнения (в их общих
формах или непосредственно в некоторых из пред-
ставленных конкретных форм) могут быть полезны
при разработке численных методов (например, ме-
тода конечных элементов) и особенно при оптими-
зации нестационарного векторного поля (скоро-
сти) по всей площади. В большинстве случаев зна-
чения соответствующих величин (например,
скорости) представляют большой интерес только
на входных и выходных поверхностях исследуемого
объема.

7. Полученные уравнения могут применяться
при решении преобразованных уравнений Макс-
велла.
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Methods for Simplification of the Mathematical Model for the Calculation 
of Flows in the Flow Path of Hydraulic Turbines 
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a Brno University of Technology, Brno, 61669 Czech Republic

b National Research University Moscow Power Engineering Institute, Moscow, 111250 Russia
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Abstract—The main concern of this paper is fundamental research into an acute problem arising in the oper-
ation of hydraulic turbines, namely, the formation of a vortex rope downstream of the impeller. It is noted
that, at present, the operating range of these machines has to be extended due to the change in power network
loads in daily and seasonal cycles, thereby increasing the time of hydraulic turbines’ operation under off-de-
sign or undesirable conditions, including those involving the risk of formation of a vortex of varying intensity.
To describe this complex f luid f low, a mathematical model of the vortex rope f low downstream of the hydrau-
lic turbine’s impeller was developed. This paper focuses on the fundamental issues encountered in developing
the mathematical model. The methods are presented for simplifying the formulation of equations describing
the structure of vortex rope formed in the f lowpath. In this case, the equations of mathematical physics con-
taining a dependent variable and taking the form of the Navier–Stokes equations when applied f luids f lows
were employed. They describe the time changes of the selected parameters in a controlled volume induced by
the f low through the volume boundaries. The boundary conditions have been demonstrated to considerably
affect the unsteady vortex structures. A special case is formulated for a potential force field using the stress
tensor that governs the equilibrium. This makes it possible to describe complex motion in liquids without us-
ing an intricate form of the Navier–Stokes equations for vortex structures.

Keywords: unsteady flow, vortex structure, incompressible liquid, Navier–Stokes equations, unsteady term,
divergence theorem, finite-volume method
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