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Рассматривается частично периодическая задача управления, где управляющий параметр
входит в начальное условие. Изучается формализация, которая относится к вариационному
исчислению. Выписываются необходимые условия в виде уравнений Эйлера–Лагранжа, с
помощью которых разрабатывается алгоритм нахождения оптимальных программных траек-
торий. Результаты иллюстрируются примером, когда движение описывается осредненным
по времени гиперболическим уравнением при достаточно большой глубине скважины в про-
цессе газлифтинга.
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Введение. Вариационное исчисление (см., например, [1]) возникло из классических постано-
вок экстремальных задач. Однако соответствующий математический аппарат имеет применение
в современных моделях. Так, для нахождения оптимального решения при газлифтной эксплуа-
тации нефтяных скважин в [2, 3] построена математическая модель газлифтного процесса, опи-
сываемая системой линейных дифференциальных уравнений в частных производных. Для упро-
щения уравнение в частных производных с помощью усреднения по времени t [4] или по глубине
скважины x [5] сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, на основе ко-
торых ставится задача оптимизации. Отметим, что в работе [4] полученное нелинейное диффе-
ренциальное уравнение используется для разработки алгоритма вычисления гидравлического
сопротивления насосно-компрессорных труб.

В [6] на основе усредненных уравнений рассматривается задача оптимизации с периодиче-
ским краевым условием и граничным управлением в газлифтных скважинах. В этой задаче
управление входит в граничные начальные условия. Условие периодичности связывает решения
не на концах отрезка, а в средней и конечной точках. Поэтому рассматривается так называемая
задача с частично периодическим краевым условием.

В настоящей работе исследуется задача оптимизации, где движение объекта на отрезке 
описывается различными дифференциальными уравнениями на интервалах  и  соответ-
ственно, а в точке l решение удовлетворяет конечно-разностным уравнениям. Кроме того, сред-
няя (l) и конечная  точки связаны периодическим условием.

Изучается полученная вариационная задача и предлагается алгоритм ее решения. На кон-
кретном примере оптимизации газлифтинга иллюстрируется данный подход.

1. Постановка задачи. При моделировании газлифтинга возникают задачи [2, 3], где динами-
ческая модель газлифта описывается системой линейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Известно, что после прекращения фонтанирования происходит переход на
газлифт – механизированный способ эксплуатации скважин, при котором вводят дополнитель-
ную энергию в виде сжатого газа. Этот способ используется после прекращения фонтанирова-
ния из-за нехватки пластовой энергии. По колонне труб газ с поверхности (y(x) при

 земли подается к башмаку скважины, где смешивается с жидкостью  на
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дне скважины, образуя газожидкостную смесь (ГЖС), которая (  при ) подни-
мается на поверхность по подъемным трубам. Как показано в [4], после осреднения уравнения в
частных производных сводятся к системе обыкновенных дифференциальных уравнений:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

где  – -мерный фазовый вектор,  – -мерный постоянный вектор, играющий роль управля-
ющего воздействия,  и  – постоянные матрицы размерности n × n,  – постоянный вектор
размерности , а ,  – вектор-функции размерности , являющиеся кусочно-непрерывными
функциями,  – аргумент. Отметим, что здесь (1.1) соответствует движению газа в колонне труб,
а (1.3) – движению ГЖС по подъемным трубам. Соотношение (1.2) отвечает смешиванию газа с
жидкостью, в результате которого образуется ГЖС. Параметр , используемый в начальном
условии, соответствует подаваемому газу. Требуется найти  таким образом, чтобы следующий
функционал

(1.4)

получил бы минимальное значение при условии частичной периодичности по фазовому вектору:

(1.5)

где ,  являются n × n-мерными постоянными матрицами,  – за-
данная функция,  – транспонирование. Минимизация функционала (1.4) означает минимиза-
цию подаваемого газа в газлифтную скважину. Особенно хочется отметить физический смысл
условия (1.5) частичной периодичности. Это условие требует поднятие всей ГЖС, образующейся
на дне скважины, на поверхность. Если это невозможно, то выражение (1.5) следует заменить
условием  .

Для решения задачи (1.1)–(1.5) используем метод Эйлера–Лагранжа из вариационного ис-
числения, подробные преобразования приводятся в следующем разделе.

2. Метод Эйлера–Лагранжа. Составим расширенный функционал для задачи оптимизации
(1)–(5) следующего вида, используя [7]:

(2.1)

где вектор-функция  и постоянный вектор  размерности  суть лагранжевые множители
[8]. Согласно результатам [7, 8], при вычислении вариации расширенного функционала (2.1) по
y(x), а также производных соответственно на интервалах  и  от терминальных
функций этого функционала по  и приравнивании их к нулю можно получить
уравнение Эйлера–Лагранжа. Для этого сначала обозначим
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Учитывая это, расширенный функционал имеет вид

Вычислим вариацию (как в формулах (2.3.1)–(2.3.15) из [7]) этого функционала по y(x), а также
производные соответственно на интервалах  и  от терминальных функций этого
функционала по  и приравняем их к нулю:

С учетом (1.5)

Из этих соотношений получим

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
Отметим, что эти уравнения можно найти из монографии [8]. На самом деле, первая формула
(2.5) получается как формула (3.5.15) из монографии [8, с. 296], а формула (2.6)–как частный слу-
чай формул (3.1.18а) и (3.1.18в) из [8, с. 233]. Таким образом, решив уравнения (1.1)–(1.3), (2.3)–
(2.4) с краевыми условиями (1.5), (2.2), (2.5) и (2.6), определим экстремальное решение исходной
задачи.

3. Нахождение оптимальных программных траекторий. Из (2.2) находим управление в виде

(3.1)

подставляя его в (1.1), (1.3) и (2.3), (2.4), получим следующие системы 2n-дифференциальных
уравнений в интервале :

(3.2)
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и в :

(3.3)

Здесь в точке l имеем разрыв в виду соотношения (2.5) и граничного условия (2.6).
Таким образом, для решения исходной задачи (1.1)–(1.5) имеем системы дифференциальных

и конечно-разностных уравнений (2.5), (3.2), (3.3) с неразделенными краевыми условиями
(1.5), (2.6), (3.1), где, решив их, мы получим оптимальную программную траекторию  и
управление .

Одним из известных методов решения вышеприведенной задачи является метод квазилинеа-
ризации [7, 9]. По сути он представляет собой итеративный процесс и при разумном выборе на-
чальных приближений сходится к исходному решению. Далее рассмотрим линейно-квадратич-
ную (ЛК) задачу как частный случай.

4. ЛК-задача. Пусть система (1.1)–(1.3) описывается линейными уравнениями

(4.1)

(4.2)

(4.3)

где матрицы ,  и векторы ,  получаются в результате линеаризации соотношений (1.1),
(1.3) и имеют согласованные размерности. Если в (1.4) взять , то
квадратичный функционал (1.4) будет иметь вид

(4.4)

где , а условие частичной периодичности (1.5) остается неизменным.
Тогда, согласно [7, 8], аналогично (3.2), (3.3) уравнения Эйлера-Лагранжа из-за квадратично-

сти функционала (1.4) в виде (4.4) имеют следующий вид:

(4.5)

и

(4.6)

c разностным уравнением (2.5) и краевыми условиями (2.6). Здесь также отметим, что вторые
формулы из (4.5) и (4.6) таким же образом получаются, как формула (3.1.17) из [8, с. 233].

Теперь остановимся на решении начально-краевой задачи (2.6), (4.5), (4.6).
5. Нахождение оптимальных программных траекторий в ЛК-задаче. Представим уравнения

(4.5), (4.6) в матричном виде:

(5.1)

(5.2)

( ), 2l l

( ) ( )( )
( )

=
∂∂λ = − λ

∂ ∂

2

T 2

' , ,

' .

y x f y x x
fLx

y y

прy
прu

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + = < <1 1' ,  0 ,  0 ,xy F x y x V x y u x l

( ) ( ) ( )δ+ = − + Γ − + 20 0 0 ,py l F y l y l V

( ) ( ) ( ) ( )= + < <2 3' ,  2 ,xy F x y x V x l x l

1 F 2F 1V 3V

( )( ) ( ) ( ) ( )= 1, TL y x x y x Q x y x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + − − + 
2

T T T
1

0

0 0 ,
l

J u Ru y l Qy l y x Q x y x dx

( ) ( )= ≥T
1 1 0Q x Q x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

− = + = λ  < < −
λ = − λ 

1
1 1

T
1 1

1' , 0 0 ,
2  0 0,

' ,                    

xy F x y x V x y R
x l

x Q x y x F x x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + 
+ < <λ = − λ 

2 3
T

1 2

' ,    
  0 2 , 

' , 

y x F x y x V x
l x l

x Q x y x F x x

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )      = + < < −      λ λ−      

1 1
T

1 1

   0'
,  0 1,

' 0   

F xy x y x V x
x l

x xQ x F x

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )      = + + < <      λ λ−      

2 3
T

1 2

  0'
,  0 2 .

' 0   

F xy x y x V x
l x l

x xQ x F x



160

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 2  2023

АЛИЕВ и др.

Пусть  и  – фундаментальные матрицы систем дифференциальных уравнений (5.1) и (5.2)
соответственно. Тогда их решения можно представить в следующем виде:

(5.3)

(5.4)

где

(5.5)

(5.6)

Из (5.3) и (5.4) получим

(5.7)

(5.8)

Добавляя к (5.7), (5.8) уравнение (1.5), первое уравнение (2.5), а также (2.6) и (4.2), получим
систему 9n уравнений с 9n неизвестными , , , , , , ,

, . Используем обозначения

(5.9)

И, объединяя все вышеназванные уравнения, имеем

(5.10)

Отсюда получим систему линейных алгебраических уравнений для определения , ,
, , , , , , :
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(5.11)

Если главный определитель этой системы отличен от нуля, то для неизвестных величин получим
единственные значения. Таким образом, найдем  и . Тогда из (3.1) следует управление,
которое будем считать программным. Далее, решая уравнение (3.2) с начальными данными 
и  получим значения функции  и  на интервале , затем, используя соотно-
шения (2.5), найдем  и . Применяя эти значения в качестве начальных данных из
уравнения (3.3), получим значения функции  и  уже на интервале .

Таким образом, решая поставленную задачу, определяем программные траектории и управ-
ление  и .

6. Пример. Пусть задано уравнение [4, 10, 11] модели газлифтинга

(6.1)

где  – малый параметр. Здесь  – массовый расход закачиваемого газа в кольцевом про-
странстве и ГЖС в подъемнике, c – скорость звука в газе и в ГЖС,  – плотность газа и ГЖС со-
ответственно,  – площадь поперечного сечения насосно-компрессорных труб, являющаяся
постоянной по осям,

 – ускорение свободного падения, λ – гидравлическое сопротивление в газе и в ГЖС;  –
усредненная по сечению скорость движения смеси и газа в кольцевом пространстве и в подъем-
нике,  – внутренние эффективные диаметры подъемника и кольцевого пространства. Разло-
жим  в ряд Маклорена. Тогда имеем

(6.2)
где

Учитывая в (6.1) вместо  нулевое приближение  и обозначая  задачу (1.1)–
(1.5) можно представить в следующем виде:
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АЛИЕВ и др.

который нужно минимизировать. Нетрудно видеть, что на интервале  решение урав-
нения (6.3) имеет следующий вид:

(6.8)

Аналогично

С другой стороны, подобно (2.1) или (4.4) расширенный функционал для этой задачи (6.3)–(6.7)
запишем следующим образом:

(6.9)

Отсюда, используя методику [7, 8], получим для функционала (5.20) следующую систему уравне-
ний Эйлера–Лагранжа аналогично (2.2)–(2.6):
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, , , :
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(6.13)

Решая линейно алгебраическую систему (6.13), можно найти корни этого уравнения.
Заключение. Таким образом, задача оптимального управления начальным условием в задаче

газлифтинга (1.1)–(1.5) сводится к системе дифференциальных и конечно-разностных уравне-
ний (2.5), (3.2), (3.3) с неразделенными краевыми условиями (1.5), (2.6), (3.1). Решая их, получим
оптимальную программную траекторию  и управление . В случае ЛК-задачи оптимального
управления (4.1)–(4.4) решение задачи сводится к решению системы линейных алгебраических
уравнений (5.10). Предложенный способ проиллюстрирован на простом одномерном примере.

В дальнейшем интересно расширить полученные результаты для случая, когда имеются огра-
ничения на управляющий параметр и траектории системы. Здесь вместо уравнений Эйлера–
Лагранжа из вариационного исчисления следует применять методы Понтрягина, Беллмана и т.д.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Гельфанд И.М., Фомин С.В. Вариационное исчисление. М.: Физматлит, 1961.
2. Алиев Ф.А., Ильясов М.Х., Джамалбеков М.А. Моделирование работы газлифтной скважины // Докл.

НАН Азербайджана. 2008. № 4. С. 30–41.
3. Алиев Ф.А., Ильясов М.Х., Нуриев Н.Б. Задачи моделирования и оптимальной стабилизации газлифтно-

го процесса // Прикладная механика. 2010. Т. 46. № 6. С. 113–122.
4. Алиев Ф.А., Исмаилов Н.А. Алгоритм вычисления коэффициента гидравлического сопротивления

в газлифтном процессе // Proceedings of IAM. 2013. V. 2. № 1. P. 3–10.
5. Алиев Ф.А., Муталлимов М.М. Алгоритм для решения задачи построения программных траектории и

управления при добыче нефти газлифтным способом // Докл. НАН Азербайджана. 2009. Т. LXV. № 5.
С. 9–18.

6. Алиев Ф.А., Исмаилов Н.А. Задачи оптимизации с периодическим краевым условием и граничным
управлением в газлифтных скважинах // Нелинейные колебания. 2014. Т. 17. № 2. С. 151–160.

7. Брайсон А., Хо Ю-ши. Прикладная теория оптимального управления. М.: Мир, 1972.
8. Алиев Ф.А. Методы решения прикладных задач оптимизации динамических систем. Баку: Елм, 1989.
9. Беллман Р., Калаба Р. Квазилинеаризация и нелинейные краевые задачи. М.: Мир, 1968.

10. Hajiyeva N.S. An Asymptotical Method for Determining the Coefficient of Hydraulic Resistance in Gas-lift
Process by the Lines Method // Proc. IAM. 2019. V. 8. № 2. P. 187–195.

11. Aliev F.A., Ismailov N.A., Namazov A.A. Asymptotic Method for Finding the Coefficient of Hydraulic Resis-
tance in Lifting of Fluid on Tubing // J. Inverse and Ill-posed Problems. 2015. V. 23. № 5. P. 511–518.

δ

δ

−   
  α − λ  

− −  
  −α −
  

− −Γ λ − =  
  − +
  − − λ +  
  −
  − − λ   

2 1 0 0 0 0 0 0 0 (0) 0
0 0 0 0 0 0 1 0 (0) 0
0 0 2 0 1 0 0 0 ( 0) 0
0 0 0 0 0 0 1 0 ( 0)
0 0 0 1 0 0 0 ( 0)
1 0 1 0 0 0 0 0 0 ( 0)

1 0 0 1 0 0 0 0 ( 0)
0 0 0 0 0 1 0 1 0 (2 )
0 0 0 0 0 1 0 1 (2 )

p

y

F y l
y l

F l
y l

l l
y l

l l

 
 
 
 
 
 
 
 

− ρ 
 − ρ 
− ρ 
 − ρ 

1 1 1
2

1 1 1

2 2 2
2

2 2 2

0
.

2

2

V
a F l

a F l
a F l

a F l

прy прu



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


