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Исследуется динамика системы неустойчивых маятников в условиях упругих связей, находя-
щихся под воздействием внешней вынуждающей силы, которая трактуется как управление, т.е.
представлена задача управления неустойчивой системой с дефицитом управляющих воздей-
ствий. Кроме того, приведен случай нелинейных упругих связей (с кубической нелинейно-
стью). Рассматривается переход от дискретной к непрерывной системе, описывающей матери-
ал, который является континуальным аналогом дискретной системы, находящийся в неравно-
весном, структурно-неустойчивом состоянии. Проводится исследование динамических
характеристик неустойчивой системы и материала (в условиях дефицита управляющих воздей-
ствий), а также идентифицируются значения параметров, обеспечивающих ее стабилизацию.
Найдены необходимые и достаточные условия стабилизации системы перевернутых упруго-
связанных маятников, формализуемые в виде ограничений на коэффициент жесткости упру-
гой связи. Для континуального аналога рассматриваемой системы было доказано, что для
стабилизации неустойчивого материала необходимо, чтобы ее параметры принимали значе-
ния, удовлетворяющие следующему условию: время прохождения упругой волны от одного
конца системы до другого и обратно не должно превышать периода ее собственных колеба-
ний. Приводятся результаты вычислительных экспериментов, иллюстрирующие теоретиче-
ские построения.

DOI: 10.31857/S0002338822020111

Введение. Одна из важных задач теории управления связана с проблемой стабилизации не-
устойчивых динамических систем, в частности, с проблемой синтеза управляющего воздей-
ствия, обеспечивающего ограниченность фазовых координат системы в окрестности неустойчи-
вого положения равновесия. Еще одна классическая задача математического моделирования ис-
следует динамические режимы систем связанных осцилляторов (отметим, что эта система
традиционно используется в качестве простейшей модели твердого тела). В работе рассматрива-
ется задача стабилизации системы связанных неустойчивых осцилляторов. Отдельно отметим,
что в классической постановке равновесное положение осцилляторов, как правило, предполага-
ется устойчивым. В то же время известны примеры систем, в которых отдельные элементы нахо-
дятся в структурно неустойчивых состояниях (например, ионизированные атомы в плазме).

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 19-11-0197).
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Указанная проблема становится еще более сложной, если число управляющих воздействий
меньше числа степеней свободы системы и ресурсы системы управления ограничены.

После того, как многими авторами в различных постановках был решен целый ряд задач
управления однозвенным обратным маятником [1–14], интерес исследователей постепенно пе-
ремещается к более сложной проблеме управления системой обратных связанных маятников.
При этом исследуемая система может представлять собой как многозвенные перевернутые ма-
ятники (двойной и тройной маятник), так и связанные однозвенные обратные маятники.

Значительные трудности вызывают задачи управления подобными системами с дефицитом
числа управляющих воздействий, например, в случае многозвенного обратного маятника, когда
управляющий момент прикладывается только в одном шарнире. При этом требуется так распо-
рядиться относительным перемещением звеньев, чтобы приложенные силы гравитации вместе
с внешним активным управляющим моментом способствовали приведению системы в желаемое
положение [15–22]. Ряд публикаций указанной тематики посвящены построению различных
контроллеров на основе нечеткого управления и искусственных нейронных сетей, предназна-
ченных для стабилизации систем обратных маятников [23–27]. Отдельно отметим работы
[28–31], в которых получены оригинальные и важные результаты в области оптимального по
быстродействию управления перевернутым маятником. В частности, в [29] построены опти-
мальные переходные процессы (с учетом цилиндрической симметрии пространства состояний
управляемой системы) для различных значений параметров и ограничений, накладываемых на
управляющий момент. Помимо этого, следует отметить важную работу [32], которая посвящена
новым методам управления сложными динамическими системами и описывает нелинейные си-
стемы управления, обладающие несколькими степенями свободы, а также подверженные не-
контролируемым возмущениям и содержащие неопределенные параметры.

Исследования динамических свойств механических систем, в состав которых входят обрат-
ные мятники различных конфигураций, можно встретить во многих областях науки от медици-
ны и биологии [33] до робототехники и космических технологий [34]. Данная статья является
продолжением работ [8–14], посвященных решению задачи стабилизации обратного маятника
для случая жесткого [8] и гибкого стержня [9–11], а также случая двух обратных маятников в
условиях упругих связей [12, 13]. В настоящей работе производится обобщение классической си-
стемы связанных маятников для произвольного числа n упруго связанных обратных маятников,
шарнирно закрепленных на подвижной платформе. При этом сила, приложенная к платформе и
вызывающая ее горизонтальные перемещения, трактуется как управление. Кроме того, выпол-
няется предельный переход от дискретной к непрерывной модели, описывающей материал, ко-
торый находится в неравновесном, структурно-неустойчивом состоянии. Выполнено исследо-
вание динамических характеристик указанных систем (в случае управления по принципу обрат-
ной связи), а также получены условия, обеспечивающие их стабилизацию.

1. Дискретная система. 1.1. М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь. Рассмотрим систему из n пере-
вернутых маятников, каждый из которых имеет массу m и длину стержня l, жестко закрепленных
на подвижной тележке и связанных между собой пружинами жесткостью k. При этом пружины
находятся в недеформированном состоянии в случае, когда маятники занимают вертикальное
положение. Будем считать, что тележка не имеет массы и движется без трения, а управляющее
воздействие, приложенное к тележке, сообщает ей ускорение u (рис. 1).

Пренебрегая трением, запишем уравнения моментов исследуемой системы (в неинерциаль-
ной системе координат, связанной с тележкой):

(1.1)

Здесь I – момент инерции маятника относительно оси шарнира, который соединяет его с тележ-
кой, ω – угловая скорость, M(g) – возвращающий момент силы тяжести, M(kl) и M(кr) – моменты
силы упругости пружин, расположенных слева и справа от i-го маятника соответственно, а M(u) –
момент управления, равный моменту переносной силы инерции.

Поскольку рассматривается плоское движение, все указанные векторы имеют направления,
перпендикулярные плоскости рисунка, что позволяет перейти к уравнениям в скалярной форме.
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Как следует из рис. 1, положение маятников характеризуется углами их отклонения от верти-
кальной оси ϕ. При этом углы отклонения маятников предполагаются малыми. В этом случае
удлинение пружины Δx можно приближенно записать как

(1.2)

Введем собственную частоту колебаний для изолированного маятника:

(1.3)

Также предположим, что массы являются точечными, сосредоточенными на концах соответ-
ствующих стержней, тогда

(1.4)

Таким образом, учитывая равенства (1.2)–(1.4), система уравнений (1.1) будет иметь вид

(1.5)

где 
1.2. С т а б и л и з а ц и я  с и с т е м ы. Стабилизацию дискретной системы (1.5) будем осу-

ществлять посредством управления, формируемого по принципу обратной связи [8–13]. Найдем
суммарное отклонение маятников относительно вертикального положения. С этой целью про-
суммируем все уравнения системы (1.5):

(1.6)

Тогда ускорение (управление), приложенное к тележке (рис. 1), определим следующим соотно-
шением:

(1.7)

где A и B – коэффициенты, задающие характер управления.
1.3. К о э ф ф и ц и е н т ы  у п р а в л е н и я. Проведем исследование динамики дискретной си-

стемы и найдем значения коэффициентов A и B, приводящие к стабилизации маятников в
окрестности неустойчивого вертикального положения.
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Заметим, что управление (ускорение) u, как видно из уравнения (1.6), влияет только на сум-
марное угловое положение маятников в пространстве, а жесткость пружин k – только на их по-
ложение относительно друг друга.

Общее решение дифференциального уравнения (1.6) на временном интервале с постоянным
управлением имеет следующий вид:

(1.8)

Пусть начальное значение суммарного отклонения , а его производная . Тогда
решение задачи Коши уравнения (1.6) запишем как

(1.9)

Рассмотрим фазовый портрет исследуемой системы (рис. 2) [13].
При отсутствии управления, как видно из рисунка, попадая на прямую , фазовые

координаты будут “стремиться” к нулевому положению равновесия. Другими словами, когда
управление u способно “довести” суммарное положение маятников до прямой , систе-
ма будет стабилизирована [13]. Таким образом, из решения (1.9) следует, что для стабилизации
системы необходимо (в начальный момент времени) выполнение условия

(1.10)

до тех пор, пока  сохраняет знак. С учетом (1.10) управление (1.7) можно записать в следу-
ющем виде:

(1.11)

Таким образом, искомые коэффициенты управления (1.7), приводящие к стабилизации си-
стемы (1.6), определяются посредством соотношений

(1.12)

Отметим, что устойчивое положение маятников, к которому приводит выполнение усло-
вия (1.12), не является вертикальным, так как в этом случае суммарное отклонение маятников
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, что демонстрирует траектория a фазового пространства (рис. 3), при выполнении
условий (1.12). Однако из решения (1.9) также следует, что при

(1.13)

управление будет “возвращать” маятники в сторону вертикального положения, что соответству-
ет движению фазовых координат к прямой  фазового пространства. Попадая же на
прямую , фазовые координаты будут “стремиться” к нулевому положению равновесия,
что демонстрирует траектория b фазового пространства (рис. 3), при выполнении условия (1.13).
Таким образом, необходимое условие стабилизации системы имеет следующий вид:

(1.14)

Графически условие (1.14) можно отобразить на фазовой плоскости в форме, представленной
на рис. 3.

Области U1 и U3 определяют все возможные начальные состояния системы, при которых ма-
ятники невозможно “удержать” в окрестности вертикального положения равновесия, а об-
ласть U2 является областью устойчивости системы при выполнении условий (1.14), наложенных
на управляющее воздействие (1.7).

Отметим, что после воздействия управления суммарный угол отклонения маятников s может
изменить знак, вследствие чего на каждой расчетной итерации необходимо переопределять
управляющее воздействие. Однако из-за консервативности рассматриваемой системы для
успешного управления достаточно переопределить лишь знак величины u исходя из текущих
значений  и , согласно (1.7), при этом коэффициенты A и B, согласно (1.14), оставив неизмен-
ными.

1.4. П а р а м е т р ы  с и с т е м ы. Условие (1.14) является необходимым, но не достаточным
условием стабилизации системы (1.5). Как уже указывалось ранее, на положение маятников друг
относительно друга и, как следствие, на возможность стабилизации системы также влияют ее па-
раметры, а именно коэффициент жесткости пружин k, а также масса грузов m и количество ма-
ятников n. Найдем параметры системы, обеспечивающие ее стабилизацию при условии выпол-
нения соотношений (1.14).
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Рис. 3. Область устойчивости системы
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Исследуем относительное перемещение маятников. С этой целью найдем попарные разности
уравнений системы (1.5):

(1.15)

где , а . Запишем систему уравнений (1.15) в матричной форме:

(1.16)
где

(1.17)

Параметры системы (k, m, n), обеспечивающие стабилизацию маятников по относительному
перемещению, можно определить из условия

(1.18)
где λi – собственные числа матрицы коэффициентов A.

Так, в качестве примера, при n = 6 из условия (1.18) можно найти область значений жесткости
пружин k, при которой обеспечивается устойчивость маятников по отношению друг к другу:

(1.19)

1.5. Р е з у л ь т а т ы  к о м п ь ю т е р н о г о  м о д е л и р о в а н и я. Проведем компьютерное
моделирование динамики исследуемой механической системы. С этой целью найдем решение
системы уравнений (1.5), когда

(1.20)

Решение будем искать с помощью одношагового метода Рунге–Кутта 5-го порядка. Постро-
им графики функций s и d, определяемых как

(1.21)

Здесь s – суммарное отклонение маятников от вертикальной оси, а d – суммарное отклонение
маятников друг относительно друга.

На рис. 4 приведены графики функций s и d при выполнении условий (1.14) и (1.18), когда k =
= 20 Н/м, A = 0.0722, B = 3.1337, на рис. 5 – в случае невыполнения условия (1.14) и выполне-
ния (1.18) при k = 20 Н/м, A = 0.0322, B = 3.1337, на рис. 6 – при невыполнении условия (1.18) и
выполнении (1.14), когда k = 3 Н/м, A = 0.0722, B = 3.1337, а на рис. 7 – фазовые траектории при
строгом выполнении условий (1.14) и (1.18).

Как видно из результатов компьютерного моделирования, неравенства (1.14), (1.18) являются
необходимыми и достаточными условиями стабилизации системы (1.5).

1.6. У п р у г и е  в о л н ы. Как известно [35], при возбуждении цепочки связанных осцилля-
торов в условиях упругих связей возникает волновое движение, при котором фазовый волновой
фронт перемещается с конечной скоростью, постоянной для однородной среды, перенося
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энергию колебаний. Это явление называется бегущей волной. Примерами бегущих волн могут
служить упругие волны в металлическом стержне, столбе газа или жидкости, электромагнитные
волны, распространяющиеся вдоль длинной линии или в волноводе.

Рис. 4. Графики функций s (слева) и d (справа) при выполнении условий (1.14) и (1.18)

0.002

0.014

0.004

s

0.006

0.008

0.010

0.012

0.20 0.4 0.6 0.8 1.0
t

1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

�0.008
�0.010

�0.006
�0.004
�0.002

0
0.002
0.004
0.006
0.008
0.010

d

0.20 0.4 0.6 0.8 1.0
t

1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Рис. 5. Графики функций s (слева) и d (справа) при невыполнении условия (1.14) и выполнении условия (1.18)
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Рис. 6. Графики функций s (слева) и d (справа) при выполнении условия (1.14) и невыполнении условия (1.18)
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В исследуемой механической системе при определенных начальных условиях в процессе ста-
билизации также возникают упругие волны, что демонстрируют результаты компьютерного мо-
делирования. Так, на рис. 8 (слева) показана упругая волна, движущаяся от 1-го маятника систе-
мы к n-му и в обратном направлении, возникающая при следующих начальных условиях:

(1.22)

На рис. 8 (справа) изображены две упругие волны, движущиеся в противоположных направ-
лениях, возникающие при начальных условиях:

(1.23)

2. Непрерывная система. 2.1. М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь. Произведем формальный пе-
реход от дискретной системы, состоящей из n обратных маятников, к непрерывной, описываю-
щей материал, который находится в неравновесном, структурно-неустойчивом состоянии.
С этой целью перепишем второе уравнение системы (1.5) следующим образом:

(2.1)
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Рис. 7. Фазовые траектории при строгом выполнении неравенств (1.14), (1.18) и начальных условиях 
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где h – расстояние между маятниками системы (по оси OX). Очевидно, что

(2.2)

Будем считать, что длина маятников сопоставима с расстоянием между ними, т.е. l = h. Тогда,
учитывая (2.2), уравнение (2.1) в предельном случае будет иметь вид

(2.3)

Уравнение (2.3) описывает материал с поперечным сечением S. Механическое напряжение под
воздействием приложенной силы F в таком материале можно найти как

(2.4)

С другой стороны, напряжение можно найти из закона Гука:

(2.5)

где E – модуль Юнга.

Исходя из того, что , из (2.4) и (2.5) можно выразить коэффициент жесткости пружин:

(2.6)

Будем считать, что материал имеет квадратное сечение ( ), тогда масса, сосредоточенная
в одной его элементарной ячейке

(2.7)

Также, будем считать, что материал имеет массу , где L – его длина по оси OX. Следо-
вательно, из (2.7) найдем

(2.8)

Подставляя (2.6)–(2.8) в (2.3), получим

(2.9)

Рассмотрим первое и последнее уравнение системы (1.5). В предельном случае данные урав-
нения можно получить из второго уравнения системы (1.5), если выполняются следующие усло-
вия:

(2.10)
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Таким образом, при учете (2.10) система уравнений, являющаяся континуальным аналогом
системы (1.5) и описывающая динамику неустойчивого материала, имеет вид

(2.11)

Здесь M – масса материала, ρ – его плотность, L – длина, ω – собственная частота, V – скорость
распространения упругой волны, а функции f (x) и g (x) формализуют начальные условия. Отме-
тим, что выражение  в (2.11) является следствием равенства l = h и выражения (2.8).

2.2. С т а б и л и з а ц и я  н е п р е р ы в н о й  с и с т е м ы. Стабилизацию системы (2.11) будем
осуществлять посредством управления, формируемого по принципу обратной связи, аналогич-
но (1.6), (1.7). Переходя к континуальному аналогу, запишем интегральное отклонение элемен-
тов материала:

(2.12)

Управляющее воздействие, аналогично дискретному случаю (1.7), будет иметь вид

(2.13)

2.3. К о э ф ф и ц и е н т ы  у п р а в л е н и я. Найдем значения коэффициентов A и B (2.13),
приводящие к стабилизации исследуемого материала. С этой целью проинтегрируем первое
уравнение системы (2.11) в интервале [0, L]:

(2.14)

Принимая во внимание 2-е и 3-е уравнения системы (2.11), окончательно получим

(2.15)

Аналогично дискретному случаю (1.8)–(1.11) можно получить необходимое условие стабили-
зации системы:

(2.16)

Отсюда по аналогии с (1.14) найдем

(2.17)

2.4. П а р а м е т р ы  м а т е р и а л а. Как и в случае с дискретной системой, условие (2.17) явля-
ется необходимым для стабилизации исследуемого материала, но отнюдь не достаточным. На
возможность стабилизации материала, помимо коэффициентов управления, влияют также его
параметры. Найдем параметры материала, обеспечивающие его стабилизацию в случае выпол-
нения условия (2.17). С этой целью продифференцируем первое уравнение системы (2.11) по пе-
ременной x:

(2.18)
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Произведем замену переменных  и с учетом граничных условий из системы (2.11)
получим

(2.19)

где величина d пропорциональна отклонению элементов материала относительно друг друга с
течением времени.

Решим систему (2.19) с помощью метода Фурье (разделения переменных). Для этого предста-
вим решение первого уравнения системы (2.19) в виде произведения двух функций, каждая из
которых зависит только от одной переменной:

(2.20)

Подставим (2.20) в первое уравнение системы (2.19):

(2.21)

Перепишем уравнение (2.21) в виде

(2.22)

Уравнение (2.22) можно представить в виде системы двух независимых уравнений:

(2.23)

где λ = const.
Перепишем (2.23) в другом виде и, учитывая граничные условия из (2.19), получим систему

(2.24)

Рассмотрим первое уравнение системы (2.24). С учетом граничных условий решение этого
уравнения сводится к классической задаче Штурма–Лиувилля первого рода [36–38]:

(2.25)

где

(2.26)

Решением системы (2.25) является множество нетривиальных решений:
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Произведем обратную замену (2.26) и получим решение первого уравнения системы (2.24):

(2.28)

Рассмотрим второе уравнение системы (2.24). Общее решение этого уравнение имеет вид

(2.29)

Так как решение системы (2.19) ищется в виде (2.20), очевидно, что для устойчивости решения
необходима ограниченность функций X(x) и T(t). Функция X(x), согласно (2.28), имеет гармони-
ческий характер и является ограниченной. Из (2.29) также очевидно, что для ограниченности
функции T(t) необходимо выполнение условия  В этом случае функция (2.29) также будет
иметь гармонический характер или принимать постоянное значение при λn = 0.

Таким образом, условие устойчивости решения системы (2.19) запишется как

(2.30)

или, что то же самое,

(2.31)

Так как собственные числа n изменяются в интервале , то n = 1 соответствует минималь-
ному значению левой части неравенства (2.31). Учитывая этот факт, перепишем (2.31) следую-
щим образом:

(2.32)

Введем следующие обозначения:

(2.33)

где  – время, за которое упругая волна проходит от одного конца материала до его другого кон-
ца и обратно, а Tω – период собственных колебаний материала. Перепишем равенство (2.32) с
учетом обозначений (2.33) и получим

(2.34)

Неравенство (2.34) определяет параметры материала, обеспечивающие его стабилизацию в
случае выполнения условия (2.17). Также из неравенства (2.34) следует важный вывод: с физиче-
ской точки зрения, для стабилизации исследуемого материала (с учетом управления по принци-
пу обратной связи) необходимо, чтобы время прохождения упругих волн от одного конца мате-
риала до другого и обратно не превышало периода его собственных колебаний.

Таким образом, (2.17) и (2.34) являются необходимыми и достаточными условиями стабили-
зации материала, находящегося в неравновесном, структурно-неустойчивом состоянии, дина-
мика которого описывается системой уравнений (2.11).

2.5. Р е з у л ь т а т ы  к о м п ь ю т е р н о г о  м о д е л и р о в а н и я. Проведем компьютерное
моделирование динамики исследуемого материала. С этой целью найдем решение системы
уравнений (2.11) для случая, когда

(2.35)
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Рис. 9. Распределение отклонений по длине материала при t = 0
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Рис. 10. Динамика материала при выполнении условий стабилизации
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Пусть начальные условия из системы (2.11) имеют вид, приведенный на рис. 9 и формализуе-
мый следующим образом:

(2.36)

а параметры управления:
(2.37)

Заметим, что параметры системы (2.35) и коэффициенты управления (2.37) удовлетворяют
условиям стабилизации (2.17) и (2.34). Численное решение системы (2.11) представлено на
рис. 10.

Изменим коэффициент управления (2.37), пусть A = 0.0455, при этом перестанет выполнять-
ся условие (2.17). Решение системы (2.11) тогда будет иметь вид, описанный на рис. 11.

Вернем коэффициенты управления (2.37) и изменим массу материала (2.35). Пусть M = 3.2 кг,
при этом перестанет выполняться условие (2.34). Решение системы (2.11) в этом случае будет
иметь вид, приведенный на рис. 12.

Как видно из рис. 10–12, численное моделирование подтверждает необходимость выполне-
ния условий стабилизации (2.17) и (2.34), а при невыполнении хотя бы одного из них исследуе-
мый материал с течением времени разбалансируется и теряет устойчивость.

2.6. У п р у г и е  в о л н ы. Как и в случае дискретной системы обратных связанных маятников
в исследуемом материале при определенных начальных условиях в процессе стабилизации также
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возникают упругие волны, что демонстрируют результаты компьютерного моделирования
(рис. 10–12).

Скорость упругих волн в материале, как указывалось ранее, можно определить с помощью ра-
венства

(2.38)

а время, за которое волна проходит от одного конца материала до его другого конца, равно

(2.39)

Из параметров (2.35) можно найти V = 2.2361 м/с, T
v
 = 0.54 c. Это также полностью согласует-

ся с результатом моделирования динамики материала, изображенном на рис. 10.

=
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Рис. 11. Динамика материала при невыполнении условия (2.17) и выполнении (2.34)

0.8

0.6

0.4

0.2

0

�0.2

�

0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1t

x

0.6

0.4

0.2

0
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3. Дискретная система c нелинейными связями. 3.1. М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь. Рассмот-
рим систему связанных обратных маятников из разд. 1.1. Представленная выше математическая
модель предполагает линейный характер связей между обратными маятниками. Проведем ис-
следование аналогичной механической системы с наличием нелинейности. С этой целью опи-
шем модель, в которой сила жесткости, действующая со стороны пружины на каждый маятник
системы, имеет нелинейный характер и описывается следующим равенством:

(3.1)
где k1 и k2 – линейный и нелинейный коэффициенты жесткости, а Δx – удлинение пружины.

С учетом (3.1) система уравнений (1.5) будет иметь следующий вид:

(3.2)

где 
Проводя аналогичные разд. 1.2 преобразования, можно показать, что для нелинейной систе-

мы (3.2) также справедливо условие стабилизации (1.14) в случае использования управления по
принципу обратной связи (1.7). Однако следует отметить, что условие (1.14), описывающее пара-
метры управляющего воздействия, является необходимым, но не достаточным условием стаби-
лизации системы (3.2). Для успешной стабилизации также необходимо дополнительное условие,
описывающее параметры непосредственно самой механической системы, аналогичное (1.19).
В силу нелинейности системы (3.2) подобное условие получить весьма затруднительно, поэтому
с целью упрощения анализа динамики будем считать параметры механической системы подбор-
ными на этапе проведения численного эксперимента.

3.2. Р е з у л ь т а т ы  к о м п ь ю т е р н о г о  м о д е л и р о в а н и я. Проведем компьютерное
моделирование динамики исследуемой нелинейной механической системы. С этой целью най-
дем решение системы уравнений (3.2) для случая, когда
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Рис. 13. Динамика системы с параметрами (3.3)
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Решение будем искать с помощью одношагового метода Рунге–Кутта 5-го порядка. Далее
рассмотрим случаи, когда управляющее воздействие удовлетворяет условию стабилизации (1.14).
Результат компьютерного моделирования представлен на рис. 13.

Изменим начальные условия (3.3) следующим образом:

(3.4)

Динамика системы для (3.4) показана на рис. 14.
Изменим начальные условия следующим образом:

(3.5)

Динамика системы для (3.5) представлена на рис. 15.
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Рис. 14. Динамика системы с параметрами (3.4)
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0.1
0

�0.1
�

t

0

6
5

4
3

2
1

x

40

30

20

10



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 2  2022

СТАБИЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ НЕУСТОЙЧИВЫХ МАЯТНИКОВ 19

Изменим начальные условия следующим образом:

(3.6)

Динамика системы для случая (3.6) описана на рис. 16.
Изменим начальные условия следующим образом:

(3.7)

Динамика системы для (3.5) показана на рис. 17.
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Рис. 16. Динамика системы с параметрами (3.6)
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Рис. 17.  Динамика системы с параметрами (3.7)
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Таким образом, как видно из результатов компьютерного моделирования динамики си-
стемы (3.2), при ненулевом начальном отклонении и нулевой начальной скорости одного или
нескольких маятников помимо линейных упругих волн имеют место также нелинейные колеба-
ния. В случае же нулевого начального отклонения и ненулевой начальной скорости система де-
монстрирует нелинейное поведение, характеризующееся появлением нелинейных локальных
возмущений, имеющих динамику, сходную с динамикой уединенных нелинейных волн (солито-
нов) [39, 40]. Отметим также, что характер динамики таких солитоноподобных волн крайне чув-
ствителен к малым изменениям параметров системы и, как следствие, к погрешностям вычисле-
ний, что в свою очередь приводит к зависимости от выбранного численного метода решения.

Заключение. Проведено обобщение системы связанных маятников для произвольного числа
упругосвязанных перевернутых маятников, а также выполнен переход от дискретной к непре-
рывной системе, описывающей материал, который находится в неравновесном, структурно-не-
устойчивом состоянии. Исследованы динамическиe характеристики указанных систем в случае
управления, формируемого по принципу обратной связи, найдены необходимые и достаточные
условия их стабилизации. В частности, установлено условие устойчивости материала, являюще-
гося континуальным аналогом системы из n обратных связанных маятников, которое заключа-
ется в следующем: необходимо, чтобы время прохождения упругих волн от одного конца мате-
риала до другого и обратно не превышало периода его собственных колебаний. Проведено ком-
пьютерное моделирование динамики изучаемых систем, результаты которого иллюстрируют
теоретические построения. Также выполнено исследование динамики системы перевернутых
связанных маятников с нелинейными связями. В результате было показано, что представленная
система при определенных параметрах и начальных условиях демонстрирует нелинейное пове-
дение, характеризующееся появлением локальных возмущений, которые имеют динамику,
сходную с динамикой солитонов.
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