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Предложены алгоритмы быстрых и сверхбыстрых решателей больших систем линейных ал-
гебраических уравнений. Алгоритмы построены на основе оригинального метода многоша-
говой декомпозиции линейной многомерной динамической системы. Приведены примеры
аналитического синтеза итерационных решателей для матриц общего вида, а также для боль-
ших числовых систем линейных алгебраических уравнений. Согласно аналитическим расче-
там, достижение точного решения в итерационных процессах с нулевыми начальными усло-
виями обеспечивается на второй итерации. Исследования синтезированных решателей боль-
ших линейных уравнений с числовыми матрицами и векторами, элементы которых
подчиняются нормальному закону распределения, показали, что во всех случаях сходимость
итерационных процессов с высокой точностью наступает на третьей или четвертой итерации
независимо от размерности решаемой задачи.
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0. Введение. Одним из основных объектов линейной алгебры являются большие системы ли-
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

(0.1)

где  и  – заданные матрица и вектор соответственно. Здесь и в дальнейшем символ
F обозначает либо поле вещественных чисел , либо поле комплексных чисел .

Известно большое число итерационных методов и программных пакетов итерационных реша-
телей (iterative solvers), предназначенных для решения (0.1). Тем не менее следует отметить, что
эти методы работают при достаточно жестких ограничениях на свойства матрицы А, среди кото-
рых необходимо отметить цикличность, нормальность, симметричность, положительную опре-
деленность [1–5]. Более того, до сих пор не известен итерационный решатель уравнений, кото-
рый успешно справлялся с рассматриваемой задачей для общего случая матрицы А. Так методы,
основанные на подпространствах Крылова, например, метод сопряженных градиентов или ите-
раций порядка r GMRES(r) (A Generalized Minimal Residual Method), демонстрирует хорошую
глобальную сходимость для положительно определенных и нормальных матриц [1].

В случае отсутствия свойства нормальности у матрицы А динамика итерационных процессов
решения уравнения (0.1) и соответствующие условия сходимости методов на основе подпро-
странств Крылова становятся достаточно сложными, в том числе, хаотическими и до конца не
изученными. Так, в [6] представлены примеры простых уравнений (0.1), при решении которых
итерации GMRES(1) быстро сходятся, достигая точности 10–15, а ошибка процесса GMRES(2)
демонстрирует хаотическое поведение в пределах 100–10–1.

Таким образом, оптимизация итерационных процессов, их ускорение является крайне акту-
альной задачей вычислительной алгебры, которой необходимо уделять пристальное внимание.

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-19-00031).
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Одним из перспективных направлений исследований является применение линейных матрич-
ных методов синтеза и их рассмотрение с точки зрения теории управления с целью создания “ре-
шателя”, который сможет работать для общего набора матриц с высокой скоростью и точностью.

Цель настоящей статьи – построение на основе оригинального метода многошаговой деком-
позиции и синтеза управления линейной многомерной динамической системой [7] алгоритмов
быстрых и сверхбыстрых итерационных решателей СЛАУ (0.1), обеспечивающих в численных
расчетах быстро сходящиеся итерационные процессы. Другими словами, требуется, чтобы дан-
ные итерационные решатели обладали максимальным запасом устойчивости, а их сходимость
наступала бы в течение первых итераций независимо от свойств матриц, представляющих
СЛАУ. Минимизация сложности алгоритмов (complexity) в данном случае не рассматривается.

1. Подход к анализу итерационных решателей на основе методов теории управления. Параметры
итерационных решателей, такие, как сдвиг, релаксация и т.д., можно рассматривать как управ-
ляющие воздействия, а сами решатели – управляемыми динамическими системами. Один из
первых подходов в этом направлении, как указано в [1], можно проследить в ранней работе
Р. Беллмана [8]: “…Вычисления можно рассматривать как процесс управления, в котором мы
хотим каким-то соответствующим образом сочетать сложность, время и точность. Кроме того,
этот процесс следует рассматривать во многих случаях как адаптивное управление, в котором ре-
зультаты предыдущего расчета используются для последующих расчетов, обеспечивая выбор не
только параметров, но и алгоритмов”2.

В последние полтора десятилетия за рубежом был изучен ряд численных алгоритмов с пози-
ций стабилизации динамических систем на основе синтеза обратной связи. В [1] к этому направ-
лению исследований отнесены работы [9, 10], где для улучшения решателей обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (ODE-solvers) синтезировалось управляющее воздействие, обеспе-
чивающее выбор подходящего шага интегрирования. В публикациях [11–14] понятие
управляемости использовалось в отношении методов вычисления собственных значений мат-
ричных пучков и решателей линейных матричных уравнений (0.1). В [15–17] для оптимизации
решателя СЛАУ применялись методы теории робастной устойчивости.

Кратко рассмотрим некоторые наиболее часто используемые итерационные решатели линей-
ного матричного уравнения (0.1), построенные на основе метода простой итерации (метода
Ричардсона), методов полиномиальной и линейной итерации [1].

Для обратимой матрицы A уравнение (0.1) имеет хорошо известное решение

(1.1)

Итерационный решатель на основе метода Ричардсона можно отнести к дискретной били-
нейной управляемой системе с одним входом и многими выходами (SIMO – Single Input Multi
Outputs), заданной над Fn:

(1.2)

Здесь  – управляющий параметр (скалярное управление),  – начальное условие. Неподвиж-
ная (установившаяся) точка в n-мерном пространстве этой итерации является решением (1.1)
линейного уравнения (0.1).

Предложены различные стратегии для  и некоторых семейств матриц [18–21]. В частности,
при  дискретная система (1.2) имеет установившееся значение (эквивалентно, яв-
ляется асимптотически устойчивой), если множество собственных значений, обозначаемое как

, матрицы , где  – единичная матрица порядка n, лежит внутри единичного круга на
комплексной плоскости, т.е.

(1.3)

Если же  соответствует закону обратной связи, то

(1.4)

2 Перевод с англ. авторов.
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где

(1.5)
– текущая невязка. Такой подход используется в методе на основе подпространств Крылова
GMRES(1). При этом известно, что динамическая система (1.2) с управлением (1.4) асимптоти-
чески устойчива, а итерационный процесс сходится, если матрица  положительно опреде-
лена. Очевидно, что это условие не достаточно для произвольных матриц.

Обобщением метода Ричардсона на основе полиномиальных итераций порядка m является
решатель в виде следующей дискретной системы:

(1.6)

Здесь скалярное управление  есть полином степени не более m, например полином Чебы-
шева. В последнем случае получается известный алгоритм m-циклического метода Ричардсона с
чебышевскими параметрами [22]. Исследования свойств сходимости системы (1.6) и выбор

 выполнены в работах [6, 23–25].
В [17] введена альтернатива билинейной SIMO-системе (1.6) в виде линейной системы с мно-

гими входами и многими выходами (MIMO – Multi Inputs Multi Outputs) следующего вида:

(1.7)

где  – некоторая заданная матрица, в общем случае не имеющая прямого отношения к уравне-
нию (0.1),  – вектор управления. Асимптотическую устойчивость системы и соответственно
сходимость итерационного процесса (1.7) предлагалось обеспечивать с помощью закона обрат-
ной связи

(1.8)
синтезированного на основе линейно-квадратической оптимизации. Это в свою очередь приво-
дит к известному алгоритму решателя LQRES [1].

2. Управляемость итерационных решателей. Известно, что необходимым и достаточным усло-
вием успешности синтеза закона управления с обратной связью вида (1.8) выступает условие
полной управляемости динамической системы. Поэтому естественным в контексте настоящей
работы является анализ управляемости рассматриваемых итерационных решателей.

В [1] выполнен анализ управляемости итерационного решателя, построенного на основе ме-
тода Ричардсона (1.2). Показано, что для любой входной последовательности  траектория со-
стояния  сходится к решению уравнения (0.1), если и только если последовательность не-
вязок

(2.1)
сходится к нулю. Таким образом, динамика дискретной системы (1.2) эквивалентна динами-
ки (2.1).

Справедливы следующие утверждения [1].
У т в е р ж д е н и е  1. Существует открытое множество обратимых циклических вещественных

(заданных над ) матриц A размера , для которых итерационный решатель (1.2) на основе
метод Ричардсона полностью управляем. В частности, это происходит, если A имеет n различных
вещественных собственных значений.

У т в е р ж д е н и е  2. Итерационный решатель (1.2) на основе метод Ричардсона не полностью
управляем, если матрица A имеет одно чисто мнимое собственное значение.

У т в е р ж д е н и е  3. Если вещественная матрица A имеет чисто мнимые собственные значе-
ния и , то матричное уравнение (0.1) может быть решено любым неполиномиальным ите-
рационным решателем на основе метода Ричардсона.

Напомним, что открытое множество – это множество, в котором каждый элемент входит в
него вместе с некоторой окрестностью (в метрических пространствах и, в частности, на числовой
прямой).

Далее, полиномиальный решатель (1.6) степени m ≥ 2 является управляемым для обратимых
циклических матриц A [1].
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Управляемость итерационного решателя в виде дискретной MIMO-системы (1.7) определяет-
ся с помощью известных критериев Калмана, Попова-Белевича-Хотиса и/или критериев на ос-
нове ленточных матриц [7]. Ясно, что (1.7) полностью управляема тогда и только тогда, когда
полностью управляемой является пара матриц . Например, в терминах рангового кри-
терия Калмана это соответствует равенству

(2.2)
3. Линейно-квадратическое управление итерационными решателями. Другой подход к разработ-

ке итерационных методов решения линейного матричного уравнения (0.1) основан на методах
синтеза линейных регуляторов. Ключевыми здесь являются следующие рассуждения [1].

Пусть заданы вещественные матрица  и вектор  и требуется найти матрицу
 и глобально убывающую последовательность векторов (управление) , 

(здесь  – множество натуральных чисел), т.е.

а также, что итерации на основе MIMO-системы (1.7) сходятся к решению (1.1).
Без потери общности предположим  (вектор принадлежит образу преобразования с

матрицей G, другими словами, уравнение  разрешимо относительно вектора z). В против-
ном случае матрица G может быть заменена на матрицу , для которой, как вид-
но, выполняется последнее условие.

В предположении обратимости матрицы A решение (1.1) может быть записано в известном
виде степенного ряда [5]

для некоторых , . Таким образом, обратная матрица  может быть опре-
делена с помощью MIMO-системы (1.7). При этом поведение невязки (1.5) описывается дис-
кретной линейной системой [1]

(3.1)

На основании анализа (3.1) можно сделать следующие утверждения.
У т в е р ж д е н и е  4. Дискретная MIMO-система (3.1) полностью управляемая тогда и только

тогда, когда полностью управляемой является пара  в смысле критерия (2.2).
У т в е р ж д е н и е  5. В случае полной управляемости MIMO-системы (3.1) существует (при

m > 1 неединственный) закон обратной связи (1.8), что выполняется условие асимптотической
устойчивости:

(3.2)

Существует несколько подходов к формированию закона (1.8). Так, в [1] предлагается синте-
зировать подходящую в смысле (3.2) матрицу K на основе теории линейно-квадратичного гаус-
совского (ЛКГ) регулятора. В этом случае указанная матрица имеет вид

(3.3)
Здесь P – единственное симметрическое положительно определенное решение алгебраического
матричного уравнения Риккати следующего вида:

(3.4)

где , .
Тогда ЛКГ-алгоритм итерационного решателя LQRES [1] принимает вид:
Ш а г  1. Выбрать такую матрицу G, что пара  полностью управляема.
Ш а г  2. Вычислить решение P матричного уравнения Риккати (3.4).
Ш а г  3. Вычислить матрицу K согласно выражению (3.3).
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Ш а г  4. Сформировать итерационный решатель вида

(3.5)
В соответствии с ЛКГ-теорией имеет место следующее соотношение для невязки и управле-

ния:

(3.6)

Отсюда вытекает, что последовательность невязок  сходится к нулю, а траектория состояния
 – к решению (1.1).
В [1] показаны недостатки и преимущества LQRES. Во-первых, хотя выбор матрицы G на ша-

ге 1 и не является тривиальным для произвольной матрицы A, он всегда может быть выполнен.
Во-вторых, именно подходящая матрица G обеспечивает повышение скорости сходимости ите-
рационного процесса. В-третьих, требование управляемости пары  является гораз-
до менее жестким, нежели требование цикличности матрицы A. В-четвертых, хорошо выбранная
матрица G должна обеспечивать компромисс между ее размерами и трудностью синтеза стаби-
лизирующего управления.

Если число m является относительно небольшим, то шаг 3 не вызывает серьезных вычисли-
тельных проблем. Однако часть вычислительных затрат кроется в процессе предварительной
подготовки решения алгебраического уравнения Риккати (3.4). На самом деле хорошо известно,
что любой метод решения уравнения Риккати затратнее, чем решение линейных уравнений (0.1).
Тем не менее, как указано в [1], что вариации LQRES, например, с помощью субоптимальных
методов, использованных для решения уравнения (3.4), может быть более привлекательной чис-
ленной альтернативой, хорошо известной решателям линейных уравнений. Одним из возмож-
ных подходов в этом направлении может быть модельное прогностическое управление, где ре-
шение алгебраического уравнения Риккати Р заменяется решением Pm после M шагов разност-
ного уравнения Риккати. Предварительные численные эксперименты с методом LQRESD(M)
показали оптимистические результаты по сходимости и устойчивости [1].

Другой подход может заключаться в использовании экономных стратегий управления. Таким
образом, существуют большие возможности для дальнейших исследований и улучшения итера-
ционных решателей линейных уравнений.

4. Линейное управление итерационными решателями на основе метода многошаговой декомпози-
ции. Рассмотрим далее метод линейного управления линейных многомерных динамических си-
стем, используемый для синтеза быстрых и сверхбыстрых итерационных решателей СЛАУ (0.1).

Пусть, как и ранее, , . Обозначим через  матрицу, которая представляет
собой левый делитель матрицы  и соответственно удовлетворяет условиям [7]

(4.1)

где  – псевдообратная матрица для матрицы .
Определим матрицу регулятора  в формуле закона управления (1.8) в следующем виде:

(4.2)

Здесь  – псевдообратная матрица для матрицы ,  – матрица, имеющая заданные (желае-
мые) собственные значения.

Можно показать, что справедливым является равенство

(4.3)
Таким образом, закон управления (1.8) с матрицей регулятора (4.2) обеспечивает замкнутой

управлением динамической системе заданное подмножество собственных значений, совпадаю-
щее с множеством собственных значений матрицы . Другая часть собственных значений, как
видно из формулы (4.3), определяется матрицей .

Недостаток рассматриваемого закона управления состоит в том, что в общем случае нельзя га-
рантировать устойчивость матрицы , т.е. множество  может содержать не-
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устойчивые собственные значения , у которых . Поэтому введем в рассмотрение много-
шаговую декомпозицию системы (3.1). Декомпозиция имеет следующий вид:
исходное положение

(4.4)

первый шаг

(4.5)

k-й (промежуточный) шаг

(4.6)

S-й (конечный) шаг

(4.7)

Здесь ; f loor – операция округления числа  в сторону ближайшего целого в
меньшую сторону, например, ,  и т.д.

Если также пошагово определить матрицы

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

то в результате замыкания обратной связи с законом управления (1.8), где матрица  имеет вид

(4.12)
обеспечивается следующее равенство множеств собственных значений [7]:

(4.13)

Здесь , , – матрицы, имеющие заданные собственные значения на каждом
уровне декомпозиции, причем

Таким образом, многошаговая декомпозиция системы (4.4)–(4.7) и такая же по количеству
шагов процедура определения матрицы K (4.12) на основе выражений (4.8)–(4.11) обеспечивают
заданное размещение собственных значений , как это указано в формуле (4.13).

Рассмотрим задачу синтеза закона управления (1.8), обеспечивающего конечную длитель-
ность переходного процесса дискретной MIMO-системы. В этом случае матрица  в каче-
стве собственных значений должна иметь только нули [26], т.е.

(4.14)

Это требование означает, что в качестве матриц  могут быть взяты любые нильпотентные
матрицы с индексом нильпотентности не больше  [4, 7]. Тогда сходимость синтезированных ре-
шателей, рассматриваемых как дискретные системы, будет наступать не более чем за n шагов.
Такие решатели будем называть быстрыми.

Если в качестве матриц  выбрать нулевые матрицы, то этому случаю можно условно сопо-
ставить дискретную систему , сходимость которой, очевидно, наступает на втором шаге,
т.е. , . Подобные решатели можно охарактеризовать как сверхбыстрые.
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При нулевых матрицах соответствующего размера  заключительная часть алгоритма (4.8)–
(4.11) примет вид

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Как следует из (4.15)–(4.18), при количестве шагов декомпозиции  формула матрицы K в
законе управления (1.8), обеспечивающего не только конечную длительность переходного про-
цесса, но и сверхбыструю (в течение первых итераций независимо от размерности дискретной
MIMO-системы) сходимость, принимает следующий вид:

(4.19)

При  и  формулы матрицы K несколько усложняются:

(4.20)

(4.21)

Как следует из анализа конечных формул (4.19)–(4.21), синтезированные на основе многоша-
говой декомпозиции матрицы K содержат вложения, вид которых определяется как собственно
матрицей A системы (0.1), так и “произвольно” выбираемой матрицей G. При этом отсутствие
ограничений размеров матрицы G предоставляет широкие возможности по выбору матриц K.
Так, если заранее определить количество столбцов матрицы G не менее чем n/2, то закон управ-
ления с матрицей K (4.19) обеспечивает быструю сходимость итерационного процесса следую-
щего вида:

(4.22)

5. Примеры синтеза сверхбыстрых итерационных решателей. Рассмотрим сначала СЛАУ (0.1) в
общем виде с нециклической и не удовлетворяющей условиям нормальности матрицей:

(5.1)

где r, w, λ – некоторые заданные числа. На нецикличность матрицы (5.1) указывают диагональ-
ные блоки 2 × 2, где в первом в явном виде записана ячейка Жордана, а во втором – верхнетре-
угольная матрица. Ненормальность данной матрицы проверяется непосредственно: .

Пусть вектор b также задан в общем виде

(5.2)

Зададим матрицу G, например, в следующем виде:

(5.3)

Выполним синтез итерационного решателя согласно алгоритму (4.4)–(4.11), (4.15)–(4.18). Как
видно из анализа размеров матриц (5.1) и (5.3), в данном случае S = f loor(n/m) – 1 =

 и, следовательно, выполнив двухшаговую декомпозицию, включающую
нулевой и первый шаг, можно воспользоваться формулой для матрицы K (4.19).
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Итак, в соответствии с выражениями (4.7) и (4.8) вычислим матрицы , , , . Имеем

(5.4)

(5.5)

Отметим, что для вычисления матриц (5.5) использовались следующие матрицы:

(5.6)

Как следует из (4.19), для определения матрицы K также необходима обратная матрица ,
которая в соответствии с (5.5) равна

(5.7)

Подставляя матрицы  (5.4),  (5.5),  (5.6) и  (5.7) в формулу K (4.19), получим

При этом

что и требовалось.

Запуская далее синтезированный итерационный решатель (4.22) с указанными ранее пара-
метрами для нулевых начальных условий, получим следующую последовательность невязок:
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Как видно, итерационный процесс сошелся к точному решению уже на второй итерации.
Такая же сходимость характерна, например, для следующей трехдиагональной матрицы A,

матрицы G и вектора b:

(5.8)

Продемонстрируем это. Как и прежде, согласно выражениям (4.7) и (4.8), определим матри-
цы , , , :

(5.9)

(5.10)

где для компактности записи ведены обозначения:

При вычислении матриц (5.10) применялись следующие матрицы:
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При этом псевдообратные матрицы ,  равны
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(5.13)

где .

Используя далее матрицы  (5.9),  (5.10),  (5.11),  (5.12),  (5.13) и формулу для K
(4.19), получим

Здесь введены обозначения:

Как и в предыдущем случае, при начальной невязке  вычислительный про-
цесс определяет точное решение на второй итерации.

Исследование синтезированных сверхбыстрых решателей линейных уравнений с матрицами
и векторами, элементы которых подчиняются нормальному закону распределения, а собствен-
ные значения матриц A – круговому закону Гирко [27]:

показали, что во всех случаях сходимость итерационного процесса наступала на третьей или чет-
вертой итерации независимо от размерности решаемой задачи. При этом для каждой размерно-
сти задачи было проведено не менее n+1 испытаний.
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ГАДЖИЕВ и др.

Заключение. Предложены алгоритмы быстрых и сверхбыстрых решателей больших СЛАУ, по-
строенные на основе оригинального метода многошаговой декомпозиции линейной многомер-
ной динамической системы. Приведенные примеры аналитического синтеза итерационных решате-
лей для матриц общего вида продемонстрировали, что в сходимость итерационных процессов насту-
пает на второй итерации. Статистические исследования синтезированных сверхбыстрых решателей
линейных уравнений с матрицами и векторами, элементы которых распределены по нормально-
му закону, показали, что во всех случаях сходимость итерационного процесса наступала на тре-
тьей или четвертой итерации независимо от размерности решаемой задачи.

Сложность реализации предложенного итерационного алгоритма могла быть обусловлена от-
сутствием экономных процедур вычисления псевдообратных матриц неполного ранга, однако в
соответствии с работами авторов [28, 29] она может быть успешно преодолена.

Применение предлагаемого метода для решения практических задач, в том числе для реаль-
ной электроэнергетической системы, содержащей более 100 электрических станций [30–32], из-
за ограничения объема настоящей статьи будет рассмотрено авторами в будущих публикациях.
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