
4

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2019, № 3, с. 4–9

ОСОБЕННОСТИ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧИ ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ УПРАВЛЯЕМОГО ОБЪЕКТА

В ОКРЕСТНОСТИ НЕУСТОЙЧИВОГО СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ
© 2019 г.   Г. А. Степаньянц*

МАИ (национальный исследовательский ун-т), Москва, Россия
*e-mail: gssst@rambler.ru

Поступила в редакцию 10.06.2018 г.
После доработки 25.12.2018 г.

Принята к публикации 28.01.2019 г.

Рассматривается задача поиска закона управления, обеспечивающего асимптотическую
устойчивость движения управляемого объекта в окрестности неустойчивого в отсутствии
управления изолированного состояния равновесия. При этом ищется закон управления, ми-
нимизирующий расход энергии, который считается пропорциональным интегралу от поло-
жительно-определенной квадратичной формы от вектора управления. Показывается, что
при возможности расщепления уравнений движения на асимптотически устойчивую в целом
и неустойчивую подсистемы такой закон управления зависит только от вектора состояний
неустойчивой подсистемы. Оптимальный закон управления может быть получен путем обра-
щения времени из уравнений движения неустойчивой подсистемы.
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Введение. Рассмотрим объект управления, имеющий единственное неустойчивое нулевое со-
стояние равновесия. Пусть требуется выбрать допустимый (например, кусочно-непрерывный)
закон управления, обеспечивающий устойчивость движения объекта в окрестности его состоя-
ния равновесия. Такая задача имеет, по крайней мере, две особенности, не свойственные зада-
чам управления устойчивыми объектами.

Во-первых, поскольку величина управления обычно ограничена, то невозможно обеспечить
устойчивость в целом стабилизируемого состояния равновесия.

Во-вторых, как бы ни были малы действующие на объект возмущения, управление не может
быть отключено, так как это приведет к возникновению таких отклонений от состояния равно-
весия, которые не удастся компенсировать ограниченным управлением.

Первая особенность приводит к введению в обиход критерия качества, представляющего со-
бой область притяжения стабилизируемого состояния равновесия [1]. Законы управления, опти-
мальные по этому показателю, названы автором оптимальными по устойчивости. Структура та-
ких законов и методы их построения (особенно для линейных стационарных объектов) доста-
точно подробно исследованы в монографиях [2, 3] для общего случая, в [4, 5] для магнитного
подвеса, и в [6] (с примерами управления механическими системами типа перевернутого маят-
ника).

Для второй особенности характерным является показатель качества, оценивающий затрачен-
ную на управление энергию. Для линейных стационарных объектов и скалярного управления та-
кая задача была решена в [7] в предположении, что затраченная на управление энергия пропор-
циональна интегралу от квадрата управляющего воздействия.

Целью настоящей статьи является распространение полученных результатов на случай век-
торного управления и на некоторый класс нелинейных объектов.

1. Постановка задачи. Будем рассматривать случай, при котором движение объекта управле-
ния описывается обыкновенным дифференциальным уравнением вида

(1.1)

где x = x(t) – вектор состояния, являющийся точкой n-мерного векторного пространства ,
f(x) – дифференцируемая функция вектора состояния x, такая, что f (0) = 0, u = u(t) = u(x(t)) –

= +( ) ( ) ,dx f x g x u
dt
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вектор управления (закон управления), значения которого являются точками m-мерного вектор-
ного пространства , g(x) – матрица вида

Введем следующие определения.
DF1. Неустойчивое по Ляпунову изолированное состояние  равновесия назовем неустойчи-

вым в узком смысле, если найдется такая его окрестность, что все начинающиеся в этой окрест-
ности движения сходятся к  при .

Таким образом, для неустойчивого в узком смысле состояния равновесия  не существует
траекторий, сходящихся к  при t → +∞.

DF2. Диффеоморфизм h: X → X пространства состояний в себя назовем расщепляющим урав-
нения движения на неустойчивую и устойчивую подсистемы, если выполняются следующие че-
тыре условия.

1. Пространство состояний X разбивается диффеоморфизмом h на прямую сумму подпро-
странств Y и Z так, что X = h(Y ⊕ Z), dimY + dimZ = dimX.

2. Уравнение движения заменой переменных x = h(y, z) расщепляется на две подсистемы с об-
щим управлением вида

(1.2)

(1.3)

3. Подсистема (1.2) в отсутствии управления имеет единственное неустойчивое в узком смыс-
ле состояние равновесия, которое, не нарушая общности, будем считать совпадающим с нуле-
вым вектором.

4. Подсистема (1.3) при нулевых значениях переменных y и u имеет единственное асимптоти-
чески устойчивое в целом нулевое состояние равновесия.

В дальнейшем, при выполнении условий определения DF2 подсистему (1.2) будем называть
неустойчивой, а подсистему (1.3) – устойчивой.

Очевидно, что если нулевое состояние равновесия исходной системы асимптотически устой-
чиво в целом, то при минимизации расхода энергии на управление оптимум будет достигнут при
отсутствии управления (нулевом управлении). При этом область притяжения нулевого состоя-
ния равновесия совпадает со всем пространством состояний, и поэтому нулевое управление в
этом случае принадлежит к классу оптимальных по устойчивости.

В случае неустойчивого в отсутствии управления нулевого состояния равновесия и существо-
вания расщепляющего диффеоморфизма h оптимальное по устойчивости управление может
быть достигнуто построением закона управления, зависящего только от вектора состояния не-
устойчивой подсистемы (1.2). При этом область притяжения нулевого состояния равновесия
совпадает с прямым произведением W × Z, где W – максимальная область притяжения неустой-
чивой подсистемы [1–6].

Распространяя постановку задачи, сформулированной в [7] на случай векторного управле-
ния, будем считать, что расход энергии на управление определяется интегральным критерием

(1.4)

где u – вектор управления (вектор-столбец), а R – положительно-определенная симметрическая
матрица. Таким образом, под знаком интеграла находится положительно-определенная квадра-
тичная форма.

Если при выполнении условий определения DF2 некоторый закон управления  обес-
печивает устойчивость нулевого состояния равновесия всей системы, то закон управления u(y),
задаваемый равенством , являющийся сужением закона управления  на
пространство состояний неустойчивой подсистемы, будет обеспечивать меньшие значения по-
казателя качества (1.4) при ненулевых начальных значениях вектора состояния устойчивой под-
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системы. Таким образом, при выполнении условий определения DF2 для расщепляющего диф-
феоморфизма, значения закона управления, являющегося оптимальным по интегральному кри-
терию (1.4), будут зависеть только от вектора состояния неустойчивой подсистемы. Для поиска
такого закона используем метод динамического программирования [8].

2. Решение задачи. Запишем уравнение Беллмана для неустойчивой подсистемы (1.2) и инте-
грального критерия качества (1.4) в виде

(2.1)

В этом уравнении  – оптимальное значение показателя качества (функция Беллмана), а
 – его градиент. Приравнивая нулю градиент подлежащего минимизации выражения

(  = 0), получим для оптимального значения управления равен-
ство , а после подстановки в (2.1) оптимального значения  – уравне-
ние . Это уравнение имеет два решения: , соответствующее
отсутствию управления и не обеспечивающее устойчивость нулевого состояния равновесия, и
нетривиальное решение

(2.2)
Учитывая уравнение (1.2), этот результат означает, что при оптимальном управлении уравне-

ние движения подсистемы (1.2) примет вид , т.е. может быть получено из уравне-
ния неустойчивой подсистемы обращением времени. Этот результат сформулируем в виде сле-
дующего утверждения.

Т е о р е м а  TH1. Пусть для объекта с неустойчивым нулевым состоянием равновесия правая
часть уравнения движения (1.1) непрерывно дифференцируема и линейно зависит от управле-
ния. Пусть, кроме того, существует диффеоморфизм, расщепляющий уравнения движения на
неустойчивую и устойчивую подсистемы (определение DF2). Если при этом существует непре-
рывный закон управления, заданный в некоторой окрестности нулевого состояния равновесия,
который обеспечивает асимптотическую устойчивость нулевого состояния равновесия си-
стемы (1.1) и минимизирует интегральный показатель качества (1.4), то этот закон управления
зависит только от вектора состояния неустойчивой подсистемы и для него выполняется соотно-
шение (2.2).

Таким образом, если  – оптимальный закон управления, то уравнения движения системы,
записанные как (1.2) и (1.3), примут вид

(2.3)

При этом движение по оптимальным траекториям подсистемы (2.3) совпадают с движениями
исходной неустойчивой подсистемы при обращении времени.

Очевидным следствием теоремы TH1 является следующее утверждение.
Т е о р е м а  TH2. Оптимальный по критерию (1.4) закон управления, удовлетворяющий усло-

виям теоремы TH1, обеспечивает область притяжения нулевого состояния равновесия, совпада-
ющую с прямым произведением области притяжения нулевого состояния равновесия подсисте-
мы (2.3) и пространства состояний устойчивой подсистемы. Область притяжения нулевого со-
стояния равновесия подсистемы (2.3) является областью определения оптимального закона
управления, совпадает с внутренностью замыкания ячейки неустойчивой подсистемы, для тра-
екторий которой нулевой вектор является α-предельной точкой.

Рассмотрим частные случаи применения полученных результатов.
П р и м е р  1. Условия теоремы TH1 выполняются для любого стационарного объекта, диффе-

ренциальное уравнение неустойчивой подсистемы которого может быть записано в виде

В этом случае оптимальный по критерию (1.4) закон управления задается равенством
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П р и м е р  2. Для линейного стационарного управляемого объекта, уравнение движения ко-
торого записаны в виде , оптимальный по критерию (1.4) закон управления будет
линейным законом, оставляющим на месте корни характеристического многочлена с отрица-
тельной вещественной частью и изменяющий на противоположные знаки корней с положитель-
ной вещественной частью, что согласуется с результатами, полученными в работе [7]. Понятно,
что для построения такого закона можно обойтись без поиска расщепляющего отображения.

П р и м е р  3. Если для линейного управляемого стационарного объекта со скалярным управ-
лением неустойчивая подсистема имеет первый порядок, а управление ограниченно по модулю,
то в области линейности закон управления должен удовлетворять условиям теоремы TH1, а вне
области линейности принимать максимальное или минимальное значения. Движение неустой-
чивой части первого порядка в этом случае описывается уравнением , . Оп-
тимальное управление в зоне линейности задается равенством , а в зоне насыщения
равно . Такой закон будет к тому же и оптимальным по устойчивости [1–6].

П р и м е р  4. Построим по алгоритму примера 3 закон управления для системы четвертого по-
рядка с неустойчивой подсистемой второго порядка. Пусть уравнение движения записано в виде

При отсутствии ограничений на управление оптимальным по интегральному критерию (1.4) в
соответствии с примером 2 будет линейный закон

При наличии ограничений вида  на величину управляющего воздействия выделим в явном
виде уравнение неустойчивой подсистемы. Для этого запишем уравнения движения в матрич-
ной форме

Невырожденным линейным преобразованием

приведем уравнения движения к виду

Ясно, что при этом движение неустойчивой подсистемы описывается уравнением второго по-
рядка

Оптимальный закон управления в зоне линейности равен , .
На рис. 1 представлены фазовые траектории исследуемой подсистемы в координатах ,

, . Показаны прямолинейные отрезки траекторий, линии перехода в зону насы-
щения, отрезки траекторий, касающихся линий перехода (они определяют область, в которой
величина управления не достигает ограничений) и отрезки без контакта на линиях перехода, пе-
ресекаемые предельным циклом. Точки касания на линиях перехода имеют координаты ,
а предельный цикл пересекает линии перехода между точками , . Отметим, что об-
ласть притяжения состояния равновесия в этом примере ограничена предельным циклом и
меньше области управляемости, для которой точки ,  являются граничными.
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П р и м е р  5. Пусть движение неустойчивой подсистемы описывается уравнением второго
порядка, ее неустойчивое нулевое состояние равновесия лежит внутри единственного устойчи-
вого предельного цикла, а ограничения на величину управления отсутствуют. Очевидно, что
внутри предельного цикла оптимальное управление должно удовлетворять условиям теоре-
мы TH1, а вне цикла должно равняться нулю. Например, если движение неустойчивой подсисте-
мы описывается уравнением

то при  будет существовать устойчивый предельный цикл L, траектория которого описыва-
ется уравнением

Оптимальный по критерию (1.4) закон управления будет равен

внутри предельного цикла.
При полученном законе управления предельный цикл сохраняется, а стабилизируемое состо-

яние равновесия не является асимптотически устойчивым в целом. Покажем, что в рассматри-
ваемом случае изменением закона управления в малой окрестности предельного цикла можно
добиться асимптотической устойчивости в целом и получить закон управления, оптимальный по
устойчивости. Если управление отсутствует, то производная функционала (dy/dt)2 + y2 по време-
ни, взятая в силу уравнений движения, равна нулю в точках предельного цикла. В достаточно ма-
лой окрестности  цикла при  (с точностью до малых высшего порядка) эта производная
равна . Положим , в точках внутри , а в точках внутри предельного
цикла, не лежащих в ,

( )⎛ ⎞
+ + − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

22
2

2 0.3 1 ,d y dy dyy y u
dt dtdt

= 0u

( ) + =
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( )⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
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и  в остальных точках. Такой закон управления будет обеспечивать асимптотическую
устойчивость в целом нулевого состояния равновесия и будет оптимальным по критерию (1.4)
для начальных условий, норма которых меньше .

На рис. 2 показаны фазовые траектории такой системы при , .
П р и м е р  6. Для одномерного пространства состояний неустойчивой подсистемы, уравне-

ние которой имеет вид , решение уравнения Беллмана приведет к закону управле-
ния .

Заметим, что в последнем примере теорема TH1 не используется. Тем не менее, сформулиро-
ванные в TH1 условия оптимальности и теорема TH2 существенно помогают понять структуру
оптимального закона.

Заключение. Полученные результаты позволяют достаточно легко находить оптимальные по
расходу энергии законы управления в случае существования диффеоморфизма, расщепляющего
уравнения движения на устойчивую и управляемую неустойчивую подсистемы. Такой диффео-
морфизм заведомо существует в виде линейного обратимого оператора для линейных управляе-
мых объектов, поэтому для них при часто встречающихся видах допустимых законов управления
(например, линейных с насыщением) задача поиска оптимальных законов решается с достаточ-
ной полнотой.
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