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ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что процессы фазового превращения из жидкого (расплавленно-
го) состояния материала в его твердое состояние определяют свойства и микрострук-
туру получаемых веществ, а также характеризуют сам процесс перехода, его продол-
жительность и стадии протекания [1–12]. Дендритный рост из расплавленного пере-
охлажденного состояния вещества является одним из часто встречающихся типов
фазовых превращений, протекающих в различных областях науки: от физики конден-
сированного состояния и материаловедения до процессов получения различных со-
единений в химической промышленности. Это обуславливает практическую важность
изучения различных механизмов роста дендритных кристаллов в переохлажденных
расплавах и пересыщенных растворах.

Изучением механизмов устойчивого роста дендритных кристаллов в чистых и би-
нарных расплавах занимаются уже несколько десятилетий. Одной из важных задач,
решенных за это время, стала теория отбора устойчивого режима роста вершины изо-
лированного дендрита в условиях кондуктивного механизма тепло- и массопереноса
[13–23], развитая для небольших и умеренных переохлаждений (скоростей роста
дендритных кристаллов). Затем эта теория была обобщена на случай быстрого денд-
ритного роста в бинарных расплавах при больших переохлаждениях [24–26]. Однако,
обтекание жидкостью дендритных кристаллов может быть настолько интенсивным,
что механизм тепломассопереноса станет конвективным [27–29]. Исследованию вли-
яния этого механизма на устойчивый рост дендритных кристаллов посвящена настоя-
щая работа. А именно, в ней проводится исследование устойчивой моды дендритного
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Рис. 1. Схема растущего дендритного кристалла во встречном потоке жидкости.
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роста при различных кристаллических симметриях и реализации конвективного меха-
низма тепломасcопереноса вблизи поверхности растущего дендрита с симметрией
n-ого порядка.

МОДЕЛЬ РОСТА КРИСТАЛЛА

Рассмотрим процесс роста изолированного дендрита в потоке жидкости, который
описывается нелинейной тепло-концентрационной задачей Стефана с подвижной
границей фазового перехода [30]. Температура жидкой и твердой фаз T и распределе-
ние примеси в бинарной системе описываются уравнениями теплопроводности и
диффузии, которые записываются в системе координат, движущейся с постоянной
скоростью. В этой системе координат дендрит находится в состоянии покоя (рис. 1)

(1)

где DT – коэффициент теплопроводности, C – концентрация примеси, DC – коэффи-
циент диффузии примеси, а  – скорость, связанная с пересадкой в подвижную си-
стему отсчета растущего кристалла.

Далее учитываем, что температурное поле на границе фазового перехода (на по-
верхности дендрита) непрерывно и удовлетворяет соотношению Гиббса–Томсона

(2)

где нижние индексы l и s обозначают температуру с жидкой и твердой стороны грани-
цы дендрита, соответственно, T0 – температура кристаллизации чистого расплава
(без примеси), Q – скрытая теплота, выделяемая на единицу объема твердого тела,
cp – удельная теплота, 1/R – локальная кривизна фронта,  – скорость межфазной по-
верхности,  – единичный вектор к поверхности дендрита, d(θ) и  – анизотропная
капиллярная длина и анизотропный кинетический коэффициент роста, представлен-
ные как [29]
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где TQ = Q/cp, θ – угол между нормалью к границе дендрита и его направлением роста,
d0 и β0 являются капиллярной и кинетической константами,  и  – пара-
метры анизотропии, а θd и θβ – углы между направлением роста и направлениями ми-
нимальных функций d(θ) и β(θ).

При существенном конвективном перемешивании расплава вблизи поверхности
дендрита скорость его движения зависит от конвективного потока тепла и массы в
жидкой фазе. В этом случае граничные условия баланса тепла и массы могут быть за-
писаны, как [22, 28, 31–34]

(5)

где индекс i обозначает температуру растворенного вещества на границе дендрита, αh
и αm являются конвективным коэффициентам тепла и массы, ρl и cl – плотность и
удельная теплоемкость жидкой фазы, ks – коэффициент теплопроводности твердой
фазы,  и  – температура и концентрация вдали от дендрита, а  – скорость тре-
ния жидкости о межфазную поверхность.

СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ФОРМ

Примем, что дендрит параболической формы растет с постоянной скоростью V
вдоль пространственной оси z. Двумерный рост можно описать с помощью специаль-
ных параболических координат ξ и η, которые связаны с декартовыми координатами
x и z соотношениями (рис. 1)

(6)

В случае трехмерной геометрии рост кристалла описывается параболоидальными
координатами ξ, η, и ϕ, связанными с декартовыми координатами x, y и z соотноше-
ниями

(7)

Здесь ρ/2 представляет радиус вершины дендрита, а межфазная граница находится
при η = 1.

Проитнегрируем уравнения (1) в координатах (6) и (7). Принимая во внимание гра-
ничные условия (5). В результате получим следующие решения задачи в жидкой фазе,
зависящие только от η

(8)
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Pg = ρV/(2DT) представляет собой число Пекле, j = 1/2 и j = 1 в случае двумерного и
трехмерного роста соответственно, и

(10)

ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ

При достаточно малых анизотропиях поверхностного натяжения аналитические
решения, описывающие рост дендрита с постоянной скоростью, могут быть найдены
в окрестности классических решений параболического дендрита Иванцова [35–37].
Для этого необходимо использовать условие микроскопической разрешимости, пред-
ставляющее собой интегральное выражение для определения устойчивого режима
дендритного роста с заданной симметрией кристаллической решетки, которая учиты-
вает анизотропию преимущественного направления роста кристалла. Это условие
принимает следующий вид [14–16]

(11)

где G – оператор кривизны, km(l) – маргинальная мода волнового числа дисперсион-
ного уравнения для возмущений, i – мнимая единица и X0(l) – континуум решений,
ведущих к km(l).

Найдем критическое значение волнового числа km, воспользовавшись результатами
анализа линейной устойчивости в соответствии с теорией работ [13, 16, 30, 38].

Введем локальные декартовы координаты xc и yc, связанные с дендритом, которые
соответсвенно обозначают тангенциальную и нормальную оси к межфазной поверх-
ности в точке, где вектор нормали к поверхности образует угол θ с осью роста.

Уравнение для температурных T ' = T –  и C ' = C –  концентрационных возму-
щений, которые следует из (1) и (2), принимают вид

(12)

где  = –Vsinθ,  = –Vcosθ [16, 30].
В соответствии с теорией, которая была сформулирована в работах [16, 30], для

дендритного роста в ламинарном вынужденном потоке, возмущения полей темпера-
туры T ' и концентрации C ' на поверхности дендрита ξ ' можно найти в виде

(13)

где E(t, xc, yc) = exp(ωt + ikxc – εkyc), ω и k – частота и волновое число возмущений, па-
раметр ε имеет тот же знак, что и действительная часть k, ∂ξ'/∂t =  индексы l и s
обозначают решения в жидкой и твердой фазах. Здесь Tlj, Tsj, Cj и Σ представляют со-
бой амплитуды возмущений ( j = 0, 1, 2).
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Подставим теперь (13) в (12) и свяжем коэффициенты амплитуд соотношениями

(14)

Заметим, что решение (14) переходит к соответствующему выражению в [30, 39] в
предельном случае нулевой скорости ламинарного течения, исследованного в [30, 39].
Производные  = h1 и  = h2 на поверхности дендрита, входящие в (14),
можно найти из стационарных решений (8)–(10). В этом случае они принимают сле-
дующий вид

(15)

Теперь, возмущая граничные условия (2) и (5), приходим к следующим условиям
для температурных и концентрационных возмущений на поверхности дендрита
(при yc = 0)

(16)

(17)

(18)

где b = αhρlcl /(2ks).
Подстановка возмущений (13) в граничные условия (16)–(18) приводит к трем урав-

нениям для амплитуд возмущений Tl0, Ts0, C0 и Σ. Далее, приравняв детерминант этой
системы к нулю, получим дисперсионное уравнение для функции ω(k).

Рассмотрим систему координат, движущуюся в направлении нормали к межфазной
границе дендрита со скоростью Vcosθ. Вследствие вращательной симметрии системы
возмущение с волновым числом k возрастает со скоростью ω(k). Однако если начало
системы координат движется вдоль оси z с постоянной скоростью V, то скорость роста
возмущения принимает вид ω(k) – iVksinθ вследствие наличия тангенциальной ско-
рости в новой системе координат Vsinθ [16]. Поэтому, делая замену ω(k) на –iVksinθ
на кривой нейтральной устойчивости (где ω обращается в нуль) и полагая ε = –1,
а также заменяя i на –i [3, 16, 30, 38], получим следующее уравнение для маргиналь-
ной моды волнового числа k = km

(19)
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КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОГО РОСТА ВЕРШИНЫ ДЕНДРИТА

Критерий отбора для термически контролируемого роста в однокомпонентной системе

Из уравнения (19) находим следующее выражение для волнового числа

(20)

где  скорость роста V по порядку величины не превосходит 10 м/с и q = β0 +
+ 1/(bDT).

Далее подставляем k из (20) в условие разрешимости (11) при малых параметрах
анизотропии (  и ) и нулевом угле между направлением роста и миниму-
мом поверхностной энергии (θd = 0)

(21)

где введены следующие обозначения (см. также [14, 16, 19, 30])

Отборное соотношение (21) может быть вычислено в соответствии с предыдущей
теорией, развитой в работах [14, 16, 19, 30, 38]. Необходимо отметить два главных
вклада в этот интеграл: вклад от петли и вклад от стационарных фазовых точек.

Первый вклад может быть рассчитан между расстоянием ~τ2/3 (расстояние между
стационарными фазовыми точками) на пересечении резкой траектории спуска и ве-
щественной оси и φ' ∼ 1. Это условие приводит к осциллирующему фактору экспонен-
циально малой величины интеграла

(22)

Вклад от стационарных фазовых точек имеет следующую осциллирующую часть
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Здесь A1, A2, B1 и B2 – константы. Зануление суммы вкладов (22) и (23) определяет кри-
терий отбора для термо-контролируемого дендритного роста с симметрией n-ого по-
рядка в виде

(24)

где σ0, μ и ν представляют собой константы.
Стоит отметить важный момент, что ν можно определить из предельного случая

высоких скоростей роста кристалла в кинетическом режиме. Таким образом, полагая
b → 0,  → 0 и ρβ0V/d0  1, приходим к следующему выражению из (24)

(25)

Критерий отбора, ранее полученный для роста дендрита в вынужденном ламинар-
ном потоке [уравнение (29) в [19]] в том же пределе принимает вид

(26)

Объединяя выражения (25) и (26), получим

Таким образом, критерий отбора (24) содержит две константы σ0 и μ, которые могут
быть определены из экспериментальных данных или моделирования фазовым полем
[5, 40, 41].

Критерий отбора для термохимического роста
Для определения критерия отбора для двухкомпонентного сплава рассмотрим два

разных случая. Первый случай относится к очень разбавленным системам, в которых
β1 = β0 + mCi(1 – k0)/(TQαs )   или β1  bd0/V и A ∼ 1 (последняя оценка
следует из граничного условия (5). В этом пределе волновое число k маргинального
режима возьмем из выражения (20), где β0 заменим на β0 + mCi(1 – k0)/(TQαs ). Кри-
терий устойчивости можно получить аналогично критерию для однокомпонентных
систем. В этом случае масштабный фактор σ* принимает вид (24), где полагаем β1
вместо β0 и получаем

(27)

Предел применимости этого критерия  или 
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Волновое число во втором предельном случае  может быть найдено из
уравнения

(28)

Подставляя k из (28) в условие разрешимости (11), получим

(29)

Выражение (29) является доминирующим из-за вклада от петли, который дает ос-
циллирующий множитель экспоненциально малой величины интеграла

(30)

где A3 – константа.

Этой функцией можно пренебречь для выбранных значений аргумента. Теперь
приравняем последнее выражение к нулю и получаем критерий в следующем виде

(31)

где σ0 обозначает константу, которая может быть найдена экспериментально или ме-
тодом моделирования по теории фазового поля. Заметим, что предел применимости

критерия (31) 

Стоит отметить, что σ* из уравнения (27), справедливое при  стремится
к нулю при больших β1. С другой стороны, σ* из (31), полученное в пределе

 стремится к нулю при малых β1. Такое поведение позволяет нам получить
единый критерий разрешимости, объединив выражения (27) и (31) при различных β1.
Следовательно, обобщенный критерий отбора можно записать в виде

(32)

Таким образом, критерий отбора (32) определяет комбинацию между скоростью V
и диаметром вершины ρ в случае анизотропного термо-концентрационного дендрит-
ного роста с симметрией кристалла n-ого порядка при условии конвективного тепло-и
массопереноса в жидкости.
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БАЛАНС ПЕРЕОХЛАЖДЕНИЯ И ТОЧНОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Выражение для полного переохлаждения ΔT = Tm – , представляющее собой вто-
рое уравнение модели, содержит следующие вклады

(33)

а также ΔTR = 4d0TQ/ρ и ΔTK = V/μk (R = ρ/2). Выражения (33) для ΔTT и ΔTC являются
независимыми от ρ. Принимая во внимание, что полное переохлаждение ΔT = Tm – 
является постоянной величиной, выразим явную функцию ρ(V) в виде

(34)

Теперь, подставляя ρ(V) из (34) в (32), получим неявное уравнение для скорости ро-
ста дендрита V в виде

(35)

где σ*(ρ(V), V) обозначает правую часть уравнения (32) после замены ρ(V) из выраже-
ния (34).

Таким образом, соотношения (34) и (35) представляют собой точное аналитическое
решение в случае конвективного тепло- и массопереноса, определяющего устойчивый
рост дендритного кристалла.

ВЛИЯНИЕ КОНВЕКТИВНОГО ПОТОКА
НА ЗАТВЕРДЕВАНИЕ РАСПЛАВА Ti45Al55

Решение системы двух уравнений для критерия отбора (32) и баланса переохлажде-
ния (35) определяет два параметра: скорость роста V и радиус дендрита ρ/2 при задан-
ном переохлаждении ΔT. Полученное решение сравнивается с теоретической моделью
при кондуктивных граничных условиях [8] и экспериментальными данными, полу-
ченными при затвердевании кристаллов в сплаве Ti45Al55.

Действительно, теоретические предсказания [8] демонстрируют хорошее соответ-
ствие с данными эксперимента [42]. Однако, при малых значениях скоростей роста
интервалы ошибок экспериментальных данных не захватывают теоретическую кри-
вую, рассчитанную для средних скоростей потока U = 0.5 и 0.75 м/с. Это объясняется
тем, что при таких интенсивных скоростях возможен переход от ламинарного течения
к турбулентному в левитирующих каплях. В этом случае модель [8] становится непри-
менимой из-за турбулентного характера течения, и, как следствие, для теоретического
описания необходимо использовать модель с конвективными граничными условия-
ми, заданную системой уравнений (32)–(35).

Рисунок 2 иллюстрирует сравнение теоретической модели при кондуктивных и
конвективных граничных условиях с экспериментальными данными по кинетике ро-
ста дендритов в расплаве Ti45Al55. Видно, что модель с неподвижным расплавом (нуле-
вая скорость набегающего потока, U = 0 м/с) не описывает данные эксперимента
[8, 42]. Модель с кондуктивными граничными условиями и набегающим потоком со
скоростью, представляющей верхний предел ламинарного течения, согласуется с
нижним пределом измерений. Таким образом, кондуктивные граничные условия не
точно описывают эксперимент в пределе низких скоростей.

Отметим, что включение конвективных граничных условий в модель дендритного
роста позволяет описать теоретические данные [42] в пределах погрешности экспери-

T∞

( ) ( )
( )

0

0

1
, ,

1* *

Q S l
T i C i l

h l l T m

T Vk k VmC
T T T T m C C

c u D u k V
∞

∞ ∞
−

Δ = − = Δ = − =
α ρ α − −

T∞

( )
( ) ( )

04
.Q

T C k

d T
V

T T V T V V
ρ =

Δ − Δ − Δ − μ

( ) ( )( )
2

0
* , 1.

2 T

V V
V V

d D
ρ

σ ρ =



385К ОТБОРУ УСТОЙЧИВОЙ МОДЫ РОСТА ДЕНДРИТНОГО КРИСТАЛЛА

Рис. 2. Сравнение теоретической модели с экспериментальными данными по кинетике роста дендритов в
сплаве Ti45Al55. Данные измерений, выполненных при кондуктивных граничных условиях в отсутствии кон-

векции, U = 0, и при конвективном потоке со средней скоростью U = 0.5 м/с, описаны в работе [8]. Данные
измерений, выполненных при конвективных граничных условиях, описаны теоретической моделью (32)–
(35), а параметры системы, принятые при расчетах, приведены в табл. 1. Экспериментальные данные (точки)
из работы Хартманна и др. [42] рассчитаны при конвективных граничных условиях для малых значений ско-
ростей потока. Интервалы ошибки показывают погрешность в экспериментальных измерениях скорости ро-
ста кристаллов, выполненных высокоскоростной камерой в каплях, обработанных в установке ЭМЛ.

0.20

0.15

0.10

0.05

0 20 40 60 80 90 10010 30 50 70

Кондуктив. ГУ, U = 0 м/с
Кондуктив. ГУ, U = 0.5 м/с

С
ко

ро
ст

ь 
ро

ст
а,

 м
/с

Переохлаждение, К

Конвектив. ГУ
Эксперимент
ментальных измерений скорости роста кристаллов. Можно предположить, что харак-
тер течения в левитирующих каплях становится турбулентным, а на вершинах расту-
щих дендритов завихрение потока вызывает процессы переноса тепла и массы кон-
вективного типа. Эта особенность позволяет описать экспериментальные данные в
пределах низких скоростей роста дендритов в сплаве Ti45Al55 [42].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей работе развито теоретическое описание устойчивого
роста дендритных кристаллов в переохлажденных бинарных расплавах в условиях
конвективного тепло- и массопереноса вблизи границы фазового перехода. Выведен
критерий отбора устойчивого режима роста при кристаллической симметрии n-го по-
рядка. Сформулирована система, состоящая из баланса переохлаждений и критерия
отбора, позволяющая определить зависимости скорости роста вершины дендрита и ее
диаметра от переохлаждения расплава. Проведенное сравнение теории с затвердева-
нием расплава Ti45Al55 показало, что выведенные теоретические зависимости описы-
вают экспериментальные данные в области малых переохлаждений жидкости, когда
на вершинах растущих дендритов в левитирующих каплях завихрение потока вызыва-
ет процессы переноса тепла и массы конвективного типа.
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Таблица 1. Материальные и расчетные параметры для роста дендритов в сплаве Ti45Al55

Параметр Обозначение Величина Ед. измерения

Постоянная отбора – 1.17

Капиллярная постоянная м 9.28 · 10–10

Коэффициент температуропроводности м2/с 2.5 · 10–6

Плотность жидкости кг/м3 2.46 · 103

Коэффициент распределения примеси – 0.86

Номинальная концентрация ат. % 55

Параметр анизотропии – 0.3

Постоянная кинетического роста c/м 1.88 · 10–2

Параметр отбора – 10–3

Наклон линии ликвидус m K/ат. % 8.78

Теплоемкость Дж/(кг · K) 1237

Параметр устойчивости b м–1 1.04 · 106

Конвективный коэффициент теплоты – 3.55

Скорость трения м/с 4

Переохлаждение K 272.64

Кристаллическая теплопроводность Вт/(м · K) 29.22

0σ
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В дальнейшем представляет интерес объединение теории дендритного роста с тео-
рией зарождения и эволюции полидисперсного ансамбля кристаллов в переохлажден-
ной области фазового перехода – двухфазной зоне. Такие исследования можно осу-
ществить в духе ранее предложенных теоретических подходов [43–50].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
16-11-10095).
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ON THE SELECTION OF STABLE DENDRITIC GROWTH MODE
IN CONDITIONS OF CONVECTIVE HEAT AND MASS TRANSFER

L. V. Toropova1, D. V. Alexandrov1, P. K. Galenko1

1Ural Federal University, Yekaterinburg, Russia

A theoretical study of the quasistationary process of stable growth of anisotropic dendrite
under the conditions of convective heat and mass transfer in the melt was carried out. Based
on the theory of morphological stability and the theory of microscopic solvability, a selec-
tion criterion is derived for the growth rate of the dendrite tip and its diameter in the case of
convective heat and mass transfer, which determines the stable growth of a dendritic crystal
with n-fold symmetry. A comparative analysis of the obtained selection criterion with the
theoretical model under conductive boundary conditions and experimental data on the ki-
netics of dendrite growth in the Ti45Al55 alloy is performed.

Keywords: dendrites, heat and mass transfer, selection criterion, phase transitions, convection
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