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ВВЕДЕНИЕ

Процессы структурно-фазового превращения из жидкого состояния в твердое ле-
жат в основе многих технологических процессов получения материалов с необходи-
мыми свойствами [1–6]. Часто такие процессы протекают при наличии области (двух-
фазной зоны), заполненной растущими элементами твердого материала и жидкостью.
Особенности процесса кристаллизации в двухфазной зоне определяют формирую-
щиеся свойства твердого материала, получаемого путем затвердевания из жидкого
состояния.

Первые математические модели затвердевания с двухфазной зоной были предложе-
ны в работах [6–8]. Эти модели описываются нелинейными интегро-дифференциаль-
ными уравнениями переноса тепла и примеси при наличии движущихся границ
структурно-фазовых превращений, законы движения которых неизвестны и должны
быть определены из решения задачи. Отметим, что общих методов решения таких за-
дач не существует и каждый отдельный процесс требует разработки особенных (зача-
стую уникальных) подходов к решению модели.

Следует специально подчеркнуть разработанный ранее метод перехода к новой не-
зависимой переменной (доле твердой фазы в двухфазной зоне) для интегрирования
нелинейных уравнений квазиравновесной двухфазной области (когда переохлажде-
ние компенсируется выделяемой теплотой фазового превращения при росте твердой
фазы), кристаллизующейся с постоянной скоростью [9–12]. Аналитический метод,
основанный на разложении искомых функций в степенные ряды по автомодельной
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Рис. 1. Схематическая иллюстрация процесса направленной кристаллизации с двухфазной областью.
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переменной, был разработан в статьях [13, 14] для описания процесса кристаллизации
бинарного расплава, когда скорость движения границ двухфазной зоны обратно про-
порциональна квадратному корню из времени. Затем этот метод был применен в ра-
ботах [15, 16] для описания автомодельной кристаллизации трехкомпонентных систем
с двумя областями фазового превращения – основной и котектической двухфазными
зонами. Аналитические методы описания нестационарной кристаллизации, когда ди-
намика движения межфазных границ квазиравновесной двухфазной области зависит
от временных изменений температуры на охлаждаемой поверхности, были предложе-
ны в серии работ [17–23]. Отметим также еще методы аналитического решения урав-
нений неравновесной двухфазной зоны (когда в модели учитывается нуклеация и рост
кристаллов), развитые в работах [23–26].

В настоящей работе предложен метод решения нелинейных уравнений квазиравно-
весной двухфазной области, затвердевающей с постоянной скоростью, когда плот-
ность жидкой фазы определяется линеаризованным уравнением состояния (зависит
от температуры и концентрации примеси в области фазового превращения).

МОДЕЛЬ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА

Рассмотрим процесс направленной кристаллизации бинарной системы вдоль про-
странственной оси  (рис. 1). Двухфазная область располагается между чисто твердым
материалом  и чисто жидкой фазой  и имеет протяженность .
Здесь  и  обозначают время и координату межфазной границы твердый материал –
двухфазная область. Уравнения теплопроводности и диффузии примеси в области фа-
зового превращения  имеют вид:
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пределения примеси,  и  – доля твердой фазы в двухфазном регионе и коэффици-
ент наклона линии ликвидус,  и  – характерная концентрация примеси и темпе-
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ратура ликвидуса. Коэффициенты переноса в двухфазном слое запишем в соответ-
ствии с правилом смесей [27]

(4)
где  и  – плотности жидкой и твердой фаз,  и  – их теплоемкости, а  – коэф-
фициент диффузии примеси в расплаве (диффузией примеси в твердой фазе прене-
брегаем).

Плотность жидкой фазы будем описывать линеаризованным уравнением состояния
(5)

где  – характерная плотность, а  и  – коэффициенты расширения, соответству-
ющие температуре и концентрации примеси.

Граничные условия на межфазных поверхностях твердая фаза–двухфазная область
 и двухфазная область–жидкость  имеют вид [6–10]
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Здесь  и  – температуры в твердой и жидкой фазах, а  и  – концентрация при-
меси в расплаве и доля твердой фазы на границе 

Будем рассматривать процесс направленной кристаллизации при фиксированных
градиентах температуры в твердой  и жидкой  фазах, а распределение концен-
трации примеси в расплаве – моделировать стандартным уравнением диффузии при-
меси, т.е.

(8)

Отметим, что   и  считаются неизменными величинами в установившемся про-
цессе затвердевания с постоянной скоростью  Модель этого процесса кри-
сталлизации (1)–(8) является нелинейной дифференциальной моделью в частных
производных с двумя движущимися границами фазового превращения. Общих мето-
дов решения таких задач не существует, а рассматриваемый ниже метод является ори-
гинальным подходом, позволяющим получить аналитические решения модели (1)–(8).

МЕТОД РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ 
С ДВУХФАЗНОЙ ОБЛАСТЬЮ
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Вышеприведенная модель (1)–(8) при подстановке переменных (9) примет вид
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Рис. 2. Концентрация примеси в зависимости от доли твердой фазы в двухфазной области. Вертикальные
линии обозначают координату межфазной границы – твердая фаза–двухфазная область, на которой
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Подставляя в левую часть выражения (21) концентрацию примеси из решения задачи
Коши (19), (20), определим значение доли твердой фазы  на границе твердый мате-
риал–двухфазная область.
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Рис. 3. Зависимость пространственной переменной от доли твердой фазы в двухфазной области. Вертикаль-
ные линии обозначают координату межфазной границы – твердая фаза–двухфазная область, на которой
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координаты. Вертикальные линии обозначают координату межфазной границы – двухфазная область–
жидкая фаза. Концентрационные профили в жидкой фазе (точечные линии) лежат справа от вертикальных

линий при различных концентрациях примеси 

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0
0 1 2 3 4

ε 
=

 1
.0

73

ε 
=

 2
.0

31

ε 
=

 3
.0

67
cm, cl

x

σ0 = 0.25
σ0 = 0.50
σ0 = 0.75

Двухфазная
область

Жидкая
фаза

0.σ
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей статье развито теоретическое описание процесса направленной кри-
сталлизации с областью фазового превращения – двухфазной зоной. На рис. 2–4 по-
казано характерное поведение выведенных в работе аналитических решений (18)–(22).
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Поскольку решение построено в параметрическом виде (параметром является ), на
рис. 2 и 3 изображены зависимости концентрации примеси и пространственной коор-
динаты от этого параметра: с ростом  концентрация  возрастает, а  – уменьшает-
ся. При исключении параметра  можно построить зависимость концентрации при-
меси от координаты , которая показана на рис. 4. Здесь, как и ожидалось, вследствие
эффекта вытеснения примеси растущей твердой фазой,  с ростом  уменьшается.
Распределения концентрации примеси в жидкой фазе, показанные на этом же рисунке
точечными линиями, получены с помощью явной зависимости  (формула (17)).
Отметим, что концентрационные профили в двухфазной зоне  и жидкой фазе

 совпадают на межфазной границе двухфазная область – жидкость  Уве-
личение исходной концентрации  примеси в расплаве приводит к возрастанию про-
тяженности  двухфазного региона и доли твердой фазы  на границе  твердый
материал – двухфазная область. Концентрационное распределение  в твердой фазе
можно получить из выражения  вычисленное на границе  которое
возникает вследствие эффекта захвата примеси твердым материалом с коэффициен-
том распределения  Отметим, что по известному распределению концентрации при-
меси в двухфазной области можно легко получить распределение температуры с по-
мощью выражения (11). Распределения же температуры в чисто твердой и жидкой фа-
зах задаются известными температурными градиентами  и 

Важно отметить, что развитая теория может быть применена к описанию направ-
ленной кристаллизации различных веществ, встречающейся в науках о материалах и
природных процессах. Предложенный в настоящей работе метод интегрирования не-
линейных уравнений тепло- и массопереноса в двухфазной области может быть обоб-
щен на описание более сложных процессов нестационарного затвердевания или кри-
сталлизации с учетом нуклеации зародышей в метастабильной жидкости в духе ранее
развитых теорий [17–19, 24, 25].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(грант 18-19-00008).
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DIRECTIONAL SOLIDIFICATION WITH A TWO-PHASE ZONE 
WITH ALLOWANCE FOR THE DEPENDENCE OF DENSITY OF THE LIQUID PHASE 

ON TEMPERATURE AND IMPURITY CONCENTRATION

D. V. Alexandrov1, I. V. Alexandrova1, A. A. Ivanov1, I. O. Starodumov1, L. V. Toropova1

1Ural Federal University, Department of theoretical and mathematical physics, 
Laboratory of Multi-Scale Mathematical Modeling, Yekaterinburg, Russia

A quasi-stationary process of directional crystallization of a binary melt with a two-phase re-
gion has been studied theoretically. The model takes into account the dependence of the
melt density on temperature and impurity concentration. Exact analytical solutions of a
nonlinear system of heat and mass transfer equations are obtained. The impurity concentra-
tion and temperature profiles, the crystallization rate, and the fraction of the solid phase in
the two-phase region are determined. It is shown that with an increase of the initial impurity
concentration in the melt, the width of the two-phase region increases.

Keywords: phase transitions, directional crystallization, two-phase region
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