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В работе теоретически определено выражение для времени выхода на стационар�
ный режим роста вторичных ветвей дендритных кристаллов. Построены зависимо�
сти времени выхода на стационар от ростового числа Пекле и скорости роста верши�
ны для дендритов никеля и сукцинонитрила. Показано, что при высокоскоростной
кристаллизации вторичные ветви дендритов выходят на стационарный режим роста
быстрее, чем в случае низкоскоростной кристаллизации. Рост вторичных ветвей
дендритов можно практически всегда считать стационарным в случаях низкоско�
ростной, умеренной и высокоскоростной кристаллизации.
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ВВЕДЕНИЕ

Определение особенностей микроструктур затвердевающих материалов имеет важное
практическое значение [1–6]. В настоящее время экспериментальные методы позволяют
достигать больших температурных градиентов, скоростей охлаждения материалов и, сле�
довательно, высоких скоростей роста кристаллов [7]. Так, например, в пленках скорости
охлаждения могут достигать 107 K/с, в процессах лазерной закалки поверхностей образцов
температурные градиенты достигают 108 K/с, а безконтейнерные методы кристаллизации
переохлажденных капель позволяют получать переохлаждения порядка 200–400 K. В та�
ких процессах затвердевания возникают большие движущие силы, приводящие к сверх�
быстрым фазовым трансформациям метастабильных фаз [8]. Так, например, эксперимен�
тально измеренные скорости кристаллизации имеют порядок 10–1–102 м/с в переохла�
жденных каплях с помощью метода электромагнитной левитации [8, 9]. В таких
процессах время затвердевания оценивается, как 10–5–10–3 с.

Для аналитических расчетов процессов быстрого затвердевания и теоретических
оценок параметров возникающих микроструктур в дендритной и эвтектической кри�
сталлизации используются различные модели равновесного стационарного затверде�
вания [10–15]. Однако квазистационарное приближение в условиях быстрого затвер�
девания небольших образцов (пленок, капель и т.п.) является пока необоснованным и
часто оспаривается. Общепринятой точкой зрения является такой подход к квазиста�
ционару: этот режим безусловно достигается в условиях медленной кристаллизации,
но достигается ли в условиях быстрой кристаллизации [16]? Однако детальные расче�
ты режимов затвердевания показывают, что время нестационарности существенно за�
висит от от скорости границы раздела фаз и переохлаждения в затвердевающих мате�
риалах [17]. В частности, для плоской межфазной границы твердая фаза – жидкость
время нестационарности быстро уменьшается с увеличением скорости роста, достигая
значений порядка милли или микро секунд при скоростях роста порядка сантиметров
в секунду [17].
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Кроме того, на основе работы [17] можно показать, что время нестационарности
сильно увеличивается с уменьшением скоростей роста кристаллов, достигая значений
порядка секунд или даже минут для скоростей роста порядка микрометров в секунду.
Такая значительная зависимость должна иметь место не только для плоской межфаз�
ной поверхности, она должна реализовываться и для других ростовых форм кристал�
лов. Поскольку одной из основных ростовых форм кристаллов является дендритная
форма, в настоящей работе развивается аналитическое описание времени нестацио�
нарности, которое может быть сопоставлено со временем затвердевания эксперимен�
тально исследуемых образцов. Развиваемая в работе теория ограничена двухмерным
случаем (трехмерный рост может быть исследован по аналогии с предлагаемым подхо�
дом). Отметим, что многие свойства материалов сильно зависят от расстояния между
вторичными ветвями дендритов. Учитывая это в настоящей статье приведены оценки
времени нестационарности вторичных ветвей дендритов в условиях медленной и
быстрой кристаллизации.

ВРЕМЯ РЕЛАКСАЦИИ К СТАЦИОНАРНОЙ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ

Время релаксации  определяет насколько быстро скорость вершины дендрита ре�
лаксирует к своему стационарному значению [18]

(1)

Здесь введены следующие обозначения:  – амплитуда, зависящая от времени ,

 – множитель, зависящий от параметров модели,  – время релаксации теплового
детдрита к стационарному режиму роста. В настоящей работе будем рассматривать
симметричный рост дендритных кристаллов в положительном направлении  с посто�
янной скоростью  Введем мгновенное положение (координату)  фронта за�
твердевания и радиус кривизны  вершины дендрита. Ради удобства будем измерять
все длины в единицах  а время в единицах 

Отметим, что поверхность дендрита описывается параболой Иванцова [18–22]

(2)

при нулевом поверхностном натяжении.
Необходимо видоизменить это решение с помощью введения коррекционной

функции  при ненулевом поверхностном натяжении. В результате, стационарное

решение  будет иметь место, если выполняется критерий отбора

(3)

устойчивой моды кристаллизации дендрита, который определяется из теории микро�
скопической разрешимости [9–11, 23–28]. Здесь  – ростовое число Пек�

ле для теплового дендрита,  – капиллярная длина,  – коэффициент температуро�
проводности.

С теоретической и практической точек зрения важно определить действительное
время релаксации параболической поверхности дендрита к стационарному росту. Вве�
дем малую зависящую от времени коррекционную поправку  к стационарному

решению и представим  для вторичных ветвей в виде
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Зависящая от времени поправка  была определена в работе [29] на основе ВКБ
(WKB) метода

(5)

где   а  – константа порядка единицы. Возводя комплексное выра�

жение  в степень  разделяя вещественную и мнимую части соотно�
шения (5) и вводя безразмерные переменные

(6)

получим

(7)

Здесь введены следующие обозначения:

 (8)

Для определения зависимости  от ростового числа Пекле  выразим скорость 
вершины дендрита из критерия микроскопической разрешимости, выведенного для
произвольных чисел Пекле в статьях [9–11]

(9)

где  – параметр анизотропии поверхностной энергии,  – константа отбора, а

Далее, рассматривая окрестность вершины дендрита ( ) и учитывая формулы (8),
получим

 (10)

Константы, входящие в выражение (10), оцениваются таким образом:  а
 Такие оценки справедливы для теплового дендрита с параметрами: время

релаксации  с, координата  м, скорость роста  м/с.

Учитывая это, из формул (8) имеем   Выражение (10)
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Рис. 1. Зависимость времени нестационарности  от теплового числа Пекле  для сукцино�

нитрила.

τT ( )ρυ= 2g TP D

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На рис. 1 и 2 приведены расчетные данные времен нестационарности для сукцино�
нитрила (SCN) и никеля (Ni) по данным работ [9, 30–33] (теплофизические значения
параметров этих материалов выписаны в табл. 1). Построенные по формулам (9) и (10)
зависимости иллюстрируют убывание времени нестационарности с ростом числа
Пекле. При этом при достаточно больших значениях  время выхода на стационар,gP

Таблица 1

Материальные параметры сукцинонитрила (SCN) и никеля (Ni) по данным работ [9, 30–33]

Параметр Сукцинонитрил Никель

Температура плавления, TA (К) 331.233 [30] 1728 [31]

Скрытая теплота, L (Дж/м3) 4781 · 104 [30] 267 · 104 [33]

Теплоемкость, cp (Дж/(м3 К)) 208 · 104 [30] 6390 [33]

Поверхностная энергия, σ (Дж/м2) 8.9 · 10–3 [30] 0.275 [33]

Капиллярная длина, d0, (м) 2.821 · 10–9 [30] 4.92 · 10–10 [32]

Параметр анизотропии, αd (–) 0.0825 [30] 0.27 [33]

Коэффициент температуропроводности, DT (м2/с) 1.13 · 10–7 [30] 1.2 · 10–5 [33]

Константа отбора, σ0 (–) 0.1 [9] 0.191 [32]
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Рис. 2. Зависимость времени нестационарности  от теплового числа Пекле  для никеля.τT ( )ρυ= 2g TP D

Рис. 3. Зависимость времени нестационарности  от скорости роста  вершины дендрита для сукцинонит�
рила и никеля.
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становится достаточно малым. Относительно большие значения этого времени на�
блюдаются для низкоскоростной кристаллизации при малых числах Пекле. В случае
же высокоскоростного затвердевания вторичные ветви дендритов выходят на стацио�
нарный режим роста быстрее, чем в случае низкоскоростной кристаллизации. 

Из формул (9), (10) и определения числа Пекле  можно построить за�

висимость времени нестационарности  от скорости роста вершины вторичных вет�
вей дендрита  Такие зависимости для сукцинонитрила и никеля показаны на рис. 3.
Отсюда хорошо видно, что абсолютные значения времен выхода на стационарный ре�
жим роста для обоих материалов весьма малы, как в низкоскоростном, так и в высоко�
скоростном сценариях затвердевания. В целом, результаты настоящей работы свиде�
тельствуют о том, что рост вторичных ветвей дендритов можно практически всегда
считать стационарным (в случаях низкоскоростной, умеренной и высокоскоростной
кристаллизации). Развитое аналитическое описание роста дендритных структур мо�
жет быть использовано для моделирования процессов затвердевания при наличии
протяженной области фазового перехода – двухфазной зоны, где происходит эволю�
ция элементов твердой фазы в форме дендритоподобных образований [34–38].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
16�11�10095).
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Relaxation Time to the Steady<State Growth of Secondary Dendritic Branches

E. A. Titova1, D. V. Alexandrov1, P. K. Galenko1

1Ural Federal University, Mira st., 19, Yekaterinburg, 620002 Russia

In this paper, the expression for the time of reaching the stationary mode of growth of
secondary branches of dendritic crystals is theoretically determined. The dependences of the
time of transition to the stationary mode on the Peclet growth number and the tip growth
rate for nickel and succinonitrile dendrites are plotted. It was shown that during high�speed
crystallization, the secondary branches of dendrites enter the steady�state growth mode fast�
er than in the case of low�speed crystallization. The growth of the secondary branches of
dendrites can almost always be considered stationary in cases of low�speed, moderate and
high�speed crystallization.
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