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Получено общее решение задачи синтеза градиентной диэлектрической линзы с центральной сим-
метрией и внешним фокусом, которая преобразует поле точечного источника в заданное геометро-
оптическое поле. В качестве примера использования полученного решения рассмотрена задача
синтеза линзы, формирующей П-образную диаграмму направленности. Путем численного модели-
рования методом конечных элементов проведен анализ многолучевой планарной линзовой антен-
ны на основе синтезированной линзы, выполненной в виде набора диэлектрических колец, распо-
ложенных между двумя металлическими дисками.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее время возрос интерес к многолуче-

вым антеннам на основе градиентных диэлектриче-
ских линз с центральной симметрией. Интерес свя-
зан, с одной стороны, с новыми технологическими
возможностями изготовления градиентных линз, в
первую очередь 3D технологиями [1], а с другой –
с возможностями использования многолучевых
линзовых антенн для радиолокации [2] и систем
связи (http://www.precision-marketing.com/princi-
pals/matsing).

Впервые задача синтеза градиентной линзы с
центральной симметрией, фокусирующей поле
точечного источника, расположенного в одном
фокусе, в другой фокус линзы, была решена в ра-
боте [3]. При этом каждый из фокусов находится
вне или на поверхности линзы.

Случай, когда один из фокусов расположен
внутри линзы, рассмотрен в работе [4]. Линза с
полным обратным отражением плоской волны
синтезирована в работах Итона, Липмана [5]. В
работе [6] решена задача синтеза линзы без обо-
лочки с фокусом на поверхности и произвольным
выходным фронтом. В работе [7] решения задач
синтеза, полученные в работах [3, 4], обобщены
на случай линзы с оболочкой, внутри которой за-
дан закон изменения коэффициента преломле-
ния. Решения, полученные в работе [7], обобще-

ны на случай анизотропной линзы [8]. В работе
[9] решена задача синтеза линзы с концентриче-
ским зеркалом.

Цель данной работы – решение задачи синтеза
градиентной линзы с центральной симметрией и
внешним фокусом в общем случае.

1. СИНТЕЗ ГРАДИЕНТНОЙ ЛИНЗЫ
Рассмотрим задачу синтеза градиентной ди-

электрической линзы с центральной симметрией,
которая преобразует поле точечного источника,
расположенного в фокусе F вне линзы (рис. 1), в
заданное геометрооптическое поле. При этом за-
даны коэффициент преломления n(r) в оболочке
линзы ( ) и зависимость угла между лу-
чом и нормалью в произвольной точке В на выхо-
де линзы , в первом, втором
или третьем квадранте (см. рис. 1), где ϕ – угловая
координата точки выхода луча. Задача синтеза за-
ключается в определении зависимости n(r) при
0 < r < a.

Далее все размеры задачи нормируются на r0, в
связи с чем без ограничения общности будем по-
лагать r0 = 1.

В силу центральной симметрии задачи траекто-
рия луча внутри линзы состоит из двух одинаковых
кривых, симметричных относительно точки с ми-

0a r r≤ ≤

( )ψ = ψ ϕ −π ≤ ϕ ≤ π
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нимальным расстоянием (rmin) до начала коорди-
нат. Соответственно, угол входа (ψ) между луче-
вым вектором падающего фронта и нормалью на
границе линзы в точке А равен углу выхода луча
(ψ). Угол ψ монотонно возрастает при увеличении
угла α выхода луча из источника и, соответственно,
при увеличении по абсолютной величине угла ϕ.
Поэтому зависимость  допускает одно-
значное обращение , .

Из уравнения луча в центрально-симметрич-
ной среде [5] можно найти приращение угловой
координаты точки на луче в оболочке:

(1)

где  – лучевой параметр.

Половина приращения угловой координаты точ-
ки на луче внутри линзы определяется формулой

(2)

Из геометрии луча (см. рис. 1) следует

(3)

Из теоремы синусов для треугольника FAO (см.
рис. 1) следует . Учитывая, что

, , уравнение (3) приводится к
виду

(4)

где

Здесь  – новая неизвестная функция.
Как показано в [7], решение  уравнения (4),
если оно существует, монотонно возрастает от 0
до 1 при .

Вводя новые переменные  и
 и учитывая, что ,

, уравнение (4) можно привести к виду
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Полученное уравнение является интегральным
уравнением типа Абеля [10] и допускает обращение:
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Рис. 1. Геометрия луча в линзе с центральной сим-
метрией в первом (а), втором (б) и третьем (в) квад-
рантах.
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Преобразовывая интеграл и используя соотношения

находим

где

Возвращаясь к переменным r, n и учитывая, что
 , получаем

(5)

где

Для частного случая оболочки с внутренним ра-
диусом r1 = а и постоянным коэффициентом пре-
ломления n1 приращение угла (1) находится в яв-
ном виде

Для оболочки, состоящей из N слоев, где коэф-
фициенты преломления в слоях и толщины слоев
удовлетворяют условиям

можно получить

В этом случае

В работе [7] выведено условие  на ко-
эффициент преломления в оболочке, выполне-
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ние которого и обеспечивает полное использова-
ние апертуры линзы. Это условие справедливо
для произвольной линзы с центральной симмет-
рией и оболочкой и имеет вид

В частности, для оболочки из N однородных сло-
ев это условие имеет вид

Покажем, что из формулы (4) можно получить все
известные решения.

1. Подставляя выражение ϕ = arcsinh –
 в формулу (5), получаем

Эта формула совпадает с решением Моргана [7] для
линзы с двумя внешними фокусами и оболочкой.

2. Подставляя f = 1, a = 1 в формулу (5), полу-
чаем решение для линзы без оболочки с произ-
вольным выходным фронтом и фокусом на по-
верхности:

которое совпадает с известным решением Кэя [6].
Из этой формулы при ϕ = –ψ нетрудно полу-

чить формулу

которая совпадает с полученной в работе [9] для
линзы с зеркалом.

3. Подставляя f = ∞, ϕ = π – ψ в формулу (5),
получаем

Для линзы без оболочки (а = 1, Q(ρ) = 0) эта фор-
мула переходит в решение , которое
совпадает с решением Итона, Липмана [5] для от-
ражающей линзы без оболочки.
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Следует отметить, что изготовление линзы без
оболочки приводит к технологическим трудно-
стям при реализации n(r) → 1 при r → 1.

Рассмотрим в качестве примера использова-
ния полученной формулы (5) задачу синтеза мно-
голучевой линзовой антенны с оболочкой и за-
данной амплитудной диаграммой направленно-
сти (ДН) лучей.

Ограничимся задачей синтеза ДН в приближе-
нии геометрической оптики. Из закона сохране-
ния энергии для лучевой трубки можно записать

(6)
где ,  – ДН (по мощности) облучате-
ля, а  – заданная ДН линзы. Интегрируя обе
части уравнения (6), можно выразить β через α, а
из теоремы синусов для треугольника FAO (см.
рис. 1а) находим . В результате на-
ходим β(ψ) и .

Рассмотрим важный частный случай, а имен-
но синтез П-образной ДН:

В этом случае правую часть уравнения (6) можно
проинтегрировать явно и в результате получим

(7)

где

Подставляя в качестве P(α) в интеграл (7) извест-
ное [11] выражение для ДН моды Н10 из открытого
конца волновода:

(γ = h/λ, h – размер широкой стенки волново-
да, λ – длина волны в свободном пространстве),
находим ϕ(ψ). Поставляя найденную функцию
ϕ(ψ) в формулу (5), находим n(r). Результаты рас-
чета n(r) для линзы с оболочкой (а = 0.84, n = 1.2,
f = 1) приведены на рис. 2, там же для сравнения
приведена соответствующая зависимость для
линзы без оболочки.

Рассмотрим планарную конструкцию линзо-
вой антенны в виде набора концентрических ди-
электрических колец, расположенных внутри
планарного волновода, образованного двумя ме-
таллическими дисками(рис. 3), описанную в ра-
боте [12]. Для уменьшения отражения от кромок
металлических дисков и увеличения направлен-
ности антенны диски дополнены биконическим
рупором. В качестве облучателя будем использо-

( ) ( ) ,P d D dα α = β β
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21 4 sin

P −πγ α πγ α αα =
− γ α

вать открытый конец прямоугольного металличе-
ского волновода.

Для реализации найденного выше закона n(r)
определим зависимость коэффициента заполне-
ния c(r) = t(r)/d, где t(r) – толщина колец в зави-
симости от их среднего радиуса, d – период рас-
положения колец.

Для определения функции c(r) воспользуемся
формулами для компонентов тензора диэлектри-
ческой проницаемости слоистой среды, найден-
ными в работе [13]:

(8)

где a и b – толщины слоев с диэлектрическими
проницаемостями ε1 и ε2, d = a + b – период, k0 =
= 2π/λ.

Прямоугольный волновод возбуждает в пла-
нарном волноводе, образованном металлически-
ми дисками, цилиндрическую волну со структу-
рой ТЕМ-моды и вектором электрического поля,
ортогональным дискам. Поэтому мы используем
только одну компоненту тензора (ε║) в формуле (8)
для нахождения коэффициента преломления ани-
зотропной среды. Луч в этом случае является
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Рис. 2. Зависимость коэффициента преломления
линзы с оболочкой (1) и без оболочки (2) от радиуса.
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“обыкновенным”, и нет необходимости использо-
вать теорию анизотропной линзы Люнебурга [8].

Полагая заполнение между кольцами воздуш-
ным (ε2 = 1) и разрешая первое уравнение в (8) от-
носительно коэффициента заполнения, находим

(9)

где εд – диэлектрическая проницаемость матери-
ала колец.

Результаты расчета зависимости коэффициента
заполнения от радиуса с использованием фор-
мул (9) для εд =2.56, d = 2 мм и частоты 30 ГГц по-
казаны на рис. 4, там же для сравнения приведена
соответствующая зависимость для линзы без обо-
лочки.
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0
д

1 1
( ) ( ) ;

12
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1

k d c c
c r c r

rc r

− ε −= +
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Результаты моделирования ДН в Н-плоскости
планарной линзовой антенны диаметром 100 мм,
высотой 3.4 мм с семью волноводными облучате-
лями сечением 7.2 × 3.4 мм методом конечных
элементов в программной среде Ansys HFSS на
трех частотах показаны на рис. 5.

Как видно из рис. 5, ДН лучей имеет форму
трапеции с относительным уровнем пересечения
соседних лучей –0.4 дБ на частоте 27 ГГц, –1.3 дБ
на частоте 30 ГГц и –2.4 дБ на частоте 33 ГГц. При
этом абсолютный уровень пересечения лучей ме-
няется в пределах 14.4…15.0 дБ. В результате сек-
тор обзора антенны по уровню усиления 14.4 дБ
превышает 100°.

Максимальное усиление лучей растет с часто-
той от 16 до 17 дБ. При этом абсолютный уровень
пересечения лучей через один почти не зависит от
частоты и примерно равен 7.5 дБ.

Рис. 4. Зависимость коэффициента заполнения от радиуса: 1 – с оболочкой, 2 – без оболочки.
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Рис. 3. Многолучевая планарная антенна: а – продольное сечение, б – вид сверху со снятым диском.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе полученных результатов можно сде-

лать следующие выводы.
1. Полученное в общем случае решение задачи

синтеза градиентной линзы с центральной сим-
метрией и внешним фокусом описывает и обоб-
щает все известные решения.

2. Многолучевая антенна с семью облучателя-
ми на основе синтезированной планарной линзы
в виде набора диэлектрических колец обеспечи-
вает в 20%-ной полосе частот сектор обзора более
100° по уровню усиления 14.4 дБ.

3. Абсолютный уровень пересечения соседних
лучей планарной антенны слабо зависит от частоты.

4. Абсолютный уровень пересечения лучей
планарной антенны через одного практически не
зависит от частоты.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Работа выполнена за счет бюджетного финансиро-
вания в рамках государственного задания по теме
0030-2019-006.

Рис. 5. Диаграммы направленности лучей планарной антенны при θ = 90° и разных частотах: 27 (а), 30 (б) и 33 ГГц (в).
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