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Рассмотрена модель концентрации электронов в шлейфе факела ракетного двигателя (РД) и приве-
дены картины распределения плазменной частоты на примере третьей ступени межконтиненталь-
ной баллистической ракеты (МБР) Peacekeeper. Представлены картины 3D-траекторий лучей, рас-
сеянных на шлейфе факела РД МБР для частоты 0.4 ГГц. Показано, что использование алгоритма
выбора переменной интегрирования на каждом шаге и параллельных векторных вычислений повы-
шает эффективность численного электродинамического моделирования и позволяет проводить
3D-анализ неоднородной плазмы факела РД в геометрооптическом приближении.
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ВВЕДЕНИЕ
Рассеяние электромагнитных (ЭМ) волн от

плазмы факела ракетного двигателя (РД) пред-
ставляет интерес для широкого круга исследова-
телей [1–10]. Шлейф неоднородной плазмы от
факела РД ослабляет и рассеивает ЭМ-волну, что
может привести к ошибкам при передаче инфор-
мации по радиоканалу между объектом и назем-
ной антенной на активном участке траектории. В
частности, данное явление стало причиной поте-
ри телеметрии при первом запуске европейской
ракеты-носителя VEGA [4]. В работах [5, 6, 10–13]
был проведен ряд наземных экспериментов с РД
для исследования физических принципов, лежа-
щих в основе этого явления. Аналитические мо-
дели плазмы выхлопного шлейфа РД рассмотре-
ны в работах [14–19]. Данные модели позволяют
получить пространственные и частотные зависи-
мости диэлектрической проницаемости в плаз-
менном шлейфе факела РД. Полученные пара-
метры плазмы могут быть использованы при ре-
шении уравнений Максвелла [19–26].

При использовании расчетных моделей, осно-
ванных на методе конечных элементов для неод-
нородной плазмы, простой геометрической фор-
мы в работе [19] достигнуты удовлетворительные
результаты. В указанной работе выполнен 2D-
расчет для круга радиусом до 43 м и диапазона ча-
стот 0.1…10 ГГц с пространственной дискретиза-

цией , где  – длина ЭМ-волны в вакууме для
заданной частоты.

При увеличении расстояния от сопла факел РД
существенно расширяется, он обладает сложной
3D-геометрической структурой. Для решения та-
кой 3D-задачи методом конечных элементов или
конечных разностей требуются достаточно боль-
шие вычислительные ресурсы [19, 26–30].

В программном комплексе Ansys HFSS при
расчете в приближении физической оптики гра-
ничные условия задаются на поверхности объекта.
Для получения корректных результатов при рас-
чете задачи о рассеянии ЭМ-волны на факеле РД
необходимо учитывать пространственное распре-
деление диэлектрической проницаемости внутри
неоднородной плазмы в шлейфе факела РД.

При решении задачи о рассеянии ЭМ-волн от
неоднородной плазмы факела РД обратим вни-
мание на особенности геометрии задачи: размеры
области анализа, как и неоднородностей диэлек-
трической проницаемости, существенно больше
длины волны. Такая особенность соответствует
условиям применения методов геометрической
оптики [31–37]. Учитывая сказанное, воспользуем-
ся алгоритмом численного построения лучей в гео-
метрооптическом приближении, предложенным в
[33–37], который позволяет достаточно эффектив-
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но решать описанную задачу путем выбора пере-
менной интегрирования на каждом шаге.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

На рис. 1 представлена геометрия исследуемой
задачи. Центр системы координат расположен в
центре сопла ракетного двигателя [3]. Азимуталь-
ный угол  задается между проекцией вектора 
на плоскость  –  и осью абсцисс. Зенит-
ный угол  задается между вектором  и осью ап-
пликат.

Рассмотрим модель зависимости массовой плот-
ности (г/см3) заряженных частиц  в факеле
РД на примере третьей ступени тяжелой МБР
Peacekeeper, которая была предложена в [3]:

(1)

где  м – радиус выхода. Значение
параметра  определяется из следующих усло-
вий [3]:
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Значение функции  определяется соглас-
но условию [3]:

(3)

Распределение массовой плотности заряженных
частиц, задаваемое выражениями (1)–(3) осесим-
метрично относительно оси аппликат и определяет
концентрацию электронов . В плазме рассматри-
ваемого факела РД основными заряженными ча-
стицами являются электроны , частицы хлора 
и калия  [3]. Выражения для концентрации элек-
тронов запишем в следующем виде [3, 10, 20, 23]:

(4)

где  – молярная масса веществ выхлопной
струи,  – молярная доля электронов,  – чис-
ло Авогадро.

Зная концентрацию электронов, рассчитаем
плазменную частоту для модели плазмы без учета
столкновений и движения положительных ионов в
соответствии со следующим выражением [21–23]:

(5)

где  – заряд электрона,  – диэлектрическая
проницаемость вакуума,  – масса электрона.

В соответствии с (5) на рис. 2а представлено
сечение для значений плазменной частоты  в
шлейфе факела рассматриваемого РД в плоско-
сти . На рис. 2а можно выделить три области:
на расстоянии, большем 150 м от сопла, плазмен-
ная частота  принимает значения от  до
1 МГц, на расстоянии от 50 до 150 м от сопла – от
1 до 10 МГц, на расстоянии менее 50 м до сопла –
выше 1 ГГц. Рассмотрим сечение плазменной часто-
ты в области, примыкающей к соплу на расстоянии
до 4 м более детально. На рис. 2б соответствующее
сечение представлено с шагом сетки на два по-
рядка меньшим, чем на рис. 2а. Как следует из
рис. 2б, на расстоянии от 2.4 до 4 м от сопла, плаз-
менная частота принимает значения от 1 до 10 ГГц,
на расстоянии от 1.4 до 2.4 м от сопла – от 10 до
100 ГГц, на расстоянии от 1.1 до 1.4 м от сопла – от
100 ГГц до 1 ТГц, при дальнейшем приближении
к соплу плазменная частота достигает значения
10 ПГц. Распределение плазменной частоты 
симметрично относительно оси аппликат, что
следует из осесимметричности концентрации
электронов (4). Поскольку полное отражение э/м
волны от плазмы происходит на частотах меньших
значения плазменной частоты, то представленные
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Рис. 1. Геометрия исследуемой задачи: 1 – 3-я сту-
пень МБР Peacekeeper, 2 – плазменный шлейф факе-
ла РД.
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картины распределения плазменный частоты поз-
воляют оценить размеры анализируемой области
для требуемой частоты.

Отметим, что несмотря на то, что представлен-
ные результаты были получены для третьей сту-
пени тяжелой МБР Peacekeeper, они также согла-
суются с моделями распределения плазменной
частоты в факеле РД для третьей ступени япон-
ской твердотельной ракеты Mu-5, предназначен-
ной для запуска научных спутников [8, 10], поэто-
му исследуемая модель представляет интерес для
ракет подобного класса.

Для расчета распределения относительной ди-
электрической проницаемости в факеле РД при
известной плазменной частоте  и заданной ча-
стоте сигнала  воспользуемся следующим выра-
жением [20–23, 31]:

(6)

pf
f

( )21 .  pf fε = −

Введем обозначение kp для отношения квадрата

плазменной частоты  к массовой плотности за-
ряженных частиц  в факеле РД, поскольку
оно не зависит от координат и представляет собой
комбинацию фундаментальных физических кон-
стант и молярной массы компонентов топлива:

(7)

Такая величина является постоянной для выбран-
ной модели факела РД и позволяет минимизировать
число операций при вычислении распределения от-
носительной диэлектрической проницаемости, ко-
торую запишем в виде следующего условия:
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Рис. 2. Сечение для значения плазменной частоты fp в факеле рассматриваемого РД, в плоскости XOZ в области, при-
мыкающей к соплу: а – до 400 м, б – до 4 м.
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2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ЛУЧЕЙ В ПЛАЗМЕ РД С ЗАВИСИМОСТЬЮ 
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 

ОТ ТРЕХ КООРДИНАТ

Рассмотрим дифференциальные уравнения
лучей, соответствующие представленной задаче
[31, 32]. Для расчета траекторий лучей в геометро-
оптическом приближении необходимо найти ре-
шение задачи Коши для следующей системы
обыкновенных дифференциальных уравнений
[31, 32, 37]:

(9)

В [33] описан алгоритм численного решения задачи
Коши для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений четвертого порядка, описываю-
щей распространение лучей в слоистой среде с за-
висимостью диэлектрической проницаемости от
двух координат. В [37] представлена модификация
алгоритма для случая шестимерного фазового про-
странства, в котором имеется три пространственные
координаты. Такой алгоритм позволяет проводить
расчет траекторий лучей для случая зависимости ди-
электрической проницаемости от трех координат.
В работе [37] было проведено тестирование алго-
ритма на примере расчета траекторий лучей в 3D-
линзе Люнеберга. Показано, что полученное чис-
ленное решение задачи Коши для системы (9)
сходится к точному аналитическому решению с
ошибкой, соответствующей величине выбранно-
го шага сетки.

Численное решение задачи Коши для системы (9)
реализовано на языке Python с использованием
модификации алгоритма численного интегриро-
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вания с выбором переменной интегрирования на
каждом шаге, описанного в [37].

Для повышения эффективности расчетов бы-
ли предприняты следующие меры:

– операции расчета траектории выполняются
не для каждого луча поочередно, а для матрицы
лучей с использованием векторных вычислений;

– заданный набор лучей разбивается на вы-
бранное число матриц, которые рассчитываются
параллельно в многопотоковом режиме.

Время, затраченное на проведение расчета
траекторий лучей, согласно предложенной про-
граммной реализации алгоритма интегрирования
с выбором переменной интегрирования на каж-
дом шаге для области анализа 40 × 40 × 80 
представлено в табл. 1 [33–37].

3. ТРАЕКТОРИИ ЛУЧЕЙ 
В ПЛАЗМЕ ФАКЕЛА РД

Приведем результаты расчета траекторий лу-
чей, падающих на факел ракетного двигателя,
при выбранных начальных условиях [31, 32].

Рассмотрим падение плоской волны вдоль оси
абсцисс на неоднородную плазму факела РД.
Точки входа лучей расположены в плоскости,
перпендикулярной оси абсцисс, расстояние от
которой до центра системы координат составляет
–20 м, лучи расположены в узлах квадратной сет-
ки равномерно по осям ординат и аппликат. Об-
ласть входа лучей составляет от –20 до 20 м по оси
ординат и от 1 до 80 м по оси аппликат. Началь-
ные значения азимутальных и зенитных углов для
всех лучей одинаковы и составляют соответ-
ственно α = 0° и β = 90°. Расчет выполнен для ча-
стоты 0.4 ГГц.

3м  

Таблица 1. Время, затраченное на проведение расчета траекторий лучей

Процессор ОЗУ, ГБ Частота, ГГц
Объем области 

анализа, λ3 Время расчета

Intel(R) Core(TM) i7-8700K 3.70 GHz 16 0.4 303.4 тыс 3 мин 10 с

Intel(R) Xeon(R) Gold 6146 3.20 GHz

384

0.4 303.4 тыс 57 с

4 303.4 млн 51 мин 55 с

10 4.74 млрд 4 ч 5 мин 49 с
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В результате расчета траекторий лучей, падаю-
щих вдоль оси абсцисс на неоднородную плазму
факела РД для третьей ступени МБР Peacekeeper
на частоте 0.4 ГГц, можно выделить три области в
зависимости от характера рассеяния лучей. Соот-
ветствующие этим областям картины траекторий
лучей (пространственные проекции характери-
стик уравнения эйконала) [31, 33], рассеянных в
неоднородной плазме от факела РД, приведены
на рис. 3–5. Также на рис. 3а–3в–5а–5в показаны

линии уровня значений относительной диэлектри-
ческой проницаемости на исследуемой частоте.

На рис. 3 приведены картины траекторий лу-
чей с аппликатами точки выхода от 34 до 70 м,
срезы значений относительной диэлектрической
проницаемости показаны для  м. Как видно
из рис. 3, пространственные проекции характе-
ристик уравнения эйконала преломляются и уве-
личивают значение координаты по оси аппликат.

На рис. 4 приведены картины траекторий лу-
чей с аппликатами точки выхода от 10 до 30 м,

35z =

Рис. 3. Пространственные проекции характеристик уравнения эйконала на частоте 0.4 ГГц для лучей с аппликатой
точки выхода от 34 до 70 м: проекции траекторий лучей на плоскость XOZ при y = 0 (а), YOZ при х = 0 (б), XOY при z =
= 35 м и аксонометрическая проекция (г).
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срезы значений относительной диэлектрической
проницаемости показаны для  м. Как видно
из рис. 4, пространственные проекции характери-
стик уравнения эйконала в зависимости от ордина-
ты точки выхода преломляются и либо увеличива-
ют, либо уменьшают значение координаты по оси
аппликат. Из рис. 4в следует, что область значи-
тельного градиента относительной диэлектриче-
ской проницаемости расширяется и большее ко-
личество лучей преломляется.

13z =
На рис. 5 приведены картины траекторий лу-

чей с аппликатами точки выхода от 1 до 9 м, срезы
значений относительной диэлектрической про-
ницаемости показаны для  м. Относительно
плоскостей XOZ, YOZ и XOY наблюдается симмет-
ричное преломление лучей, что объясняется сим-
метричным относительно оси аппликат распре-
делением плазменной частоты. Как видно из рис. 5,
пространственные проекции характеристик урав-
нения эйконала в зависимости от ординаты точки
выхода преломляются и либо увеличивают значе-

5z =

Рис. 4. Пространственные проекции характеристик уравнения эйконала на частоте 0.4 ГГц для лучей с аппликатой
точки выхода 10 до 30 м: проекции траекторий лучей на плоскость XOZ при y = 0 (а), YOZ при х = 0 (б), XOY при z = 13 м
и аксонометрическая проекция (г).
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ние координаты по оси аппликат, либо незначи-
тельно преломляются в плоскости XOY. Луч с ор-
динатой точки выхода y = 0 полностью отражает-
ся от факела РД.

На рис. 3–5 для наглядности показаны не все
лучи, которые были рассчитаны. Для частот 4 и
10 ГГц структура траекторий лучей сохраняется,
но размеры областей, в которых наблюдается
преломление траекторий лучей (см. рис. 3–5)
уменьшаются.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассмотрена модель концен-
трации электронов в шлейфе факела РД на при-
мере третьей ступени МБР Peacekeeper. Приведе-
ны картины распределения плазменной частоты
в шлейфе факела, дифференциальные уравнения
лучей в плазме факела РД с зависимостью диэлек-
трической проницаемости от трех координат, кар-
тины пространственных проекций уравнения эйко-
нала на шлейфе факела РД для частоты 0.4 ГГц.

Рис. 5. Пространственные проекции характеристик уравнения эйконала на частоте 0.4 ГГц для лучей с аппликатой
точки выхода от 1 до 9 м: проекции траекторий лучей на плоскость XOZ при y = 0 (а), YOZ при х = 0 (б), XOY при z = 5 м
и аксонометрическая проекция (г).
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Расчет траекторий лучей на ПК с процессором
Intel(R) Xeon(R) Gold 6146 3.20 GHz и 384 ГБ ОЗУ
частоты 10 ГГц и 4.74 трлн узлов занял 4 ч 5 мин 49 с.

Для других РД разработанным программным
обеспечением может быть проведено аналогич-
ное моделирование, если будет задано соответ-
ствующее распределение плотности заряженных
частиц в плазме факела РД.

Предложенная программная реализация по-
строения траекторий лучей с выбором перемен-
ной интегрирования на каждом шаге позволяет
проводить анализ рассеяния ЭМ-волн в плазме
РД в геометрооптическом приближении для 3D-
геометрий, включая неоднородную плазму РД.

Использование алгоритма выбора переменной
интегрирования на каждом шаге и параллельных
векторных вычислений позволило повысить эф-
фективность численного электродинамического
моделирования.
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