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1. ВВЕДЕНИЕ
Алгоритм Франк–Вульфа [1], (также известен

как метод условного градиента или метод Левити-
на–Поляка [2]) – итеративный алгоритм оптимиза-
ции, который часто используется для решения задач
выпуклой оптимизации. Он был представлен Мар-
гаритой Франк и Филиппом Вульфом в 1956 году.

Алгоритм 1. Классический метод условного гра-
диента

Require: Количество итераций m, начальная точка
.

1: for  do

2:

3:
4:
5: end for

Ensure: 

Основная идея алгоритма Франк–Вульфа за-
ключается в следующем:

Алгоритм инициализируется в пределах допу-
стимого множества D. После этого начинаются

итерации алгоритма: на каждой итерации мы
приближаем целевую функцию линейной функ-
цией в окрестности текущей точки, и ищем точку
из допустимого множества, проекция которой на
направление антиградиента будет максимальной.
Эта точка задает направление шага алгоритма,
которое, вообще говоря, может не совпадать с на-
правлением антиградиента, что отличает его от
градиентного спуска.

После выбора направления движения, есть два
основных способа задать величину шага. Первый –
выбрать шаг заранее и задать функцией от номера
итерации:

(1.1)

Второй способ – техника short step rule, кото-
рая заключается в решении задачи минимизации
функции на выбранном направлении по допусти-
мому множеству на каждой итерации:

(1.2)

Подзадача линейной минимизации часто про-
ще, чем исходная задача. Алгоритм может быть
особенно полезен, когда допустимая область яв-
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ляется компактным и выпуклым множеством в
пространстве большой размерности.

В работе рассматривается приложение алго-
ритма Франк–Вульфа к решению задач на сетях,
в силу особенностей топологии не имеющих об-
щего распределяющего центра и требующих при-
менения децентрализованного алгоритма.

2. ДЕЦЕНТРАЛИЗОВАННАЯ 
ОПТИМИЗАЦИЯ

2.1. Постановка задачи

Рассмотрим произвольную систему из  уз-
лов. Узлы могут обмениваться информацией че-
рез переменную во времени сеть, каждый узел свя-
зан с некоторыми другими, может передавать и по-
лучать информацию только от них. Таким образом,
систему можно представить последовательностью
неориентированных графов , причем в
ней нет главного узла, который мог бы аггрегиро-
вать информацию. Будем требовать, чтобы на
каждой итерации граф системы оставался связ-
ным.

Будем рассматривать задачу минимизации
суммы функции:

(2.1)

Эта задача относится к задачам децентрализо-
ванной оптимизации. Каждый i-й узел хранит со-
стояние , умеет вычислять свою функцию ,
а также ее градиент  в этой точке.

Задачи такого типа имеют множество прило-
жений в областях, где ограничена или невозмож-
на аггрегация информации из-за ограничений
безопасности, архитектуры сети или размеров
данных, например, в распределенном машинном
обучении [3, 4], системах контроля мощностей [5,
6], контроле и управлении техникой [7].

2.2. Коммуникационная матрица

Важную роль в алгоритмах децентрализованной
оптимизации играет процесс консенсуса, который
реализует обмен информации между узлами.

Коммуникационная матрица [8] – это матри-
ца, используемая в этом процессе, где каждый
элемент представляет собой силу связи или вес
между двуми узлами. Коммуникационная матри-
ца является важной частью алгоритма консенсу-
са, который помогает всем узлам достичь согла-
сия относительно оптимального решения.

В процессе децентрализованной оптимизации
алгоритм консенсуса работает следующим обра-
зом:

N

=( , )t tG V E

∈ 
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ix D
i

f x f x
N

x ( )if x
∇ ( )f x

 Каждый узел начинает с начальной оценки
решения.

 Каждый узел сообщает свою оценку своим
соседям.

 Каждый узел обновляет свою оценку на ос-
нове полученной от своих соседей информации,
взвешенной согласно коммуникационной матрице.

Этот процесс повторяется до тех пор, пока все
узлы не достигнут консенсуса, то есть их оценки
не сойдутся к одному и тому же значению. Веса в
коммуникационной матрице могут быть скор-
ректированы в соответствии с потребностями си-
стемы, например, чтобы дать больший вес оцен-
кам узлов, которые известны своей большей точ-
ностью или надежностью.

На последовательность коммуникационных
матриц накладываются следующие условия:

Предположение 1. Для каждого  вы-
полняется

1. (Согласованность с графом)  if

 и .

2. (Дважды стохастичность) 
.

3. (Свойство сжатия) Найдется такое ,
что для любого  выполняется

Построение коммуникационной матрицы та-
кой, чтобы она обладала свойством сжатия, мо-
жет быть неочевидным. Приведем достаточные
условия для выполнения данного свойства. Пусть
для любого  выполняется:

1. , .

2. Для любого  выполняется .

3. Если , то , иначе .

4. Существует , такое что если , то

.

В этой работе мы будем использовать способ
выбора весов Metropolis Weights, который имеет
следующий вид:

(2.2)

•
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2.3. Построение алгоритма
Децентрализованный алгоритм Франк–Вуль-

фа строится из его классической версии [9]. Пусть
 – номер итерации, а начальная точка 

взята из допустимого множества. Напомним, что

 (где  – матрица, строками

которой являются ), тогда централизован-
ный алгоритм действует следующим образом:

(2.3)

(2.4)

где  – заданная величина шага алгорит-
ма. Заметим, что  – выпуклая комбинация 
and , которые лежат в допустимом множестве,
поэтому также принадлежит допустимому мно-
жеству. Когда шаг алгоритма задается как

, известна оценка скорости сходимо-
сти , если  является -гладкой и выпуклой
функцией. Следующим этапом будет децентрали-
зация алгоритма. Для этого необходимо заменить
централизованные значения функции и градиен-
та на их локальные приближения. Во-первых,
определим среднее координат точек:

(2.5)

и среднее градиентов в координатах узлов:

(2.6)

Эти величины понадобятся нам, чтобы оценить
скорость сходимости алгоритма. Во-вторых,
определим локальные аппроксимации этих вели-
чин, доступные для вычисления в каждом узле.

Вычисление локальной аппроксимации точки
консенсуса  называется шагом консенсуса (con-
sensus step):

(2.7)

Здесь реализуется связь соседних узлов, причем ин-
формация из несвязанных между собой узлов этими
узлами игнорируется, т.к. , .

Вычисление локальной аппроксимации гра-

диента  выполняется по другой схеме. Для
этого сначала определим вспомогательный гра-
диент:

(2.8)
После того, как каждый узел посчитает свой

вспомогательный градиент, выполняется шаг аг-
регации (aggregate step):
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(2.9)

В следующей главе приведено описание де-
централизованного алгоритма Франка−Вульфа.

3. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ
3.1. Верхняя оценка скорости сходимости

Как было указано выше, нам нужны величины
, чтобы следить, насколько результаты

consensus step и aggregation step отличаются от
среднего. Введем несколько предположений,
чтобы сделать оценку скорости сходимости алго-
ритма:

Алгоритм 2. Децентрализованный метод условно-
го градиента

Require: Начальные точки  ( ),
целевая функция F, константа гладкости .

1: for  do
2: Консенсусный шаг:

3: Шаг агрегации:

4: 
5: 

6: 
7: end for

Предположение 2. Для каждого 
функция  является выпуклой L-гладкой, т.е. для
всяких  выполняется

Предположение 3. Пусть существует ,
 неотрицательная последовательность та-

кая, что  и

(3.1)

Предположение 4. Пусть существует ,
 неотрицательная последовательность та-

кая, что  и

(3.2)
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Отметим, что для выполнения предыдущего
предположения достаточно определять коммуни-
кационную матрицу способом Metropolis Weights,
описанном в (2.2). Отсюда следует [9] следующая
оценка:

Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1,
2, 3, 4, размер шага равен , а  –
положительные константы, такие что Δpt = Cp/t,

. Тогда

(3.3)

для любых , где  – оптимальное решение за-
дачи.

Таким образом, при выполнении предположе-
ний получаем линейную оценку скорости сходи-
мости алгоритма.

Сформулируем и докажем леммы, которые га-
рантируют выполнение вышеизложенных пред-
положений. Леммы приведем в общем виде для
произвольного параметра , хотя нам по-
надобится только α = 1.

Лемма 1. Пусть  – наименьшее положи-
тельное целое число такое, что

(3.4)

Зададим шаг  в алгоритме Франк–Вульфа
для , тогда выполняется:

(3.5)

Доказательство. В доказательстве будем пи-
сать . Покажем, что

(3.6)

Заметим, что от t = 1 до  неравенство выпол-
няется, т.к.  принадлежат допустимому мно-
жеству, и его диаметр ограничен . Для шага ин-
дукции предположим, что неравенство выполня-
ется для . По определению,

Обозначим . Так как для  =

 выполняется

то получаем
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Важно отметить, что показанное выше неравенство
справедливо только для рассматриваемого шага ,
так как на каждой итерации алгоритма может ме-
няться Wt, а значит и . С другой стороны, ко-
личество случайных графов на N вершинах конеч-
но, а значит, .

В таком случае,

Здесь в  был использован тот факт, что для не-
отрицательных  выполняется

Из (3.4) получаем, что:

(3.7)

шаг индукции выполняется, тогда

(3.8)

откуда следует доказываемое утверждение.
Доказанная лемма гарантирует выполнение

условия на скорость сходимости последовательно-
сти точек, в следующей лемме рассмотрим ско-
рость сходимости последовательности градиентов.

Напомним обозначения:
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Лемма 2. Зададим шаг  в алгоритме
Франк–Вульфа для , каждая из функций 

 гладкая, тогда выполняется:

(3.9)

Доказательство. Заметим, что от t = 1 до 
неравенство выполняется, что следует из ограни-
ченности градиентов. Для шага индукции пред-
положим, что неравенство выполняется для

.
Определим вспомогательную переменную

. Тогда перепишем  =

= , а также  = , полу-

чаем, оценив  аналогично прошлому дока-
зательству:

Аналогично, определим , то-
гда правую часть (3.12) с помощью неравенства
Коши–Буняковского–Шварца можно ограни-
чить как

Кроме того, справедливо

где последнее неравенство записано с помощью
результата Леммы 5.
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Используя неравенство треугольника, оценим
еще одно слагаемое из (3.14):

Итого, получаем окончательную оценку (3.14):

Взяв корень из обеих частей неравенства, по-
лучаем:

(3.10)

И, с учетом (3.8), окончательно завершаем шаг
индукции, откуда следует (3.10).

Таким образом, теорема 1 дает нам верхнюю
оценку скорости сходимости алгоритма, а лемма 1
и лемма 2 гарантируют выполнение нужных
предположений. Осталось заметить, что для вы-
полнения условия (3.4) достаточно взять

Тогда, согласно определениям (3.5) и (3.9), полу-
чим

Получаем окончательную скорость сходимости.
Следствие 1. Для достижения точности , т.е.

для выполнения условия

(3.11a)

(3.11b)

необходимо

итераций алгоритма 2.
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Также заметим, что можно применить консен-
сусную процедуру, в которой коммуникационная
матрица Wt заменится на последовательность
матриц , где . Это позволит по-
лучить следующий результат.

Следствие 2. Для достижения точности  (см.
(3.11)) с использованием консенсусной процедуры не-
обходимо

коммуникационных шагов и

локальных вызовов линейного минимизационного
оракула на каждом узле.

3.2. Случайная коммуникационная матрица
Можно провести аналогичные рассуждения,

но в случае, когда матрица коммуникации имеет
случайное распределение. Доказательство будет
строиться на оценке отклонения от консенсуса 
и . Так как матрица является стохастической,
то во все невязки будут оцениваться по матожида-
нию. В данном разделе мы не приводим доказа-
тельства, так как они во многом повторяют часть
с неслучайной матрицей. Введем соответствую-
щие предположения.

Предположение 5. На каждом шаге алгоритма
матрица Wt является случайной и имеет распреде-
ление . Существует такое , что для любого

 выполняется

1. , .

2.  если .

3. Для любого  выполняется

Предположение 6. Пусть существует ,
 неотрицательная последовательность та-

кая, что , тогда

(3.12)

Предположение 7. Пусть существует ,
 неотрицательная последовательность та-

кая, что , тогда

(3.13)
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Сформулируем основной результат для слу-
чайной матрицы коммуникаций.

Теорема 2. Пусть выполняются предположения
2, 5, 6, 7 размер шага равен , а также
каждая из функций  выпуклая и -гладкая. Пусть

 – положительные константы, такие что
, . Тогда

(3.14)

для любых , где  – оптимальное решение за-
дачи.

Таким образом, при выполнении предположе-
ний получаем линейную оценку скорости сходи-
мости алгоритма.

Сформулируем леммы, которые гарантируют
выполнение вышеизложенных предположений.
Доказательство лемм аналогично доказатель-
ствам в разделе 3.1.

Лемма 3. Пусть  – наименьшее положительное
целое число такое, что

(3.15)

Зададим шаг  в алгоритме Франк–Вульфа
для , тогда выполняется:

(3.16)

(3.17)

Лемма 4. Зададим шаг  в алгоритме
Франк–Вульфа для , каждая из функций 

-гладкая, тогда выполняется:

(3.18)

(3.19)
Аналогично случаю с детерминированно из-

меняющейся матрицей, подытожим результаты.
Следствие 3. Для достижения точности , т.е.

(3.20a)

(3.20b)
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итераций. При использовании консенсусной
процедуры необходимо
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коммуникационных шагов и

локальных вызовов линейного минимизацион-
ного оракула на каждом узле.

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Задача лассо-регрессии (Least Absolute Shrink-

age and Selection Operator) – разновидность зада-

 ρ
  − λ ε 

2
1=

1comm
LN O

 ρ
  ε 

2

=orcl
LN O

чи линейной регрессии, метод регуляризации ли-
нейной модели (L1-регуляризация). В LASSO к
целевой функции добавляется штраф на сумму
абсолютных значений параметров модели, что
приводим к тому, что коэффициенты признаком
с наименьшей информативностью уменьшаются,
или, часто, приравниваются к нулю, что отличает
метод L1-регуляризации от классической L2-ре-
гуляризации.

Использование регуляризации позволяет про-
извести отбор наиболее важных признаков моде-
ли, сделав ее более интерпретируемой.

Ставится задача так: есть выборка из  наблю-
дений переменной, значения наблюдений запи-
саны в векторе , в матрице  – значения призна-

n

y A

Рис. 1. Синей кривой обозначен график для , оранжевым – для , и зеленым – для . Заметим, что
для всех значений вероятностей выполняется , что почти наверное гарантирует связность графа [10].
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ков, в векторе  – параметры (веса) модели, пусть
 – штраф на сложность модели.

Тогда задача выглядит следующим образом:

(4.1)

Такая постановка задачи эквивалентна задаче
минимизации квадратичного функционала на
симплексе, что упрощает ее решение.

Таким образом, действие оракула алгоритма
Франк–Вульфа для задачи LASSO можно опи-
сать таким образом: алгоритм считает градиент в
точке и двигается в сторону, противоположную
направлению наибольшей по модулю компонен-
ты градиента.

Опишем гипотезы, которые были проверены
при моделировании алгоритма. Во-первых, про-
верялась зависимость скорости сходимости алго-
ритма при степенях разреженности графа. Чтобы
это сделать, мы воспользовались моделью Эрде-
ша–Реньи генерации случайных графов, которая
заключается в том, что каждое возможное ребро
графа генерируется с вероятностью p.

x
θ

− + θ →2
2 1

1( ) = || || || || min
2LASSOF x y Ax x

− →2
2

1( ) = || || min
2LASSOF x y Ax

<1s.t.|| || .x t

Итак, для разных значений p (а значит и для
разной разреженности графов) была измерена
скорость сходимости алгоритма для одной и той
же задачи для N = 5, N = 25, N = 100 (рис. 1, 2).

Кроме того, была смоделирована ситуация,
когда граф, который инициализируется изна-
чально, не генерируется заново на каждой итера-
ции, а меняется слабо, причем количество ребер в
нем остается неизменным.

Как видно из графиков, не удается обнаружить
зависимости скорости сходимости от количества
замененных ребер.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе был рассмотрен метод
Франк–Вульфа на переменных во времени гра-
фах. С теоретической точки зрения, было рас-
смотрено два режима изменения графа: детерми-
нированная и стохастическая последователь-
ность графов. Для обоих случаев показано, что
алгоритм сходится со скоростью порядка ,
где  – номер итерации. Также были проведены
численные эксперименты, подтверждающие тео-
ретические результаты.

(1/ )O t
t

Рис. 2. Изначальный граф сгенерирован с вероятностью появления ребер .
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