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В данной работе исследовался вариант метода Франк–Вульфа для задач выпуклой оптимизации с
адаптивным подбором параметра шага, соответствующего информации о гладкости целевой функ-
ции (константа Липшица градиента). Получены теоретические оценки качества выдаваемого мето-
дом приближенного решения с использованием адаптивно подобранных параметров Lk. На классе
задач на выпуклом допустимом множестве с выпуклой целевой функцией гарантируемая скорость
сходимости предложенного метода сублинейна. Рассмотрено сужение этого класса задач (целевая
функция с условием градиентного доминирования) и получена оценка скорости сходимости с ис-
пользованием адаптивно подбираемых параметров Lk. Важной особенностью полученного резуль-
тата является проработка ситуации, при которой можно гарантировать после завершения итерации
уменьшение невязки функции не менее чем в 2 раза. В то же время использование адаптивно подо-
бранных параметров в теоретических оценках позволяет применять метод как для гладких, так и для
негладких задач при условии выполнения критерия выхода из итерации. Для гладких задач можно
доказать, что теоретические оценки метода гарантированно оптимальны с точностью до умножения
на постоянный множитель. Выполнены вычислительные эксперименты, и проведено сравнение с
двумя другими алгоритмами, в ходе чего была продемонстрирована эффективность алгоритма для
ряда как гладких, так и негладких задач.

DOI: 10.31857/S0132347423060031, EDN: GGFHZJ

1. ВВЕДЕНИЕ
Метод типа условного градиента впервые был

рассмотрен для квадратичных оптимизационных
задач на многогранниках в [1]. Принципиальное
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отличие метода условного градиента (Франк–
Вульфа) от классических методов градиентного
спуска состоит в том, что вспомогательная задача
является линейной. Это удобно для допустимых
множеств, для которых эффективно решать вспо-
могательные линейные подзадачи минимизации.
В последние годы методы условного градиента
получили широкое распространение в различных
задачах анализа данных со структурными ограни-
чениями. В этом контексте можно отметить зада-
чу регрессии LASSO, бинарную классификацию
методом опорных векторов (SVM) и др. [2].

Обзор известных к настоящему времени ре-
зультатов по методам типа условного градиента
имеется, например, в недавно вышедшей книге [3].
В частности, известно, что для выпуклых гладких
задач оптимальной оценкой скорости сходимо-

сти метода Франк–Вульфа является , а для

негладких задач метод может расходиться (см. [4],
Example 1). В данной работе предложен адаптив-
ный вариант метода Франк–Вульфа по аналогии
с работами Ю.Е. Нестерова [5]. Этот метод, по-
прежнему, оптимален для класса выпуклых глад-
ких задач. А за счет адаптивной настройки потен-
циально может быть применен и к негладким за-
дачам. Мы отправляемся от [6], где для гладких
выпуклых задач предложен метод первого поряд-
ка с адаптивным подбором параметров, соответ-
ствующих константе гладкости L целевой функ-
ции. Однако в нашей работе впервые детально
описаны результаты о теоретической оценке ка-
чества выдаваемого решения с использованием
адаптивно подбираемых параметров, включая си-
туацию, когда невязка функции уменьшается не
менее чем в 2 раза на одной итерации. Более того,
полученные результаты о качестве выдаваемого
решения с адаптивно подбираемыми параметра-
ми потенциально можно применить и к неглад-
ким выпуклым задачам, что численно проиллю-
стрировано в настоящей работе некоторыми при-
мерами.

Работа состоит из введения и трех разделов.
В первом разделе приводится постановка задачи, а
также описывается классический метод Франк–
Вульфа. Во втором разделе описывается исследу-
емый адаптивный вариант алгоритма Франк–
Вульфа, а также проводится теоретический ана-
лиз его сходимости для некоторых типов допуще-
ний о целевой функции и допустимом множестве
задачи. В третьем разделе продемонстрированы
результаты проведенных вычислительных экспе-
риментов и сделаны выводы о практической эф-
фективности предложенного алгоритма. В част-
ности, рассмотрены задачи Ферма–Торричелли–
Штейнера и о наименьшем покрывающем шаре,
которые относятся к разряду негладких, а также
приведены результаты для ряда гладких задач:

( )1O
k

минимизация взвешенной суммы квадратов ком-
понент вектора, восстановление матрицы, задача
классификаторов методом опорных векторов, а
также задача логистической регрессии.

2. ОБЩАЯ СХЕМА АЛГОРИТМА
ФРАНК–ВУЛЬФА

Будем рассматривать следующую задачу:

(2.1)

где  – выпуклое и компактное (т.е. ограничен-
ное и замкнутое) подмножество  и f – выпук-
лая (суб)дифференцируемая функция и  –
ее (суб)градиент в т. . Всюду далее x* обозна-
чает решение задачи (2.1),  – соответ-
ствующее оптимальное значение f.

2.1. Классический метод Франк–Вульфа

Классический метод Франк–Вульфа для ми-
нимизации целевой функции f порождает после-
довательность допустимых точек , соответству-
ющую алгоритму 1.

Алгоритм 1. Классический метод Франк–Вульфа
(метод условного градиента)

Require: Количество итераций , начальная точ-
ка .

1: for  do

2: Выбрать некоторое ,

3: ,
4: ,
5: end for

Ensure: .

На k-й итерации метод выдает точку, миними-
зирующую cкалярное произведение  (g – век-
тор) на допустимом множестве  вида

(2.2)

и направление спуска определяется как

(2.3)

В частности, обновление в п. 4 листинга алгорит-
ма 1 может быть записано в виде

В дальнейшем нам понадобится следующее
определение.

∈
( ),min

x Q
f x

Q
R

n

∇ ( )f x
∈х Q

* := ( *)f f x

kx

N
∈0x Q

−= 0,1, , 1k N

α ∈ [0,1]k

∈ ∇= arg { ( ) }min x Qk ks f x x

+ − α + α1 = (1 )k k k k kx x s

Nx

g z

Q

∈
∈LMO ( ) arg min ,Q

z Q
g g z

− ∈ ∇= := , LMO ( ( )).FW
k k k k k Q kd d s x s f x

+ + α − + α1 = ( ) = .k k k k k k k kx x s x x d
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Определение 1. Дифференцируемая функция
 называется L-гладкой (L > 0) относи-

тельно некоторой нормы , если для любых 

(2.4)

Для выпуклых функций условие (2.4) эквива-
лентно тому, что f имеет L-липшицев градиент
[3], т.е. для двойственной к  нормы  верно

2.2. Известные стратегии выбора
параметра шага

Напомним известные правила выбора пара-
метра шага  для алгоритма Франк–
Вульфа 1 (см., например, [2]).

1. Убывающий шаг

(2.5)

Это правило часто используется.
2. Точный линейный поиск

(2.6)

где шаг  выбирается минимизацией ϕ.
3. Шаг Армихо: при этом подходе итеративно

сокращается размер шага, чтобы гарантировать
достаточное снижение целевой функции. Он
представляет собой хороший способ заменить точ-
ный линейный поиск в тех случаях, когда он ста-
новится слишком дорогостоящим. На практике
устанавливаются параметры  и ,

затем пробуются шаги ,

(2.7)
и устанавливается αk = α.

4. Шаг, который определяется константой
Липшица градиента целевой функции.

(2.8)

где  – константа Липшица . Размер соответ-
ствующего шага может рассматриваться как резуль-
тат минимизации квадратичной модели , пе-
реоценивающей f  вдоль прямой ,

где последнее неравенство следует из стандарт-
ной леммы о спуске. Интерес такого выбора шага

→ R:f Q
⋅ ∈,x y Q

− ∇ −  + −<
2( ) ( ) ( ), || || .

2
Lf y f x f x y x y x

⋅ ⋅ *
∇ − ∇ − ∀ ∈<|| ( ) ( )|| || || , .*f x f y L x y x y Q

α ∈ [0,1]k

α ∀
+

>2= 0.
2k k

k

α∈ α
α ϕ α

ϕ α + α
max[0, ]

= arg min ( ),

где ( ) := ( ),
k

k

k kf x d
α

δ ∈ (0,1) γ∈(0,1/2)

α = δ αmaxm
k

+ α + γα∇<( ) ( ) ( ) ,k k k k kf x d f x f x d

 ∇α α − α 
 

max
2

( )= ( ) := min , ,
|| ||

k k
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k
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L d



L ∇f

⋅( ; )km L
+ αk kx d

α + α∇ +
α+ + α>

2
2
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|| || ( ),
2

k k k k
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для метода Франк–Вульфа заключается, в част-
ности, в возможности предложить достаточные
условия убывания на итерации невязки по функ-
ции не менее чем в 2 раза.

3. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
АДАПТИВНОГО ВАРИАНТА АЛГОРИТМА 

ФРАНК–ВУЛЬФА
3.1. Слyчай выпyклых задач

Отталкиваясь от правила выбора шага (2.8),
рассмотрим адаптивный вариант алгоритма
Франк–Вульфа (см. алгоритм 2 ниже). Его отли-
чительная особенность – подбор “локальных” зна-
чений параметров  посредством проверки неко-
торых неравенств на итерациях метода.

Алгоритм 2. Адаптивный метод Франк–Вульфа

Require: Количество итераций N, начальная точка
 .

1: for  do

2: .

3: .

4: .

5: .

6: if  then

7: if . 

then
8:  ,
9:  .
10: else
11:   и переходим к п. 4
12: end if
13: else

14: if f(xk + dk) ,

then
15: ,
16: .
17: else
18:   и переходим к п. 4
19: end if
20: end if
21: end for

Ensure: .

kL

∈0 ,x Q −1 > 0L
−= 0,1, , 1k N

−1=
2
k

k
LL

{ }∈ ∇= arg min ( )k x Q ks f x x

−=k k kd s x

 ∇θ − 
 

2
( )= min ,1

|| ||
k k

k
k k

f x d
L d



θ < 1k

∇+ θ −
2

2
( ( ) )( ) ( )

2 || ||
k k

k k k k
k k

f x df x d f x
L d

<


α θ:=k k

+ + α1 =k k k kx x d

= 2k kL L

+ ∇ + 2( ) ( ) || ||
2

k
k k k k

Lf x f x d d<


α := 1k

+ + α1 =k k k kx x d

= 2k kL L

Nx
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Замечание 1. Если f имеет L-липшицев градиент
и , то из ([2], Lemma 1) ясно, что .

Замечание 2. Пусть f имеет L-липшицев гради-
ент и на шаге k было осуществлено  проверок нера-
венства из п. 7 или п. 14. Тогда при условии 
для алгоритма 2 в силу замечания 3.1 имеет место
следующий факт:

Таким образом, общее количество проверок нера-
венства из п. 7 или п. 14 после N итераций алгорит-
ма 2 составляет .

Приведем теоретические результаты о сходи-
мости алгоритма 2.

Рассмотрим следующий параметр (см., напри-
мер, [2]), который часто рассматривают в каче-
стве меры сходимости, известный как зазор двой-
ственности:

(3.1)

Этот параметр всегда неотрицателен и равен
нулю только в стационарных точках f. Если f –
выпуклая функция, то, используя, что  – это
субградиент, мы достигаем следующего:

(3.2)

Поэтому  – это верхняя граница зазора опти-
мальности в точке x. Отметим, что  – это
частный случай зазора двойственности Фенхеля.

Докажем вспомогательную лемму, приводя-
щую к достаточным условиям убывания на итера-
ции алгоритма невязки по функции не менее чем
в 2 раза.

Лемма 1. Если f – выпуклая функция и в алгорит-
ме 2  и , то при любых 

(3.3)

Доказательство. Если , тогда по опреде-
лениям (2.3) и (3.1) верно, что

(3.4)

где последнее неравенство верно в связи с пред-
положением, что , а значит, . Из ли-
стинга алгоритма 2 следует, что при  верно
следующее:

− <1 2L L < 2kL L

ki
− <1 2L L

−

+ + +
   + + + + =  

  





0 1

1
2 2

0 1

=

= 2 2log log
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+ +
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1 2
2

0 1 1
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0 0

= 2 log
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( )O N
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s Q
G x f x x s

∇ ( )f x

− ∇ − −> >( ) ( ) ( *) ( ) * .G x f x x x f x f

( )G x
( )G x

α = 1k = FW
k kd d > 0k

+ − −<
2

1
1( ) * min( || || , ( ) *).
2k k k kf x f L d f x f

α = 1k

−∇ >
2( ) = ( ) || || ,k k k k kG x f x d L d

α = 1k θ > 1k

α = 1k

(3.5)

Учитывая определение  и выпуклость f, полу-
чаем

Отсюда, ввиду (3.5), верно, что

На базе неравенства (3.5) имеем

(3.6)

где в первом неравенстве было использовано
(3.4), а во втором .  

Сформулируем теперь основной результат
данного раздела.

Теорема 1. Пусть f – выпуклая функция. Тогда
для алгоритма 2, при любых  верно

(3.7)

Если , то

(3.8)

Доказательство. Докажем (3.7) индукцией по
k. Для k = 0 и  по лемме 3.1 верно, что

Если , то

Таким образом, базис индукции верен. Из (3.3)
очевидно, что для всех k, таких, что , шаг
индукции выполняется. Если , то

+ − + −

− + ∇ +

<

<

1

2
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k
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Если , то .

Отсюда, с учетом , получим

оценку

Если , то ,

откуда

Неравенство (3.8) непосредственно вытекает
из (3.3).  

Замечание 3. Если при некотором фиксирован-
ном  верно  , то

(3.9)

где

Доказательство. Неравенство (3.9) получается
также индукцией по k. Для  неравенство три-
виально выполняется. Таким образом, базис ин-
дукции верен.

При  шаг индукции очевидным образом
следует из (3.8). Если же , то, применяя ин-
дуктивное допущение (соответствующую оценку
для ), получим

Таким образом, шаг индукции выполняется, что
завершает доказательство (3.9).
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Отметим еще пару замечаний, описывающих
потенциально возможные ситуации гарантиро-
ванного уменьшения невязки по функции не ме-
нее чем в 2 раза.

Замечание 4. Из (3.7) и (3.8) следует тот факт,
что если последние m итераций ( ) верно, что

, то

Замечание 5. Также примечательно отметить
факт, что если на  итерациях алгоритма 2
верно , то

Это следует из (3.8) и того, что при 

Заметим, что полyченные оценки в (3.8), а также
в замечаниях 4 и 5 являются отличительными
особенностями предлагаемого в нашей работе
подхода по сравнению с известными вариантами
методов Франк–Вульфа [3] при других подходах к
выбору шагов.

Если предыдущие результаты для выпуклых
задач дают только гарантии сублинейной скоро-
сти сходимости для выпуклых задач, то следую-
щий подраздел посвящен более узкому классу за-
дач, для которых можно установить сходимость
предлагаемой адаптивной модификации метода
Франк–Вульфа со скоростью геометрической
прогрессии.

3.2. Слyчай выпуклой целевой функции, 
удовлетворяющей условию градиентного 

доминирования
Допустим, что помимо выпуклости целевая

функция удовлетворяет условию градиентного
доминирования Поляка–Лоясиевича. Оно введе-
но Б.Т. Поляком в 1963 году в качестве условия
(не требующего сильной выпуклости) достаточ-
ного для доказательства глобальной линейной
скорости сходимости градиентного спуска [7], и
является частным случаем неравенства С. Лояси-
евича [8]. Напомним соответствующее понятие.

Определение 2. Дифференцируемая функция f
называется c-градиентно доминируемой для неко-
торой константы , если для всех x и y из ее об-
ласти определения верно следующее неравенство:
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Среди примеров таких функций можно отме-
тить сильно выпуклые функции, а также задачу
логистической регрессии на любом компакте [9].
Для дальнейшего изложения нам понадобится
еще одно определение.

Определение 3. Зазором оптимальности функ-
ции  в точке  называется

Далее, приведем утверждение, позволяющее
доказать основную теорему параграфа.

Предложение 1. Пусть  – компактное
выпуклое множество диаметра  и f – дифферен-
цируемая выпуклая функция. Если существует ра-
диус , такой, что , где x* – точка
минимума f, то для всех  верно

где .

Доказательство этого утверждения можно
найти в [3].

Теорема 2. Пусть  – компактное выпуклое
множество диаметра , а f – выпуклая -гради-
ентно доминируемая функция. Пусть также суще-
ствует точка минимума f  во внутрен-
ности Q, т.е. существует радиус , такой, что

. Тогда для алгоритма 2 при любых
 верно

(3.10)

где

Доказательство. Рассмотрим случай с .
Применяя предложение 3.2 с  и  и
учитывая, что итерация алгоритма 2 заканчивает-
ся тем, что выполняется неравенство из п. 7, для
всех  получим

Отсюда перегруппировкой слагаемых получим:
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(3.11)

Утверждение теоремы теперь получается комби-
нацией результатов (3.8) и (3.11) и очевидной ин-
дукции по .

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для демонстрации производительности пред-

ложенного алгоритма 2 были проведены числен-
ные эксперименты для ряда задач, как гладких,
так и негладких. Как правило, метод условного
градиента может не сходиться для негладких за-
дач. Однако благодаря адаптивному подбору па-
раметров  в некоторых случаях алгоритм 2 рабо-
тает, и тогда становятся применимы результаты
приведенных в данной работе теоретических ре-
зультатов. Все вычисления были реализованы на
Python 3.10.12 с помощью сервиса Google Colabo-
ratory. Визуализация выполнялась с помощью
библиотеки для визуализации данных Matplotlib.
Для всех графиков масштаб осей был сделан лога-
рифмическим.

1) Первый из рассматриваемых примеров есте-
ственно связан с хорошо известной задачей Фер-
ма–Торричелли–Штейнера. Для этой задачи це-
левая функция имеет следующий вид:

(4.1)

В качестве допустимого множества Q для этой
задачи используются следующие множества:

• -шар с центром в  и радиусом ,
то есть

• -шар ( ) с центром в  и ради-
усом , то есть

Точки , выбирались случайным
образом с нормальным (гауссовским) распреде-
лением с центром 0 и стандартным отклонением,
равным 1. На -шаре для  и r = 500 адап-
тивный алгоритм 2 показал лучшую сходимость и
сошелся к значению , в то время как
алгоритм с убывающим шагом сошелся к значе-
нию . Для  и r = 10 оба алгорит-
ма показали примерно одинаковую эффектив-
ность. На -шаре адаптивный алгоритм 2 дости-
гает хорошего качества приближенного решения
всего за несколько итераций, в то время как алго-
ритм с убывающим шагом показал гораздо более

+
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медленную сходимость. На -шаре алгоритмы
показали примерно одинаковый результат. Одна-
ко можно отметить, что на первых итерациях
адаптивный алгоритм сработал лучше (рис. 1).

2) Вторая задача естественно связана с хорошо
известной задачей о наименьшем покрывающем

∞ шаре. Для этой задачи целевая функция имеет
следующий вид:

(4.2)

Точки  , выбирались случай-
ным образом с нормальным (гауссовским) рас-

−
< <

2
21

( ) = max || || .kk N
f x x A

∈ R ,n
kA = 1, ,k N

Рис. 1. Результаты эксперимента для целевой функции (4.1) на (сверху вниз)  и -шаре с , r = 10 (слева)
и  r = 500 (справа).
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пределением с центром 0 и стандартным отклоне-
нием, равным 1. Для функции (4.2) на всех рас-
смотренных вариантах допустимых множеств
адаптивный алгоритм на начальных итерациях
сходится быстрее алгоритма с убывающим ша-
гом, однако затем останавливается, так как для
выхода из итерации константа  становится на-
столько большой, что шаг  становится равным
машинному нулю (рис. 2).

3) Теперь для следующей гладкой функции

(4.3)

где  , мы увидим оценку (3.10).
Коэффициенты  выбраны равновероятно
среди чисел 1, 2, …, 10. Результаты представлены
на рис. 3.

4) Следующая задача заключается в восстанов-
лении малоранговой матрицы из разреженного
набора наблюдаемых матричных входов ,

kL
αk

+2 2
1 1( ) = ,n nf x a x a x

> 0ia ∀ = 1, ,i n
1, , na a

∈( , ){ }ij i j JU

где . Таким образом, зада-
ча может быть сформулирована следующим обра-
зом:

(4.4)

где

Здесь параметр  характеризует предположе-
ние о ранге восстанавливаемой матрицы. На
практике для упрощения ограничение на ранг
матрицы заменяется ограничением на ядерную
норму матрицы, где ядерная норма  матрицы
X равна сумме ее сингулярных значений. Таким
образом, мы получаем следующую задачу выпук-
лой оптимизации:

(4.5)
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×∈ ∈
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f X X U

Рис. 2. Результаты эксперимента для целевой функции (4.2) на -шаре (наверху слева направо) и -шаре (внизу)
с  r = 500.
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где .

Допустимое множество представляет собой
выпуклую оболочку матриц единичного ранга

Подробнее про задачу см. [10].
Эксперименты были проведены на сгенериро-

ванных данных, а также на датасете MovieLens,
который представляет из себя матрицу оценок
пользователями фильмов [11].

Искусственные данные были сгенерированы в
соответствии с моделью , где
элементы матриц ,  и 
выбраны случайным образом с нормальным рас-
пределением с матожиданием 0 и стандартным
отклонением, равным 1, а скалярные параметры

,  отвечают за соотношение сигнала и шума

(SNR), а именно: , а ω2 := ,

где  обозначает норму Фробениуса матрицы, а
именно: для матрицы A размера  ||A||F =

. Множество наблюдаемых элементов

 было получено с использованием равномерно-
го случайного сэмплирования элементов с веро-
ятностью p, где p – это желаемая доля наблюдае-
мых элементов. Для эксперимента было выбрано

, n = 200. Используемый датасет Mov-
ieLens состоит из 647 строк, соответствующих
пользователям и 9300 столбцов, соответствующих
фильмам, однако для ускорения вычислений бы-
ли выбраны только первые 1500 столбцов. На
описанной задаче для сгенерированных данных
при различных значениях параметров адаптив-
ный алгоритм 2 продемонстрировал лучшую ско-
рость сходимости, чем неадаптивный вариант с
постоянным L, и показал примерно одинаковую
эффективность с алгоритмом с убывающим ша-
гом (рис. 4). А на датасете с фильмами адаптив-
ный алгоритм 2 продемонстрировал лучшую ди-
намику, чем неадаптивный алгоритм с убываю-
щим шагом, и сошелся к значению ,
в то время как алгоритм с убывающим шагом со-
шелся к значению , а неадаптивный
к  (рис. 5).

5) Следующий пример связан с методом опор-
ных векторов. Методы опорных векторов пред-
ставляют собой важный класс инструментов ма-
шинного обучения (подробнее, например, тут
[12]). Дан размеченный набор точек, обычно на-
зываемый тренировочным набором,
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≈ 28635.68f
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(4.6)

Метод опорных векторов состоит в нахождении
линейного классификатора , такого, что
метка  может быть выведена с “наибольшей уве-
ренностью” из . Выпуклая квадратичная
формулировка этой задачи следующая [13]:

(4.7)

где

и  может быть тогда и только тогда, когда су-
ществует точный линейный классификатор, то
есть такой, что . Двойственная к
(4.7) снова является стандартной задачей квадра-
тичного программирования:

(4.8)

где , а  – единичный -мер-
ный симплекс, определяемый как

В качестве данных для эксперимента использо-
вался датасет из Национального института диабе-
та, заболеваний органов пищеварения и почек,
который представляет из себя набор некоторых
медицинских измерений для каждого пациента и
бинарную целевую переменную – информацию о
наличии у пациента диабета [14]. На этой задаче
адаптивный алгоритм 2 показал сyщественно
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Рис. 3. Оценка (3.10) для целевой функции (4.3) на
-шаре (единичный шар) с .
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лучшую динамику, чем два других алгоритма, и
примерно за 500 итераций сошелся к значению

, в то время как алгоритм с убывающим
шагом за 100000 итераций сошелся лишь к значе-
нию , а неадаптивный алгоритм – к

 (рис. 6).
6) Наконец, рассмотрим задачу обучения ло-

гистической регрессии для задачи классифика-
ции. Ей соответствует целевая функция эмпири-
ческого риска с бинарной кросс-энтропией в ка-
честве функции потерь:

(4.9)

в которой  имеет смысл предсказания
моделью логистической регрессии, параметризо-
ванной весами , целевой переменной,

≈ 0.01f
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− + − −

+ − 
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Рис. 4. Результаты эксперимента для целевой функции (4.4) с (слева направо) , r = 10,  ;
, r = 10, , ; , , , ; , r = 3, , .
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Рис. 5. Результаты эксперимента для целевой функ-
ции (4.4).
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переменной для i-го объекта, m – число объектов
в наборе данных. В качестве дополнительного
ограничения, накладываемого на w, требуется вы-
полнение условия , , которое назы-
вается регуляризацией Иванова и эквивалентно

∈ 2( )w B r > 0r

-регуляризации Тихонова [15]. В качестве набо-
ра данных для этого эксперимента использовался
a1a из библиотеки LibSVM [16].

Для этой задачи адаптивный алгоритм 2 позво-
ляет достигнуть решения задачи с точностью до
неустранимой машинной погрешности за суще-
ственно меньшее число итераций, чем неадап-
тивный алгоритм (левая часть рис. 7). Как можно
видеть из графика адаптивно выбираемых значе-
ний параметра  (правая часть рис. 7), чем ближе
текущая точка к решению задачи, тем чаще удает-

ся установить  равным , вследствие чего гаран-

тировать уменьшение невязки по функции вдвое
при соответствующем шаге и ускорить прибли-
жение к решению. Свобода выбрать более эффек-
тивный коэффициент  на i-той итераций появ-
ляется благодаря адаптивности алгоритма 2.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье исследован адаптивный вариант ме-
тода Франк–Вульфа для задач выпуклой мини-
мизации. Его сходимость была обоснована с точ-

2

αi

αi
1
2

αi
Рис. 6. Результаты эксперимента для целевой функ-
ции (4.8).
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Рис. 7. Результаты эксперимента для целевой функции (4.9) на -шаре с , , r = 1 (сверху) и r = 5 (снизу).
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ки зрения адаптивно подбираемых параметров,
соответствующих константе Липшица градиента.
Детально проанализирован случай, когда на ите-
рациях алгоритма возможно теоретически гаран-
тировать уменьшение невязки не менее чем в два
раза. Для выпуклых гладких задач возможно до-
казать гарантии сходимости метода с оптималь-
ной cублинейной скоростью. Сходимость метода
со скоростью геометрической прогрессии для ме-
тода Франк–Вульфа возможна, как известно, при
дополнительных предположениях о целевой
функции или допустимом множестве. Соответ-
ственно, в статье получены также оценки скоро-
сти сходимости предлагаемого алгоритма с адап-
тивно подбираемыми параметрами  в ситуа-
ции, когда помимо выпуклости предполагается,
что целевая функция удовлетворяет условию гра-
диентного доминирования.

Проведенные эксперименты показали, что
адаптивный алгоритм 2 может приводить к луч-
шим результатам по сравнению со стандартным
шагом, зависящим от константы Липшица гради-
ента целевой функции для рассмотренных типов
выпуклых гладких задач. Из результатов экспери-
ментов также видно, что зачастую адаптивный
алгоритм не уступает в эффективности классиче-
скому алгоритму с убывающим шагом, а часто ра-
ботает намного эффективнее него, причем как
для гладких, так и для негладких задач. Так
полyчилось, например, для задачи Ферма–Тор-
ричелли–Штейнера, являющейся негладкой, для

-шара с ,  и -шара с ,
 и , r = 10. А в некоторых случаях,

как, например, в задачах, связанных с методом
опорных векторов или логистической регресси-
ей, которые являются гладкими, адаптивный ал-
горитм сходится на порядок быстрее классиче-
ского алгоритма.
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In this paper, a variant of the Frank–Wolfe method for convex optimization problems with adaptive selection
of the step parameter corresponding to information about the smoothness of the target function (the Lip-
schitz constant of the gradient) was investigated. Theoretical estimates of the quality of the approximate solu-
tion given out by the method using adaptively selected parameters L_k are obtained. On a class of problems
on a convex feasible set with a convex objective function, the guaranteed convergence rate of the proposed
method is sublinear. The special subclass of such problems is considered (the objective function with the con-
dition of gradient dominance) and estimate of the convergence rate using adaptively selected parameters L_k
is obtained. An important feature of the obtained result is the elaboration of a situation in which it is possible
to guarantee, after the completion of the iteration, a reduction of the discrepancy in the function by at least 2
times. At the same time, the use of adaptively selected parameters in theoretical estimates makes it possible
to apply the method for both smooth and non-smooth problems, provided that the exit criterion from the it-
eration is met. For smooth problems, it can be proved that the theoretical estimates of the method are guar-
anteed to be optimal up to multiplication by a constant factor. Computational experiments were performed,
and a comparison with two other algorithms was carried out, during which the efficiency of the algorithm was
demonstrated for a number of both smooth and non-smooth problems.
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