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В статье представлен оригинальный пакет для исследования численных решений обыкновенных
дифференциальных уравнений, встраиваемый в систему компьютерной алгебры Sage. Этот проект
направлен на более тесную интеграцию численных и символьных методов и прежде всего преследу-
ет цель создания удобного инструмента для работы с численными решениями в Sage. В этом пакете
определено два новых класса – начальные задачи и приближенные решения. Внутри первого класса
определены инструменты для символьных вычислений, связанных с начальными задачами, внутри
второго – инструменты для интерполяции значений символьных выражений на приближенном ре-
шении и оценивания ошибки по методу Ричардсона. Затем кратко описана реализация метода Рун-
ге–Кутты, главная особенность которой – возможность работы с произвольными таблицы Бутчера
и произвольными числовыми полями.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Ввиду востребованности интегрирования диф-

ференциальных уравнений при решении приклад-
ных задач первые интеграторы были созданы на
заре появления компьютерной техники [1]. Чис-
ленные интеграторы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ), находящиеся сейчас
во всеобщем употреблении, были разработаны в
1980-х годах. Ряд удачных разработок был относи-
тельно недавно переписан на python и доступен в
библиотеке SciLab [2]. Среди многочисленных аль-
тернатив этому собранию, следует выделить проект
nodepy (https://github.com/ketch/nodepy),
позволяющий проводить компьютерные экспери-
менты со схемами высокого порядка [3].

При сравнении разностных схем внимание ис-
следователей всегда было сосредоточено на коли-
чественной близости точных и приближенных
решений, а вопрос о сохранении качественных
свойств точного решения до сих пор остается не-
достаточно изученным. Заманчивая возможность
“определить характер динамического процесса с
использованием только грубых вычислений с
большим шагом сетки” по симплектической схе-
ме была отмечена в [4]. В теории дифференциаль-

ных уравнений в частных производных дискретиза-
ции, наследующие некоторые свойства дифферен-
циальных уравнений, называются миметическими
(mimetic), то есть подражающими [5, 6]. Поэтому
представляется целесообразным рассматривать
разработку новых разностных схем в контексте
концепции наследования алгебраических и каче-
ственных свойств динамических систем, разуме-
ется, уточняя саму концепцию подражания.

Исторически первым был выделен класс схем
Рунге–Кутты, сохраняющих симплектическую
структуру гамильтоновых динамических систем.
Из общих соображений можно было бы ожидать,
что сохранение симплектической структуры долж-
но иметь следствием сохранение всех алгебраиче-
ских интегралов движения, однако оказалось, что
сохраняются точно только линейные и квадратич-
ные интегралы [7]. Можно конструировать раз-
ностные схемы, сохраняющие все алгебраические
интегралы движения динамической системы,
напр., задачи многих тел, однако при этом прихо-
дится жертвовать гамильтоновой структурой [8, 9],
а можно – схемы, сохраняющие свойство обрати-
мости исходной динамической системы [10].
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Инструменты, необходимые для проектирова-
ния и исследования алгебраических свойств та-
ких схем, уже имеются в системах компьютерной
алгебры. Однако сами эти системы предоставля-
ют весьма бедный инструментарий для работы с
приближенными решениями, поскольку этот во-
прос традиционно относится к численным мето-
дам. Напр., в Sage [11] по умолчанию доступен
один единственный численный метод решения
ОДУ – метод Рунге–Кутты 4-го порядка с посто-
янным шагом. При этом сама реализация, оче-
видно, не писалась специально для Sage, по-
скольку она не позволяет менять поле, над кото-
рым ведутся расчеты.

В настоящей статье представлен оригиналь-
ный пакет fdm, встраиваемый в систему компью-
терной алгебры Sage. Наша цель – создать удоб-
ный инструмент для численно-аналитического
исследования разностных схем, хорошо интегри-
рованный с алгебраическим инструментарием.

2. ОПИСАНИЕ НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
В известных нам системах задание начальной

задачи и отыскание ее приближенного решения
выполняется в одно действие. Такой подход пре-
пятствует четкому разделению корректно постав-
ленной математической задачи и метода ее реше-
ния. Поэтому в нашем пакете начальная задача
описывается отдельно от метода ее решения как
элемент специально созданного для этого класса
Initial_problem. Начальная задача

(2.1)

на отрезке  описывается списком [x, f, ,
T], где  – список используемых пе-
ременных,  – список правых частей,
элементы которого являются символьными вы-
ражениями,  – список начальных
данных, и T – конечное время. Начальные задачи
рассматриваются как элементы класса Ini-
tial_problem.

Напр., начальная задача

(2.2)

на отрезке  описывается так:
var(“t,x1,x2”)
pr1=Initial_problem([x1, x2], [x2, –x1],
[0,1], 10)
В нашей системе независимая переменная всегда
обозначается как  и интерпретируется как время,
за начальный момент всегда принимается t = 0.
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Это соглашение позволяет использовать в аргу-
ментах Initial_problem списки одной длины.
В стандартной реализации метода Рунге–Кутты в
Sage эти списки отличаются, что является источ-
ником многочисленных опечаток при ее исполь-
зовании.

Начальные условия  и конечный мо-
мент времени  являются “числами”, однако с
точки зрения компьютерной алгебры обычно они
задаются символьными выражениями, которые
можно преобразовать в элемент поля веществен-
ных чисел . Напр., в качестве начального значе-
ния может быть использован и , и sin1. Преоб-
разование в десятичные дроби такого рода выра-
жений вносит ошибку округления и поэтому в
нашей системе делается на стадии отыскания
численного решения.

Функция latex, определенная в этом классе,
возвращает начальную задачу в нотации LaTeX,
что очень удобно для проверки корректности за-
дания задачи.

Выделение начальных задач в особый класс
позволило реализовать внутри этого класса вы-
числение в символьном виде ряда полезных для
пользователя конструкций. Дело в том, что не
зная решения начальной задачи, мы можем вы-
числить в символьном виде полную производную
по  любого символьного выражения , зависяще-
го явно от , многочлен Тейлора для этой функ-
ции, кривизну интегральной кривой в заданной
точке и т.п. Приведем несколько примеров.

Для начальной задачи (2.2) полная производ-
ная функции  вычисляется так:
pr1.diff(x1^2+x2^2)
В данном случае возвращается нуль. Разложение
в ряд Тейлора функции  до членов второго
порядка вычисляется так:
pr1.taylor(x1^2,2)

Здесь  – центр разложения. Кривизна инте-
гральной кривой в точке  вычисляется так:
pr1.curvature()

В будущем мы планируем интегрировать в этот
класс инструменты для отыскания рациональных
интегралов, используя программное обеспечение
для Sage, созданное в рамках диссертационного
исследования Юй Ин [12].

Для генерации начальной задачи тоже можно
использовать символьные вычисления, что осо-
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бенно удобно в случае, если тел действительно
много.

3. ИНСТРУМЕНТЫ ДЛЯ РАБОТЫ С 
ЧИСЛЕННЫМИ РЕШЕНИЯМИ 

НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
Численное решение задачи (2.1) выполняется

над некоторым полем. Условимся обозначать по-
ле, над которым мы работаем, как . По умолча-
нию в качестве такого используется стандартная
реализация поля вещественных чисел  как мно-
жества десятичных дробей с плавающей запятой
и фиксированным количеством бит, используе-
мых для представления мантиссы. Как уже отме-
чалось выше, пользователь не обязан задавать на-
чальные условия как элементы этого класса, но
система должна иметь возможность преобразо-
вать начальные условия в элементы поля .

Численное решение задачи (2.1) представляет
собой список точек, каждый элемент которого –
список координат точек решения: первым идет
значение , а затем  в том порядке, в кото-
ром они идут в . Здесь используется тот же фор-
мат списка, что и в стандартной реализации мето-
да Рунге-Кутты в Sage. Однако сами числа, входя-
щие в списки, не обязаны принадлежать именно
полю , но должны принадлежать полю .

Целый ряд манипуляций с этим списком мож-
но делать независимо от метода, которым он был
получен, поэтому мы создали для него особый
класс – Numsol. Помимо списка точек прибли-
женного решения элемент этого класса содержит
указание на начальную задачу, порядок аппрок-
симации этой задачи разностной схемой и шаг
равномерной сетки  или аналог  этой величи-
ны для квазиодномерной сетки.

В нашем пакете все решатели возвращают эле-
мент класса Numsol. Напр., явный метод Рунге–
Кутты реализован в виде функции erk, аргумен-
тами которой служат начальная задача и, опцио-
нально, число N отрезков, на которые делится
рассматриваемый интервал (см. ниже). Она воз-
вращает не список точек приближенного реше-
ния, но элемент класса Numsol. Напр., для зада-
чи (2.2)
Q=erk(pr1,N_)
Конечно, предусмотрена возможность вывести
список точек приближенного решения:
Q.list()
Однако пользователь может и не знать об этой
возможности, поскольку в нашем пакете преду-
смотрена возможность вывести значение любого
символьного выражения  от  в любой точке
отрезка . Напр., значение выражения 
при  можно найти так:
sage: Q.value(x1+t, pi)

K

R

K

t 1, , nx x
x
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Δt h
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[0, ]T +1x t
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Для вычисления значения выражения  в точках,
не попавших в узлы разбиения отрезка , ис-
пользуется аппроксимация многочленом Тейло-
ра, порядок которого согласован с порядком ап-
проксимации, указанным решателем при созда-
нии решения как элемента класса Numsol.

Замечание. Мы пытались использовать вместо
затратной операции разложения по формуле Тей-
лора сплайны. Однако встроенная в Sage функ-
ция для аппроксимации сплайнами не позволяет
менять поле  и ее не удалось согласовать с по-
рядком аппроксимации разностной схемы при
больших порядках аппроксимации.

Метод zeros позволяет найти нули выраже-
ния  на отрезке . Напр., найдем нули :
Q.zeros(x1)

Определение нулей происходит по перемене зна-
ка, поэтому нули четной кратности найдены не
будут.

Метод plot позволяет построить двумерный
график зависимости одного символьного выра-
жения от любого другого. Напр., график зависи-
мости  от  можно вывести так:
sage: Q.plot(x1^2+x2^2,x1^2-x2^2)
При этом оси подписываются автоматически,
при  указываются точки приближенного
решения, при большем числе точек они соединя-
ются сплошной линией. Этот метод поддержива-
ет стандартные опции: axes_labels, line-
style, color. Остальные опции, традиционно
используемые в графике для Sage, можно опреде-
лить через метод show. Таким образом, вычисле-
ние символьного выражения на решении и по-
строение его графика не требуют от пользователя
понимания того, как устроено численное реше-
ние.

Для того, чтобы охарактеризовать численный
метод, полезно использовать метод plot_dt, ко-
торый строит двумерный график зависимости
шага от :
Q.plot_dt()
В данном случае, шаг постоянный и зависимость
тривиальная.

4. РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА РИЧАРДСОНА
В работах Ричардсона для оценок ошибок,

возникающих при вычислении определенных
интегралов по методу конечных разностей, было
предложено сгущать сетку, а в работах Рунге схо-
жий прием был приложен к исследованию обык-
новенных дифференциальных уравнений. Этот
подход был систематически разработан в работах
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Н.Н. Калиткина и его учеников [13–16] и будет
далее называться метод Ричардсона.

На наш взгляд, этот метод особенно просто
описывается как метод оценки ошибки вычисле-
ния значения символьного выражения  в задан-
ной точке  [17]. Итак, пусть задана начальная
задача, момент времени , попадающий на
интервал , и символьное выражение ,
зависящее от  и . Найдем одним и тем же
методом, но с разным шагом , прибли-
женные решения этой начальной задачи (1). За-
тем вычислим значения  выражения  в
точке  для каждого из этих решений, исполь-
зуя при необходимости описанную выше интер-
поляцию. Если порядок аппроксимации равен 
и интерполяция согласована с этим порядком, то

(4.1)

Здесь  – неизвестные нам константы, кото-
рые не зависят от шага и характеризуют началь-
ную задачу и метод ее решения, но, конечно, за-
висят от рассматриваемого момента времени

. Если c ≠ 0, то при достаточно малых  мож-
но оставить только главный член, отсюда

В таком случае

Поэтому ошибку аппроксимации

можно оценить как

В нашем пакете функция richardson(P,Q,u,a)
возвращает по двум численным решениям 
значение символьного выражения  при  и
оценку совершаемой при этом ошибки E. Формат
ответа согласован с функций numerical_inte-
gral, используемой в Sage для численного вы-
числения интегралов.

Пример 1. Рассмотрим решение задачи

(4.2)

на отрезке  по методу rk4 (см. n. 5.2).
Найдем, напр., значение выражения  при

 и оценим ошибку по методу Ричардсона:
var(“x,t”) 
pr2=Initial_problem(x,t^2+x,0,1)
P=erk(t^2+x,x,0, T=1, N=10)

u
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Q=erk(t^2+x,x,0, T=1, N=20) 
richardson(P,Q,x^2,0.8)

Замечание. Традиционно, интересуются сум-
мой , которую интерпретируют как уточне-
ние значения  по методу Ричардсона. Однако, на
наш взгляд два числа – ,  – важны порознь:
второе характеризует порядок ошибки численно-
го метода. Разумеется, пользователь может сло-
жить два элемента списка, который возвращает
функция richardson и получить уточнение по
Ричардсону.

Замечание Следует подчеркнуть, что наша
оценка носит локальный характер, она зависит от
выбора . Из общих соображений можно
ожидать, что с ростом a ошибка становится все
больше и больше. Однако мы сталкивались со
случаями, когда зависимость ошибки от a не была
монотонной, напр., при исследовании системы
Калоджеро [18].

Метод Ричардсона дает неверные оценки, если
следующие члены ряда (3) все еще велики. Так бу-
дет, напр., если в рассматриваемой точке 
имеется суперсходимость, то есть  и порядок
аппроксимации выше чем порядок аппроксима-
ции разностной схемы. Поэтому перед примене-
нием метода Ричардсона рекомендуется убедить-
ся в том, что в рассматриваемом диапазоне изме-
нения шага  зависимость ошибки  от 
является степенной и оценить ее показатель .
Для этого следует вычислить десяток-другой ре-
шений

с разным шагом и построить зависимость  от  в
двойном логарифмическом масштабе (диаграмма
Ричардсона). Если эта зависимость – степенная
( ), то должна получиться прямая, наклон
которой равен . Мы, конечно, не знаем ошибку
точно, поэтому вместо них используются оценки
по Ричардсону.

В нашем пакете функция
richardson_plot(L,u,a)
отмечает на плоскости  в двойной логарифми-
ческой шкале точки

где  – значение шага, а  – оценки ошибки в
вычислении значения выражения  при  по
Ричардсону. К этой диаграмме добавляется пря-
мая, которая проходит к этим точкам ближе всего
в смысле метода наименьших квадратов. Метод
Ричардсона применим в рассматриваемом диапа-
зоне изменения шагов, если точки с графической
точностью ложатся на прямую, а наклон прямой

−− × 9[0.0445555409432967, 7.89293834874139 10 ]
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указывает на фактический порядок аппроксима-
ции.

Пример 2. Возвращаясь к примеру 1, мы можем
построить диаграмму Ричардсона следующим об-
разом:
@parallel 
def foo(n):

return erk(pr2, N=2^n*10)
L = list(foo(list(range(10))))
richardson_plot([L[i] [1] for i in
range(len(L))], x^2, 0.8, nmin=2, nmax=7)
Функция richardson_plot(L,u,a) имеет две
опции (nmin и nmax), позволяющие исключить
из аппроксимации прямой первые и последние
точки. Результат представлен на рис. 1. Хорошо
видно, что наклон равен 3.98 против ожидаемых 4.
При больших шагах оказывают приметное влия-
ние следующие члены в разложении (3), а при
слишком малых  сказывается ошибка округле-
ния.

Поскольку расчеты численных решений при
различных шагах никак друг с другом не связаны,
построение диаграммы Ричардсона допускает
естественное распараллеливание, использован-
ное в примере 2. Благодаря декоратору @paral-
lel, встроенному в Sage, на многоядерных про-
цессорах построение диаграммы занимает столько
же времени, сколько вычисление одного решения с
самым мелким шагом.

h

Если этот порядок заметно отличается от по-
рядка аппроксимации, то при дальнейшем при-
менении функции richardson следует восполь-
зоваться опцией delta, значение которой указы-
вает на сколько следует увеличить порядок.

Метод Ричардсона может быть применен и к
вычислению нулей. Напр., пусть требуется найти
по методу Рунге–Кутты нули решения 
задачи (2.2), обозначенной выше как задача pr1.
Вычислим список  численных решений, посте-
пенно сгущая сетку:
L=[erk(pr1, N=2^n*10) for n in range(10)]
Вычислим нули по наиболее точному из реше-
ний:
L[-1].zeros(x1)

Функция richardson_plot_zeros позволяет
построить диаграмму Ричардсона для каждого из
нулей (нули считаются слева направо, начиная с
нуля; указываются путем задания опции num):
richardson_plot_zeros(L, x1, num=2)
Результат представлен на рис. 1. Хорошо видно,
что наклон графика ожидаемо равен 4, а ошибка
на последних элементах списка  имеет порядок

. Более точно:
richardson_zeros(L[-1],L[-2], x1, num=2)

1 = sinx t

L

[3.141592653590175, ]

L
−1210

−× 12[9.424777960770523, 1.1424342953129477 10 ]

Рис. 1. Диаграмма Ричардсона для значения  при  для примера 1.
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Таким образом, 3π вычисляется с точностью до 11
знака после запятой, в чем в данном случае мож-
но убедиться непосредственной проверкой.

5. РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА РУНГЕ–КУТТЫ

Для однозначной идентификации метода Рун-
ге–Кутты достаточно указать таблицу Бутчера
[19]. При реализации метода Рунге–Кутты в па-
кете fdm мы стремились к тому, чтобы эта реали-
зация могла работать с любыми полями и любы-
ми матрицами Бутчера. В настоящей момент до-
ступны 2 реализации: отдельно для явного,
отдельно для неявного методов. Первая написана
Л. Гонсалесом, вторая – Али Баддуром.

5.1. Таблицы Бутчера

В нашем пакете для работы с таблицами Бутче-
ра мы завели отдельный класс Butcher_tab-
leau. Для задания таблицы нужно указать поря-
док аппроксимации и саму таблицу в виде списка,
первым элементом которой будет матрица , а
вторым – столбец . Столбец  вычисляется по
этим данным. Опционально далее указываются
краткое название метода, основанного на этой
таблице, и описание. Напр., для задания таблицы
Бутчера стандартного метода Рунге–Кутты

a
b c

мы пишем:

rk4=Butcher_tableau(4,[[[0,0,0,0],
[1/2,0,0,0], [0,1/2,0,0],[0,0,1,0]],
 [1/6,1/3,1/3,1/6]], 'rk4',
 'Standard rk method')

Функции, определенные в классе Butch-
er_tableau, носят вспомогательный характер и
используются в нашей реализации метода Рунге–
Кутты. Для пользователя может быть полезна
лишь одна из них – latex, которая возвращает
таблицу Бутчера в нотации LaTeX.

В наш пакет интегрирована функция butch-
er_eqs(p,s), написанная Юй Ин [20], эта
функция возвращает систему уравнений на эле-
менты таблицы Бутчера по заданным порядку  и
числу стадий  и опции implicit, которая может
принимать два значения True/False.

Пример 3. Двустадийная явная таблица Бутче-
ра имеет вид

1 1
2 2
1 1
2 2
1 1

1 1 1 1
6 3 3 6

p
s

Рис. 2. Диаграмма Ричардсона для последнего нуля .

y = 3.95x − 1.20 for the root t = 9.424777960770523
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Эта таблица задает разностную схему порядка p = 2,
если ее коэффициенты удовлетворяют двум урав-
нениям, которые возвращает функция butch-
er_eqs:
butcher_eqs(2,2, implicit=False)

(5.1)

Поэтому имеется однопараметрическое семей-
ство явных методов Рунге–Кутты второго поряд-
ка с двумя стадиями.

В 2000-х годах появились первые программы
для численного, а позже и символьного решения
систем уравнений для определения элементов
таблицы Бутчера [21–25]. Большая коллекция
таблиц Бутчера до 12 порядка аппроксимации бы-
ла собрана П. Стоуном [26], который производил
вычисления в системе Maple. Вычислять с нуля
каждый раз таблицы Бутчера большого порядка
весьма неразумно, поэтому в fdm имеется коллек-
ция таблиц Бутчера, реализованная пока в виде
списка butchers_list, который задан в файле
butchers_list.sage. Эта коллекция в суще-
ственном основана на коллекции Стоуна.

Замечание. При перенесении таблиц Бутчера
высокого порядка возникают неизбежные опечат-
ки, таблицы, используемые в нашей системе, про-
верены по методу Ричардсона на тестовых задачах.
На данный момент, одна из таблиц, взятых на сай-
те Стоуна, отмечена в butchers_list.sage как
сомнительная.

5.2. Явный метод Рунге–Кутты

Функция erk реализует явный метод Рунге–
Кутты, при этом пользователь может выбрать лю-
бую матрицу Бутчера из базы или указать свою.
По умолчанию используется матрица rk4. Аргу-
ментами этой функции служит начальная задача.
Предусмотрено еще две опции: N – число отрез-
ков, на которое делится производный отрезок

 и tableau – таблица Бутчера.
По методу Ричардсона мы можем проверить

правильность определения порядка аппроксима-
ции, что весьма существенно для корректного за-
полнения базы таблиц Бутчера.

Пример 4. В качестве первого примера рассмот-
рим начальную задачу (4) на отрезке , точ-
ное решение которой известно:
x_exact=-t^2 - 2*t + 2*e^t - 2
Сравним его с двумя решениями, найденными при
помощи двух различных матриц Бутчера. В каче-

0

1 10

0 1

c
c a

b b

− − + − +0 1 10 11 = 0, 2 1 = 0.b b a b

[0, ]T

0 < < 1t

стве первой таблицы возьмем стандартную табли-
цу метода rk4.
P=erk(pr2, N=10)
Q=erk(pr2, N=20)
richardson(P,Q,x,0.8)

Хорошо видно, что оценка ошибки вычисления
 по Ричардсону совпадает по порядку вели-

чины с фактической ошибкой:
0.211081834707056-x_exact.subs(t=0.8)

В качестве второй таблицы возьмем таблицу 8-го
порядка, приведенную у Стоуна за no. 8b-1.
P=erk(pr2, N=10, tableau=B)
Q=erk(pr2, N=20, tableau=B)
richardson(P,Q,x,0.8)

Оценка ошибки по Ричардсону несколько зани-
жена по сравнению с фактической ошибкой:
0.211081856984935-x_exact.subs(t=0.8)

Диаграмма Ричардсона (рис. 3) вполне проясняет
это затруднение: мы практически сразу выходим
на ошибку округления, которая имеет порядок
10–16.

Наша реализация метода Рунге–Кутты не за-
висит от поля , это позволяет без труда менять
число бит, отведенных на одно число и сдвинуть
ошибку округления. Разумеется, и элементы таб-
лицы Бутчера, и начальные условия переводятся
в это поле. Таким образом, ошибки округления
согласованы друг с другом.

Пример 5. Если в методе Рунге–Кутты из при-
мера 4 отвести 300 бит на число, то получится
диаграмма Ричардсона (рис. 4), имеющая пра-
вильный наклон 8. Для ее построения в функции
erk была добавлена опция field=Real-
Field(300).

Отмеченный выше вопрос о том, как распоря-
диться оставшимся произволом в выборе элемен-
тов таблицы Бутчера, остается до сих пор нере-
шенным [19]. В нашем пакете можно попробо-
вать экзотические варианты, напр., взять
комплексные значения элементов таблицы, доба-
вив в verb|erk| опцию field=CC.

−− × 8[0.211081834707056, 1.86964065451711 10 ]

(0.8)x

−− × 82.22778795411216 10

− × 
170.211081856984935,2.39459868056406 10

−− × 165.27355936696949 10


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Пример 6. Таблица

удовлетворяет системе (5.1) и поэтому задает раз-
ностную схему 2-го порядка и в этом смысле ни-

+ −1 11
2 2

i i

i i

чем не лучше классической схемы средней точки
с таблицей

Для линейных задач результаты расчетов с веще-
ственной и мнимой таблицами совпадают. Разли-

1 1
1 1
2 2

Рис. 3. Диаграмма Ричардсона для значения  при  для примера 4.
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Рис. 4. Диаграмма Ричардсона для значения  при  для примера 5.

y = 8.17x − 6.17

10−32

10−29

10−26

10−23

10−20

10−17

|E(x)|

h
10−3 10−2 10−1

1x = 0.8t



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 5  2023

О РЕАЛИЗАЦИИ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 55

чие проявляется только в нелинейных задачах.
Возьмем для примера осциллятор Якоби [27] на
отрезке  и сравним значение p при :

var(“p,q,r,t”)
k=1/2
pr3=Initial_problem([p,q,r], [q*r, -
p*r, -k^2*p*q], [0,1,1], 10)

erk(pr3, N = 200, tableau=B,
field=СС) .list()[-1] [1]

erk(pr3, N = 200, tableau=Bi,
field=СС) .list()[-1] [1]

5.3. Неявный метод Рунге–Кутты

Функция irk реализует неявный метод Рун-
ге–Кутты, синтаксис тот же, что и у erk. Здесь на
каждом шаге решается система нелинейных урав-
нений методом простых итераций. Итерации
происходят до тех пор, пока норма разности двух
последовательных итераций не оказывается
меньше числа . По умолчанию используется
таблица Бутчера

0 < < 10t = 10t

0.110646443410733

− ⋅0.111457845209401 0.000811190390574542 i

> 0e

задающая схему средней точки, и .
Пример 7. Рассмотрим вновь осциллятор Яко-

би (задача pr3 из примера 6). Вычислим прибли-
женное решение и построим график зависимости
интеграла движения  от t:
P=irk(pr3, N = 20)
P.plot(t,p^2+q^2)
В результате получится график, приведенный на
рис. 5. Хорошо видно, что рассматриваемый
квадратичный интеграл сохраняется с точностью
до 10–10. В силу теоремы Купера [7] этот интеграл
сохраняется на решениях, полученных по симплек-
тическим схемам Рунге–Кутты, точно. Ошибка
округления и параметр , входящий в критерий
остановки итерационного процесса, делают из-
менение интеграла движения малым, но все же
отличным от нуля.

Опция field, как и раньше, позволяет менять
число бит, отводимых на десятичную дробь, од-
нако теперь ее нужно согласовывать со значением

, которое определяется опцией eps, и макси-
мальным числом итераций, которое определяется
опцией M.

1 1
2 2

1

−= 1010e

+2 2p q

e

e

Рис. 5. График зависимости интеграла движения  осциллятора Якоби от t, вычисленный по схеме средней точ-
ки,  = 20.
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Сходимость метода последовательных итера-
ций накладывает некоторые условия на величину
шага. Поэтому в нашей системе реализована вер-
сия неявного метода Рунге–Кутты, которая под-
страивает шаг под эти условия. Соответствующая
функция названа irk_adaptive. Подстройка
шага мешает заранее узнать число шагов, потреб-
ных для достижения конченого значения ,
поэтому вместо опции , указывающей число
отрезков, на которые делится сегмент , ис-
пользуется опция , характеризующая длину пе-
ременного шага.

Пример 8. Построим график зависимости  + q2

от  по адаптивной схеме:
Q=irk_adaptive(pr3, h=1)
Q.plot(t,p^2+q^2)
При этом можно посмотреть и на изменение шага
Q.plot_dt()
График этой зависимости представлен на рис. 6.
В [14] рекомендовалось брать шаг адаптивных ме-
тодов, исходя из формулы

где K – кривизна интегральной кривой. Нетрудно
видеть, что в данном случае зависимость шага от 

повторяет в существенном ход зависимости 
от t.

=t T
N

[0, ]T
h

2p
t

Δ 2
5

= ,Lt

K

t
−2

5K

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей статье представлен оригиналь-

ный пакет fdm, встраиваемый в систему компью-
терной алгебры Sage, при создании которого мы
исходили из следующих общих принципов.

• Реализации методов не зависят от поля
( ) и тем более от числа бит, отведенных на од-
но число.

• Действия, которые могут быть выполнены
аналитически, выполняются аналитически. На-
чальные задачи рассматриваются как элементы
нового класса, в определении которого преду-
смотрены инструменты для проведения символь-
ных вычислений.

• Численные решения рассматриваются как
элементы нового класса, в определении которого
предусмотрены инструменты для интерполяции
и визуализации.
В тексте рассмотрены основные инструменты для
работы с начальными задачами и численными ре-
шениями, которые оторваны от конкретных чис-
ленных методов, и реализация метода Рунге–
Кутты. Помимо рассмотренного выше метода
Рунге–Кутты, пакет fdm содержит реализацию
метода Адамса [28, п. 82], примечательного воз-
можностью проведения части вычислений в сим-
вольном виде, и метода, основанного на обрати-
мых схемах [10].

Мы надеемся, что созданный инструмент бу-
дет удобен для численно-аналитического иссле-

,R C

Рис. 6. График изменения шага, использованного для колебаний осциллятора Якоби от t, вычисленный по схеме сред-
ней точки, , (сплошная), и кривизна K интегральной кривой (пунктир).
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дования разностных схем и со временем станет
глубоко интегрирован с алгебраическим инстру-
ментарием Sage.

Благодарности. Работа выполнена при финан-
совой поддержке РНФ (проект № 20-11-20257).
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This paper presents an original package for investigating numerical solutions of ordinary differential equa-
tions, which is built in the Sage computer algebra system. This project is focused on a closer integration of
numerical and symbolic methods while primarily aiming to create a convenient tool for working with numer-
ical solutions in Sage. The package defines two new classes: initial problems and approximate solutions.
The first class defines tools for symbolic computations related to initial problems, while the second class de-
fines tools for interpolating values of symbolic expressions on an approximate solution and estimating the er-
ror with the use of the Richardson method. An implementation of the Runge–Kutta method is brief ly de-
scribed, with its main feature being the possibility of working with arbitrary Butcher tableaux and arbitrary
numeric fields.
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