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1. ВВЕДЕНИЕ
В [1–3] были предложены алгоритмы поиска

решений систем линейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с бесконечными фор-
мальными степенными рядами в роли коэффи-
циентов, при этом степенные ряды были заданы
алгоритмически, т.е. предполагался известный
алгоритм, вычисляющий по значению  коэффи-
циент при . Ниже ряды задаются в усеченном
виде, что означает, что мы не располагаем полной
информацией об уравнениях системы. В [4–6]
нами предложены алгоритмы поиска различных
видов решений скалярных (одиночных) линей-
ных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с коэффициентами в виде усеченных степен-
ных рядов. Исходя из такой неполной информа-
ции об уравнении, алгоритмы из [4–6] дают
максимально возможное число членов, входящих
в решения, таких, что эти члены инвариантны от-
носительно всех возможных продолжений коэф-
фициентов заданного уравнения. В данной рабо-
те рассмотрена аналогичная задача поиска лора-
новых решений систем линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений с усеченными
степенными рядами в роли коэффициентов. Пе-

реход к случаю систем имеет специфические осо-
бенности, которые рассмотрены далее и учтены в
предлагаемом алгоритме.

Задачи этого рода рассматривались ранее в [7, 8]
для систем произвольного порядка

(1)

где  – вектор неиз-
вестных,  – m × m-матрицы с эле-

ментами в виде усеченных рядов, . В [7]

предполагается, что возможно получение усече-
ния любой степени для рядов в , и
определяется, какой степени усечения этих рядов
достаточно, чтобы вычислить лорановы решения
требуемой степени усечения. В [8] матрицы Ar(x),
...,  рассматриваются как полиномиальные,
представляющие собой усечения рядов одной
степени усечения, при этом рассматривается слу-
чай, когда матрица  является строго невы-
рожденной, т.е. она не только невырождена, но и
любое продолжение ее элементов посредством
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добавления членов старших степеней до беско-
нечных рядов оставляет ее невырожденной. Ниже
мы рассматриваем случай, когда выписанная для
системы (1) индуцированная рекуррентная систе-
ма (см. определение в разд. 2.3) имеет невырож-
денную ведущую матрицу и ее определитель не со-
держит литералов (см. определение в разд. 4.1).
Здесь подчеркнем, что такая невырожденность в
общем случае не влечет невырожденность  в
(1). Также отметим, что в данной работе, в отли-
чие от [7, 8], степени усечения различных рядов в

 могут быть различны, как и степе-
ни усечения компонент усеченного лоранова ре-
шения – для каждого ряда находится максималь-
но возможное число членов.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
2.1. Системы, усеченные ряды и продолжения
Пусть K – алгебраически замкнутое числовое

поле. Для кольца полиномов от x над K мы в даль-
нейшем используем обычное обозначение .
Кольцо формальных степенных рядов от  над K
обозначается через , поле формальных ло-
рановых рядов – через . Для ненулевого эле-
мента  из  его валюация valxa(x)
определена равенством valxa(x) = , при
этом . Валюация вектора или матрицы с
компонентами-рядами считается равной миниму-
му валюаций компонент. Пусть , -усечение

 получается отбрасыванием всех членов ря-
да  степени большей, чем . Число  называет-
ся степенью усечения ряда. Под , где ,
будет пониматься некий (неуточняемый) ряд с
валюацией, большей . Как правило, это обозна-
чение используется в тех случаях, когда либо под-
разумеваемый ряд нам неизвестен, либо если
конкретный вид ряда не представляет для нас ин-
тереса; важно лишь, что его валюация больше,
чем .

Если R – некоторое кольцо, то  обо-
значает кольцо m × m-матриц с элементами из R.

Дифференциальные системы будет удобно за-

писывать с помощью операции  вместо

обычной операции дифференцирования  (пе-

реход от одной формы записи к другой выполня-
ется легко). Мы рассматриваем системы вида (1).
Относительно

предполагается, что , k = 0,
, при этом ведущая матрица  системы

является ненулевой. Также предполагается, что
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валюация по крайней мере одной из матриц A0(x),
 равна нулю, т.е. валюация системы

(1) равна нулю.

Элементы матриц  будем называть коэф-
фициентами системы, ими будут у нас формаль-
ные степенные ряды. Элемент матрицы  на
пересечении -й строки и  j-го столбца будем обо-
значать через . В случае системы, коэффи-
циенты которой заданы в усеченном виде, извест-
ны такие неотрицательные целые , что

(2)

где , , ,
, .

Продолжение усеченного ряда – это ряд, воз-
можно также усеченный, начальные члены кото-
рого совпадают с известными начальными члена-
ми исходного усеченного ряда; соответственно,
продолжением усеченного уравнения назовем
уравнение, коэффициенты которого являются
продолжениями коэффициентов исходного урав-
нения, а продолжением системы уравнений назо-
вем систему, уравнения которой являются про-
должениями уравнений исходной системы.

Пусть (1) состоит из линейно независимых над
 уравнений. В этом случае говорим, что

система имеет полный ранг, саму систему называ-
ем системой полного ранга. Из [7], предл. 2 следу-
ет, что для случая систем, коэффициенты кото-
рых являются рядами, заданными алгоритмиче-
ски, задача проверки независимости уравнений
над  является алгоритмически неразре-
шимой. Предложенные в [1–3] алгоритмы пред-
полагают, что система имеет полный ранг. Для
системы с усеченными коэффициентами будем
предполагать, что любое ее продолжение являет-
ся системой полного ранга.

2.2. Лорановы решения систем

Решение  дифферен-
циальной системы (1), компоненты  которо-
го являются формальными лорановыми рядами,
называется лорановым. Для системы полного ран-
га, коэффициенты которой являются рядами, за-
данными алгоритмически, алгоритм из [1] нахо-
дит все ее усеченные лорановы решения c любой
заданной степенью усечения. Для усеченной си-
стемы нет возможности вычислять решения с
произвольной степенью усечения. В [4] это было
доказано для частного случая – скалярного урав-
нения (m = 1). Ниже в разд. 3 будет определено,
какими именно усеченными лорановыми реше-
ниями мы занимаемся в случае усеченных систем
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2.3. Индуцированные рекуррентные системы
Пусть система (1) имеет коэффициенты, кото-

рые являются алгоритмически заданными ряда-
ми. Пусть также ее лораново решение имеет вид

(3)

где ,  для .
Тогда оказывается (см. [1]), что последователь-
ность векторов  удовлетворяет индуцирован-
ной рекуррентной системе . Эта система
строится преобразованием

(4)

применяемым к исходной дифференциальной си-
стеме (1), здесь  обозначает оператор сдвига:

Имеем

Индуцированная система запишется в виде

(5)
где

•  – вектор-столбец не-
известных последовательностей таких, что  = 0
для всех отрицательных  с достаточно большим
значением , ;

• ;
•  – ведущая матрица системы (5) (это не-

нулевая матрица, поскольку валюация системы
(1) равна нулю).

Очевидно, что индуцированная система (5)
имеет полный ранг, т.е. ее уравнения независимы
над , если и только если исходная диф-
ференциальная система (1) имеет полный ранг.

Если матрица  невырождена, то  = 0
может рассматриваться как определяющее урав-
нение исходной дифференциальной системы:
множество целых корней этого алгебраического
уравнения включает множество всех возможных
валюаций лорановых решений системы (1). Это
позволяет, в частности, найти нижнюю границу
валюаций всех лорановых решений системы. Ес-
ли  не имеет целых корней, система
не имеет лорановых решений.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматриваемая нами задача состоит в том,

чтобы для заданной системы (1), коэффициенты
которой являются усеченными рядами вида (2),

∞


=

( ) = ( ) ,n

n

y x u n x
v

∈v Z ∈1( ) = ( ( ), , ( ))T m
mu n u n u n K ∈n Z

( )u n
( ) = 0R u

−→ θ →1, ,x E n

−1E
− −1 ( ) = ( 1).E u n u n

− −
− −+ + +1 2

0 1 2= ( ) ( ) ( )R B n B n E B n E

−+ − +0 1( ) ( ) ( ) ( 1) = 0,B n u n B n u n

1( ) = ( ( ), , ( ))T
mu n u n u n

( )iu n
n

| |n = 1, ,i m

− ∈0 1( ), ( ), M ( [ ])mB n B n at K n

0( )B n

−1[ ][[ ]]K n E

0( )B n 0det ( )B n

0det ( ) = 0B n

найти в компонентах  усеченных лорановых
решений максимально возможное число началь-
ных членов, инвариантных относительно любых
продолжений этой системы. При этом будем ин-
тересоваться такими усеченными решениями, в
которых хотя бы в одной компоненте есть хотя бы
один ненулевой член.

Инвариантность членов усеченного решения
 означает, что множество лорановых решений

(возможно, также усеченных) любого продолже-
ния заданной системы будет содержать решение,
начальные члены в компонентах которого совпа-
дают со всеми членами в компонентах . Мак-
симальность же числа членов в решении 
означает, что продолжение хотя бы на одно слага-
емое хотя бы одной компоненты решения приве-
дет к нарушению инвариантности, т.е. будет су-
ществовать такое продолжение заданной систе-
мы, у которого нет решения, начальные члены в
компонентах которого совпадают с таким про-
должением решения.

Для системы (1) множество W всех усеченных
лорановых решений с максимальной степенью усе-
чения будем представлять набором 
вектор-столбцов, компоненты которых являются
усеченными лорановыми рядами с произвольны-
ми постоянными в коэффициентах. Каждый из
столбцов имеет вид

где для , ,  коэф-
фициент  является линейной комбинацией
произвольных постоянных, которые могут при-
нимать все такие значения из K, что . Та-
ким образом  – валюация соответствующего
ряда,  – его степень усечения. Валюации ком-
понент разных векторов в наборе  различаются
хотя бы для одной компоненты: для любых , 
( ) выполняется .
Т.е. множество W усеченных решений разбито на
подмножества с различными комбинациями ва-
люаций компонент. Для одних и тех же компо-
нент разных векторов набора  степень усечения
может быть различной. Любому усеченному ре-
шению системы (1) соответствуют некоторые
определенные значения произвольных постоян-
ных в одном из векторов набора .

В качестве иллюстрации рассмотрим систему,
представленную на рис. 1. Для этой системы мно-
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жество лорановых решений с максимальной сте-
пенью усечения задается набором из восьми век-
тор-столбцов, представленным на рис. 2 (здесь и
далее  обозначает произвольную постоянную,  –
натуральное число – индекс этой произвольной
постоянной). Несложно видеть, что комбинации
валюаций компонент векторов различны. Также
видно, что степени усечения компонент векторов
могут различаться: у первого, четвертого, шестого
и восьмого векторов степень усечения всех ком-
понент равна 2, у седьмого вектора степень усече-
ния всех компонент равна 4, у второго, третьего и
пятого векторов степень усечения первой и тре-
тьей компоненты равна 2, второй компоненты
равна 3. Таким образом в данном примере для не-
которых комбинаций валюаций имеются инвари-
антные члены рядов более высоких степеней, чем
для других.

Выпишем лорановы решения системы с поли-
номиальными коэффициентами, которая полу-
чается, если все O(xk) на рис. 1 равны 0. Эти реше-
ния вычислим до степени  (для систем полного
ранга с алгоритмически заданными рядами, част-

ic i

5x

ным случаем которых являются системы с поли-
номиальными коэффициентами, возможно вы-
числить усеченные решения до любой заданной
степени). Решение приведено на рис. 3. Сравни-
вая рис. 2 и рис. 3, видим, что любое решение из
множества на рис. 2 имеет свое продолжение на
рис. 3. Это является следствием инвариантности
всех членов рядов на рис. 2 относительно любых
продолжений исходной системы, а полученная
описанным способом система с полиномиальны-
ми коэффициентами является одним из возмож-
ных продолжений системы, представленной на
рис. 1.

Множество решений системы с рис. 1 может
быть задано и другим набором вектор-столбцов,
например, приведенным на рис. 4. Можно заме-
тить, что комбинации валюаций компонент век-
торов и соответствующие степени усечения на
рис. 4 такие же, как и на рис. 2, и что на этих двух
рисунках – два разных представления одного и
того же множества усеченных лорановых реше-
ний с точностью до произвольных постоянных.
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4. АЛГОРИТМ
4.1. Литералы

Как и в задаче поиска усеченных лорановых
решений обыкновенного дифференциального
уравнения с коэффициентами в виде усеченных
рядов, алгоритм для систем основан на использо-
вании литералов и построении решений, содер-
жащих литералы. Литералами мы называем сим-
вольные обозначения незаданных коэффициен-
тов рядов, входящих в системы (см. [5, 9]). Для
ряда вида (2) будем говорить, что его коэффици-
енты при степенях , , не заданы. Эти коэф-
фициенты при построении решений усеченной
системы мы и представляем символьными обо-
значениями – литералами.

Например, рассмотрим один из коэффициен-
тов системы, представленной на рис. 1:

При  коэффициент равен –1, при  равен –1,

при  равен . Незаданный коэффициент при 

sx > kijs t

− − + +2 3
0,3,1

1( ) = 1 ( ).
2

A x x x O x

0x 1x
2x 1

2
3x

обозначаем литералом , при  – , и
так далее. Здесь  – выбранная в нашей реа-
лизации алгоритма форма представления литера-
ла, обозначающего незаданный коэффициент
при  в элементе  матричного коэффици-
ента  системы (1).

Отметим, что присвоение значений из K лите-
ралам в членах со степенями  в
рядах , где  – некоторые положительные
целые числа, задает одно из возможных продол-
жений исходной системы. Соответственно, если
имеется продолжение исходной системы, то оно
соответствует значениям части литералов исход-
ной системы. Если продолжение системы не со-
держит литералов, т.е. все ряды заданы полно-
стью, то такое продолжение соответствует значе-
ниям всех литералов исходной системы.

4.2. Системы, к которым применим
предлагаемый алгоритм

В данной работе рассматривается применение
алгоритма только к таким системам линейных

[3,1][0,3]U 4x [3,1][0,4]U
[ , ][ , ]i j k sU

sx ( )kijA x
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обыкновенных дифференциальных уравнений
(1), индуцированные рекуррентные системы (5)
которых имеют невырожденную ведущую матри-
цу  и ее определитель не содержит литералов.
Напомним, что в этом случае  может
рассматриваться как определяющее уравнение
исходной дифференциальной системы – множе-
ство целых корней этого алгебраического уравне-
ния включает множество всех возможных валюа-
ций лорановых решений системы (1) и позволяет
найти нижнюю границу валюаций всех лорано-
вых решений системы, которая равна минималь-
ному целому корню . Отсутствие литера-
лов в  гарантирует инвариантность отно-
сительно любых продолжений системы (1) этого
множества возможных валюаций и этой нижней
границы.

Например, для рассмотренной в разд. 3 систе-
мы (см. рис. 1) ведущая матрица

индуцированной системы невырождена, ее опре-
делитель равен  и не содержит ли-
тералов.

Отметим, что матрица  может оказаться
вырожденной и в том случае, когда ведущая мат-
рица  системы (1) невырождена. В [1] пока-
зано, что для систем полного ранга с коэффици-
ентами в виде рядов, заданных алгоритмически,
эта ситуация не является тупиковой: алгоритм
EG  позволяет преобразовать индуцированную
систему  к охватывающей ее рекуррент-
ной системе с невырожденной ведущей матрицей
и построить любое заданное число ее начальных
слагаемых. Охватывающая рекуррентная систе-
ма, дополненная множеством линейный ограни-
чений, которые также строит алгоритм EG , име-
ет то же множество решений, что и система

. Это позволяет найти с любой заданной
степенью усечения все лорановы решения 
исходной дифференциальной системы (1) полно-
го ранга. Здесь существенно, что множество ли-
нейных ограничений конечно и каждое из этих
ограничений содержит лишь конечное число не-
нулевых слагаемых (благодаря тому, что нас инте-
ресуют решения , для которых  при
всех , меньших нижней границы валюаций ло-
рановых решений исходной дифференциальной
системы). При использовании алгоритма EG  в
случае усеченных систем возникает ряд дополни-
тельных задач. Мы планируем решить их и пред-
ставить результаты в дальнейших работах, расши-
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0det ( ) = 0B n
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рив применимость алгоритма для случая, когда
ведущая матрица индуцированной системы явля-
ется вырожденной.

4.3. Построение усеченных лорановых решений
Новый алгоритм построения усеченных лора-

новых решений систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с коэффициентами в виде
усеченных рядов является модификацией алго-
ритма построения усеченных лорановых решений
систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений с коэффициентами в виде алгоритмически
заданных рядов. Для использования этого алго-
ритма коэффициенты системы в виде усеченных
рядов приобретают алгоритмическое представле-
ние: если , то применение алгоритма даст

тот коэффициент, с которым  входит в усечен-
ный ряд, а при  – литерал .

Подробное описание алгоритма построения
лорановых решений систем с коэффициентами в
виде алгоритмически заданных рядов дано в [1].
Этот алгоритм основывается на рассмотрении
индуцированной системы (5). Множество целых
корней определителя ведущей матрицы  со-
держит все возможные валюации лорановых ре-
шений (3). Проводя вычисления с помощью ре-
куррентной системы (5), последовательно опре-
деляем коэффициенты  рядов в
компонентах лорановых решений. Также вычис-
ляются  в (5) со все большими значениями

, в количестве, необходимом для вычисления
требуемой степени усечения лорановых решений.

Вычисление последовательности  коэф-
фициентов лоранова ряда (3), удовлетворяющей
(5), выполняется последовательно, увеличивая зна-
чение , начиная с  – минимального целого
корня . Поскольку мы строим решения си-
стемы (5) такие, что   ..., то
для каждого целого  система (5) имеет конечное
число ненулевых слагаемых в левой части. Для

 получаем систему алгебраических уравне-
ний неполного ранга

относительно неизвестных . В реше-
нии этой системы некоторые компоненты векто-
ра , возможно, будут вычислены, т.е. линейно
выражены через другие компоненты, которые мы
назовем на этом этапе неизвестными постоянными.

Если далее для некоторого целого  вы-
полнено , то

(6)
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позволяет вычислить  по ранее вы-
численным  ( , ..., m),
т.е. получить линейное выражение 
через ранее введенные неизвестные постоянные.

Если же , то возникает система
линейных алгебраических уравнений неполного
ранга

(7)

Вычислим ее решение  с помощью
метода Гаусса. Это приведет к тому, что некото-
рые компоненты  будут добавлены к множе-
ству неизвестных постоянных. Также могут воз-
никнуть соотношения, в которые не входят ,
но входят ранее введенные неизвестные постоян-
ные. Эти соотношения позволят вычислить зна-
чения некоторых введенных ранее неизвестных
постоянных. После того, как значение  пре-
взойдет наибольший целый корень , но-
вые неизвестные постоянные возникать не будут
и все дальнейшие  будут вычисляться по ра-
нее вычисленным . Не-
известные постоянные, оставшиеся после того,
как  превзойдет максимальный целый корень

, объявляются произвольными постоянны-
ми, входящими в лораново решение дифферен-
циальной системы (1). Произвольные постоян-
ные обозначим через , где .

При работе с усеченными системами исполь-
зуются литералы для представления незаданных
коэффициентов. В алгоритм вносятся следующие
дополнения, схожие с теми, которые использова-
лись в алгоритме поиска усеченных лорановых
решений обыкновенных дифференциальных
уравнений с коэффициентами в виде усеченных
рядов ([4, 5]). Согласно преобразованию (4), эле-
менты  матричных коэффициентов 
индуцированной системы (5) определяются сле-
дующим образом

(8)

где ; ; ;  – алго-
ритм, возвращающий для целого числа  коэф-
фициент при  ряда  (см. (2)), если , а
в противном случае – литерал . Таким об-
разом,  является для  поли-
номом от литералов над полем K. Напомним, что
мы рассматриваем сейчас такие системы, что

 не зависит от литералов, поэтому при
вычислении  по (6) мы получим, что  –
линейная комбинация неизвестных постоянных
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с полиномиальными от литералов коэффициен-
тами.

В алгоритм вносим следующие модификации:
1. В ходе решения системы (7) могут возникнуть

соотношения, содержащие литералы. В такие со-
отношения неизвестные постоянные входят ли-
нейно с коэффициентами, которые являются по-
линомами от литералов. Для инвариантности ре-
зультата необходимо, чтобы при вычислении по
соотношению какой-то неизвестной постоянной
не происходило деление на зависящий от литера-
лов полином. Если этого невозможно избежать (в
соотношении все неизвестные постоянные име-
ют коэффициенты, содержащие литералы), то все
неизвестные постоянные, входящие в это соотно-
шение, получают значение ноль, поскольку в
этом случае это значение является единственным
инвариантным относительно всех возможных
значений литералов, которые определяют все
возможные продолжения исходной системы (1).

2. Вычисления с помощью индуцированной
системы продолжаются до максимального целого
корня  и далее, пока хотя бы одна компо-
нента  решения  имеет коэффициент

, не содержащий литералы, с учетом возмож-
ности приравнивания нулю различных комбина-
ций произвольных постоянных , не приво-
дящих к обращению в ноль всех .

3. После того, как вычисления завершены, про-
исходит формирование набора  вектор-столбцов,
представляющего множество W усеченных лорано-
вых решений. Для этого приравниваются нулю про-
извольные постоянные  всеми возможными
вариантами, не приводящими к обращению в
ноль всех вычисленных . Это приводит к раз-
личным сочетаниям валюаций компонент реше-
ния . Для каждого такого сочетания валюа-
ций в каждой компоненте  берутся коэффи-
циенты ,  вплоть до  такого,
что  – первый коэффициент, содержа-
щий литералы.

4.4. Корректность алгоритма
Предложение 1. Представленный алгоритм за-

канчивает свою работу.
Доказательство: Рассмотрим целое число ,

превышающее  – максимальный целый ко-
рень . Это значит, что  вычисляется
по формуле (6) и каждая его компонента является
линейной комбинацией произвольных постоянных

 с коэффициентами-полиномами (возмож-
но нулевой степени) от литералов. Пусть  таково,
что , где  – максимальная степень
усечения среди всех элементов матричных коэф-
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( )iy x ( )y x

0( )iu n

τ1, ,c c
− 0( ), , ( 1)u u nv

W

τ1, ,c c

( )u n

( )y x
( )iy x

( )iu v + ( 1),iu v ( )i iu q
+( 1)i iu q

0n
maxr

0det ( )B n 0( )u n

τ1, ,c c
0n

−0 >maxn r d d



42

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 5  2023

АБРАМОВ и др.

фициентов системы (1). Предположим, при та-
ком  для некоторой компоненты  хотя бы
для одной произвольной постоянной  ее коэф-
фициент b не зависит от литералов. В построен-
ных алгоритмом  поло-
жим нулю все , кроме . Полученные таким об-
разом , удовлетворяют
индуцированной системе (5) для ,

, где  – валюация усеченного ло-
ранова решения  с коэффициентами , по-
лученными таким вариантом приравнивания ну-
лю части произвольных постоянных
( ,   = 0,

 = 0). Тогда

(9)

Индуцированная система (5) строится с помощью
преобразования (4). С учетом того, что все элемен-
ты матричных коэффициентов системы (1) являют-
ся усеченными рядами со степенью усечения не
превышающей d, и того, что n0 –  > d,
получаем, что все элементы  зависят от
литералов, которые обозначают незаданные ко-
эффициенты членов степени  рядов в си-
стеме (1), более того, слагаемые 

, ...,  именно
этих литералов не содержат (см. (8)). Поскольку
усеченное решение  имеет валюацию , то
хотя бы одна из компонент  – ненулевая. То-
гда из (9) следует, что все компоненты  содер-
жат литералы. В том числе  содержит
литералы, что противоречит предположению. 

Теперь покажем, что результат работы алго-
ритма соответствует постановке задачи.

Предложение 2. Представленный алгоритм
строит усеченные лорановы решения максимально
возможной степени.

Доказательство: В [1] показано, что алгоритм
построения усеченных лорановых решений си-
стем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с коэффициентами в виде алгоритмически
заданных рядов находит усечения всех лорановых
решений заданной системы с такими коэффици-
ентами. Новый алгоритм использует в своей ра-
боте этот же алгоритм, переходя от системы с ко-
эффициентами в виде усеченных рядов к системе
с алгоритмически заданными коэффициентами,
где алгоритмы вместо незаданных коэффициен-
тов возвращают соответствующие им литералы.
Внесенные модификации исключают часть ре-
шений, которые не являются инвариантными по
построению (см. модификация 1), продолжение
вычислений таких решений зависит от того, ра-
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

вен ли нулю коэффициент при неизвестной по-
стоянной. Таким образом оставшиеся решения
являются инвариантными усеченными лорано-
выми решениями. Максимальность степени усе-
чений обеспечена тем (см. модификации 2 и 3),
что по построению в каждом вектор-столбце в
каждой компоненте вычисленный коэффициент,
имеющий степень, превышающую степень усече-
ния, является полиномом, содержащим литера-
лы. Это означает, что существуют разные продол-
жения исходной системы, соответствующие раз-
ным значениям литералов, такие, что значения
этого полинома будут также различны, т.е. этот
коэффициент не инвариантен.  

Представленный алгоритм имеет некоторую
вариативность в своей работе. При вычислении с
помощью индуцированной системы в возникаю-
щей системе (7) выбор тех неизвестных, которые
будут вычислены, произволен. Различный выбор
приводит к различным вариантам вычислений
коэффициентов решения. Возникает вопрос,
возможно ли, что различные варианты вычисле-
ний приведут к построению существенно отлича-
ющихся усеченных лорановых решений – напри-
мер, один вариант даст некоторое решение с
большей степенью усечения в одной из компо-
нент, чем степень усечения в этой компоненте в
любом из решений, найденных при ином вариан-
те вычисления (в какой-то компоненте, возмож-
но, будет обратная ситуация – степень усечения
любого решения, построенного первым вариан-
том вычислений, будет меньше, чем степень усе-
чения компоненты некоторого решения, постро-
енного вторым вариантом).

Предложение 3. Пусть  и  – два набора усе-
ченных лорановых решений одной и той же системы
вида (1), найденные представленным алгоритмом с
двумя различными вариантами вычислений. Тогда

 и  определяют одно и то же множество 
усеченных лорановых решений системы (1).

Доказательство: Рассмотрим систему  с по-
линомиальными коэффициентами, полученную
из системы  путем принятия равным 0 всех ко-
эффициентов рядов при степенях выше степени
усечения ряда в коэффициентах системы. Такая
система является частным случаем системы с ал-
горитмически заданными коэффициентами. Со-
ответственно, с помощью алгоритма поиска усе-
ченных лорановых решений систем с алгоритми-
чески заданными коэффициентами возможно
построить усеченные лорановы решения системы

 со степенью усечения равной максимуму сте-
пеней усечения в компонентах вектор-столбцов в

 и . Обозначим соответствующее множество
усеченных решений  как Wp. Система  по по-
строению является продолжением системы .
Поскольку, согласно предложению 2, как множе-


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ство , так и множество  содержат усеченные
лорановы решения, то любое усеченное решение
как из , так и из  имеет продолжение в Wp и
оба множества по построению могут рассматри-
ваться как результат исключения из Wp тех реше-
ний, которые не являются инвариантными отно-
сительно продолжений системы , т.е. их вычис-
ление определяется конкретными значениями
литералов системы , которые они получили в
системе . Докажем утверждение предложения
от противного. Пусть некоторое усеченное реше-
ние  имеется в , но отсутствует в . Это озна-
чает, что при вычислении по варианту, результа-
том которого является , решение  было ис-
ключено из Wp. Это могло произойти только, если
согласно этому варианту вычислений, было опре-
делено, что  неинвариантно зависит от литера-
лов. Но это решение содержится в , и поэтому
от литералов не зависит. Противоречие.  

Наборы  и  определяют одно и то же мно-
жество усеченных решений W, но задающие их
вектор-столбцы могут быть различны с точно-
стью до произвольных постоянных. Наборы ком-
бинаций валюаций компонент в вектор-столб-
цах, а значит и число вектор-столбцов, в  и 
совпадают. Также совпадают степени усечений в
одинаковых компонентах вектор-столбцов с оди-
наковыми комбинациями валюаций компонент в

 и . Примером этого являются наборы, пред-
ставленные на рис. 2, 4, – решения рассмотрен-
ной в разд. 3 системы.

Примечание 1. Если определитель  веду-
щей матрицы  индуцированной системы со-
держит литералы, можно показать, что существу-
ют такие значения этих литералов, что ведущая
матрица становится вырожденной, и что суще-
ствуют значения литералов, при которых 
имеет любой наперед заданный корень  в допол-
нение к целым корням  определителя ,
имеющимся вне зависимости от значения лите-
ралов. Таким образом, набор целых корней 
не является инвариантным. Случай когда 
содержит литералы пока исключен из случаев,
охватываемых предложенным алгоритмом – за-
дача определения возможности или невозможно-
сти вычисления усеченных лорановых решений в
этом случае отложена для последующего рас-
смотрения.

5. РЕАЛИЗАЦИЯ И ПРИМЕРЫ

Алгоритм реализован в системе компьютерной
алгебры Maple 2022 ([10]) в виде модифициро-
ванной версии процедуры LaurentSolution па-
кета TruncatedSeries (описание текущей вер-
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сии пакета приведено в работах [9–13], пакет и
сессия Maple с примерами использования описы-
ваемых процедур доступны по адресу http://www.
ccas.ru/ca/TruncatedSeries). Исходная версия про-
цедуры LaurentSolution предназначена для
случая линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с коэффициентами в виде усечен-
ных рядов. Модифицированная версия работает
также и с системами таких уравнений. Эта версия
частично основана на реализации процедур поис-
ка лорановых решений для систем с алгоритмиче-
ски заданными коэффициентами (см. [14]).

5.1. Аргументы и результат работы процедуры
Основные аргументы процедуры:
• Первый аргумент – система уравнений вида

(1). Применение  к вектор-столбцу неизвест-
ных  записывается как theta(y(x),x,k).
Матричные коэффициенты системы записыва-
ются с помощью стандартной структуры Matrix
в среде Maple. Элементы матриц задаются в виде
выражений , где  – полином сте-
пени не выше  над полем алгебраических чисел,
то есть аналогично математической записи.
Умножение матрицы на столбец задается с помо-
щью точки, как это принято в среде Maple.

• Второй аргумент – имя, обозначающее век-
тор-столбец неизвестных, например, y(x).

Результат работы процедуры LaurentSolu-
tion при ее применении к системе уравнений –
множество усеченных лорановых решений, пред-
ставленное в виде списка вектор-столбцов из на-
бора , описанного в разд. 3. Каждый вектор-
столбец представлен списком компонент. Каж-
дый элемент этого списка имеет вид

где  – валюация данной компоненты, q – сте-
пень усечения,  – вычисленные коэффициенты
лоранова ряда, которые являются линейными
комбинациями произвольных постоянных вида

,  Если в качестве результата выдается
пустое множество, значит лорановых решений не
существует ни при каком продолжении заданной
системы (определитель ведущей матрицы инду-
цированной системы не имеет целых корней).
Также может быть возвращена константа FAIL.
Это значит, что алгоритм не применим к задан-
ной системе: ведущая матрица ее индуцирован-
ной системы вырожденная или ее определитель
содержит литералы.

5.2. Примеры построения лорановых решений
Для использования модифицированной про-

цедуры LaurentSolution, система, представ-

θk
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ленная на рис. 1, записывается в среде Maple сле-
дующим образом:

> s1 := Matrix(3,3,[[O(x̂ 3),O(x̂ 3),O(x̂ 3)],
[O(x^3),-1+x+x^2+O(x^3),O(x^3)],
[O(x^3),-1+x+x^2+O(x^3),
O(x^3)]]).theta(y(x),x,2)
+ Matrix(3,3,[[1+x+O(x̂ 2),O(x̂ 3),O(x̂ 3)],
[O(x^3),2-4*x-4*x^2+O(x^3),O(x^3)],
[1+x+O(x^2),2-4*x-4*x^2+O(x^3),
1 + O(x^5)]]).theta(y(x),x,1)
+Matrix(3,3,[[-1+1/2*x^2+O(x^3),
O(x^3),O(x^3)],[O(x^3),O(x^6),
O(x^3)],[-1-x+1/2*x^2+O(x^3),
-1+O(x^4), O(x^3)]]).y(x):

Применим процедуру к этой системе:
> LaurentSolution(s1, y(x));

Результат вызова процедуры соответствует набо-
ру на рис. 2.

Рассмотрим следующую систему ([8], Ex.8):
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Эта система записывается в среде Maple следую-
щим образом:
> s2 := Matrix(2,2,[[1+O(x^5),O(x^5)],

[O(x^5),1-x+O(x^5)]]).theta(y(x),x,1)
+ Matrix(2,2,[[O(x^5),-1+O(x^5)],
[-x+2*x^2+2*x^3+2*x^4+O(x^5),
-2+4*x+O(x^5)]]).y(x):
Применим процедуру к этой системе:
> LaurentSolution(s2, y(x));

Алгоритм из работы [8] находит, что эта система
имеет следующие усеченные лорановы решения

Видим, что новый алгоритм подтверждает этот
результат и улучшает его – во-первых, в первом
векторе из построенного множества степень усе-
чения равна 4, а не 3, т.е. подтверждено, что в обе-
их компонентах решения нулевой коэффициент
при степени  будет при любом продолжении
исходной системы, и, во-вторых, также дополни-
тельно построены усечения до степени 6 для случая,
когда валюации компонент решения равны 2.

Рассмотрим еще одну систему:

Эта система записывается в среде Maple следую-
щим образом:
> s3 := Matrix(2,2,[[x+O(x^3),O(x^3)],

[1+O(x^3),x+O(x^3)]]).theta(y(x),x,1)
+Matrix(2,2,[[O(x^3),O(x^3)],
[O(x^3),3*x+O(x^3)]]).y(x):

Применим процедуру к этой системе:
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> LaurentSolution(s3, y(x));

Такой результат означает, что предложенный
алгоритм не может найти усеченные лорановы
решения этой системы. В данном случае, ведущая
матрица индуцированной рекуррентной системы

является вырожденной, соответственно, пред-
ложенный алгоритм не применим к этой системе.
В дальнейших работах мы предполагаем дорабо-
тать алгоритм и обеспечить его применимость в
том числе и к этой системе.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе предложен алгоритм по-

строения усеченных лорановых решений систе-
мы линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений с усеченными степенными рядами в
роли коэффициентов для случая, когда ведущая
матрица в индуцированной рекуррентной систе-
ме этой дифференциальной системы невырожде-
на и имеет определитель, не содержащий литера-
лы. Очевидно, что не все системы обладают таким
свойством, поэтому в дальнейшем мы планируем
расширить применимость алгоритма на случай вы-
рожденной ведущей матрицы индуцированной ре-
куррентной системы. Мы планируем использовать

версию EG  алгоритма EG ([15]), предназначенную
для систем с коэффициентами в виде алгоритмиче-
ски заданных рядов. EG  преобразует индуциро-
ванную рекуррентную систему к охватывающей
ее системе с невырожденной ведущей матрицей.
Предстоит решить задачу учета наличия литералов

в ходе работы алгоритма EG . Также мы планируем
исследовать случай, когда определитель ведущей
матрицы содержит литералы.
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Systems of linear ordinary differential equations with the coefficients in the form of infinite formal power se-
ries are considered. The series are represented in a truncated form, with the truncation degree being different
for different coefficients. Induced recurrent systems and literal designations for unspecified coefficients of the
series are used as a tool for studying such systems. An algorithm for constructing Laurent solutions of the sys-
tem is proposed for the case where the determinant of the leading matrix of the induced system is not zero
and does not contain literals. The series included in the solutions are still truncated. The algorithm finds the
maximum possible number of terms of the series that are invariant with respect to any prolongations of the
truncated coefficients of the original system. The implementation of the algorithm as a Maple procedure and
examples of its usage are presented.
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