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В настоящей работе предложен метод вычисления и визуализации амебы многочлена Лорана не-
скольких комплексных переменных, применимый в произвольной размерности. Разработанные на
основе этого метода алгоритмы реализованы в виде общедоступного сетевого сервиса
http://amoebas.ru/, позволяющего осуществлять интерактивный расчет амеб многочленов
двух переменных и содержащего набор рассчитанных амеб и их сечений в более высоких размерно-
стях. Тестирование корректности и скорости работы предложенных алгоритмов осуществлено с ис-
пользованием набора оптимальных многочленов двух, трех и четырех переменных, для генерации
которых применен функционал системы компьютерной алгебры Mathematica. Разработанный
программный код позволяет, в частности, осуществлять генерацию оптимального гипергеометри-
ческого многочлена от произвольного числа переменных с носителем в произвольном зонотопе, за-
данном набором порождающих векторов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Понятие амебы [2], [3, глава 1] многочлена Ло-

рана нескольких комплексных переменных проч-
но вошло в современную математику и широко
используется в многочисленных приложениях.
В частности, оно возникает в задачах математиче-
ской физики [4, 5] и при построении решений раз-
ностных уравнений и их систем [1]. Известно, что
фазовая диаграмма мер Гиббса для димеров на гра-
фе может быть представлена в виде амебы ассоци-
ированной спектральной кривой [6, Теорема 4.1].
Изучение распределения энергии в квантовых тер-
модинамических ансамблях естественным обра-
зом приводит к рассмотрению понятия амебы и
ее т.н. контура [7]. Двойственность Лежандра
между энтропией и свободной энергией позволя-
ет вычислять последнюю в рамках теории колча-
нов как площадь амебы, заданной многочленом
Ньютона для модели димеров [8]. С понятием
амебы связан ряд важных открытых вопросов, в
частности, остающаяся недоказанной на протя-
жении длительного времени гипотеза М. Пассаре
о сплошном свойстве амебы произвольного мак-
симально разреженного многочлена. Эти и многие
другие приложения теории амеб в математической
физике [9] и вещественной алгебраической гео-
метрии [10] обуславливают давно назревшую не-

обходимость в разработке алгоритмов и общедо-
ступного программного обеспечения для вычис-
ления амеб многочленов Лорана нескольких
комплексных переменных.

Попытки создания таких алгоритмов и их про-
граммной реализации предпринимались многи-
ми исследователями на протяжении трех послед-
них десятилетий. В их основе лежали численное
решение алгебраического уравнения относитель-
но выделенного переменного или группы пере-
менных [11–15], аппроксимация амеб с помощью
сумм квадратов [16], полиэдральная аппроксима-
ция фиксированной компоненты дополнения к
амебе [17], подход с использованием циклических
результантов [18] и другие методы [19]. Суще-
ственную роль в работах [16, 18] играют методы
современной компьютерной алгебры. Сетевой
ресурс http://dvbogdanov.ru/amoeba поз-
воляет генерировать программный код на языке
среды MATLAB для расчета аффинных и компак-
тифицированных амеб многочленов двух пере-
менных [20, 21]. Текущие границы применимости
данного подхода иллюстрируются набором дан-
ных www.researchgate.net/publica-
tion/338341129_Giant_amoeba_zoo.

Однако, несмотря на значительный прогресс
по сравнению с первоначальным представлением
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авторов определения амебы о виде амеб много-
членов нескольких комплексных переменных
(см. [2], стр. 194, рис. 16), задача вычисления и
визуализации амебы многочлена нескольких
комплексных переменных (особенно в размерно-
сти 3 и выше) в настоящий момент не может счи-
таться удовлетворительно разрешенной. Причин
этому несколько: общедоступный программный
код для генерации амеб дает приемлемые резуль-
таты лишь для многочленов невысокой степени
и, как правило, в размерности 2; при этом некото-
рые из имеющихся решений существенно опира-
ются на функционал коммерческих программных
продуктов с закрытым кодом; отсутствует обще-
доступный сетевой сервис для интерактивной ге-
нерации амеб достаточно сложных многочленов
двух и трех переменных; не существует инстру-
ментария для визуализации деформации амебы
многочлена, зависящего от параметров. Настоя-
щая работа призвана восполнить этот пробел.

Высокая вычислительная трудность задачи
расчета и визуализации амебы многочлена не-
скольких переменных обусловлена, в первую оче-
редь, следующими обстоятельствами:

1. За исключением тривиального одномерного
случая, амеба многочлена является неограничен-
ным подмножеством вещественного линейного
пространства.

2. Амеба  многочлена f двух переменных
имеет конечную площадь. В размерности три и
выше отношение меры пересечения 
амебы многочлена f с шаром радиуса  и центром
в точке  к объему этого шара стремится к нулю
при  для любого многочлена f и любой точ-
ки . Таким образом, определение местопо-
ложения амебы многочлена в пространстве  са-
мо по себе является, как правило, нетривиальной
задачей.

3. Ограниченные связные компоненты допол-
нения к амебе могут быть сколь угодно малы, а
получение оценок снизу на их размеры является
весьма трудоемкой задачей.

4. Количество связных компонент дополнения
к амебе многочлена f с фиксированным много-
гранником Ньютона  может принимать (в зави-
симости от выбора коэффициентов f ) произ-
вольные значения в диапазоне от числа вершин
многогранника  до числа целых точек в нем [13].

5. Численный расчет достаточно сложной амебы
многочлена высокой степени возможен лишь при
весьма высокой точности вычислений. Например,
при расчете амебы многочлена десятой степени от
двух переменных с целыми коэффициентами в
квадрате  необходимо опериро-
вать величинами порядка  × 1086,
поддерживая точность вычислений, сравнимую с
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 Многочисленные ком-
пьютерные эксперименты показывают, что
уменьшение точности расчета приводит, как пра-
вило, к быстрому накоплению вычислительной
погрешности и потере связи результата расчета с
подлинной геометрией амебы.

В настоящей работе представлен новый метод
вычисления и визуализации амебы многочлена
нескольких комплексных переменных, примени-
мый в произвольной размерности. Разработан-
ные алгоритмы вычисления амеб многочленов
нескольких переменных реализованы в виде об-
щедоступного сетевого сервиса http://amoe-
bas.ru/. Данный ресурс позволяет в интерак-
тивном режиме выполнять расчет и визуализа-
цию амеб многочленов двух переменных, а также
содержит заранее рассчитанные облака точек, ап-
проксимирующие амебы некоторых оптималь-
ных гипергеометрических многочленов [22] трех
и четырех переменных. Для визуализации четы-
рехмерных амеб на сайте выполняется отрисовка
их сечений трехмерными гиперплоскостями.

2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Всюду в дальнейшем n ≥ 2 обозначает размер-
ность пространства комплексных переменных,

 – многочлен Лорана от перемен-
ных . Обозначим через  := 
проколотую комплексную плоскость и рассмот-
рим отображение , определенное
формулой

Амебой (см. [2, глава 6, определение 1.4]) алгеб-
раического множества  называется образ

, который обозначается . Данное назва-
ние связано с характерной формой множества 
в случае, когда множество V является комплексной
алгебраической кривой  = 0}.
Соответствующая такому множеству амеба, как
правило, ограничивает шарообразные “вакуоли”
и содержит тонкие “щупальца”, уходящие в бес-
конечность (см. примеры амеб в работах [14, 20,
21] и на сайте http://amoebas.ru/).

Амеба подмножества комплексного простран-
ства лишь логарифмической шкалой отличается
от его диаграммы Рейнхардта. Помимо амебы,
были предложены и исследованы другие проек-
ции комплексного пространства  на веще-
ственное пространство той же размерности, на
следующие ключевые аналитические и топологи-
ческие свойства дополнения к алгебраической
гиперповерхности. К их числу относятся, в част-
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ности, компактифицированная амеба (см. [2],
глава 6, теорема 1.12 и рис. 19) и “амебоподоб-
ный” полиэдральный комплекс, конструкция ко-
торого предложена в работе [21]. Следующий ре-
зультат [2], глава 6, следствие 1.6 устанавливает
простую связь между амебой многочлена Лорана
f и разложениями рациональной функции 1/f в
ряды Лорана с центром в нуле.

Теорема 1 (см. [2], глава 6). Дополнение
 к амебе многочлена f есть объедине-

ние конечного числа непересекающихся связных
компонент. Эти компоненты выпуклы и находятся
во взаимно-однозначном соответствии с разложе-
ниями рациональной функции  в ряды Лорана с
центром в начале координат.

 Выпуклость связных компонент дополнения к
амебе алгебраической гиперповерхности выгодно
отличает ее от всех конкурирующих проекций
комплексного пространства в вещественное и, как
будет показано далее, играет существенную роль в
построении алгоритмов для вычисления амеб.

Напомним, что носителем многочлена Лорана
f называется конечное множество целых точек

 таких, что моном  входит в много-
член f с ненулевым коэффициентом. Многогран-
ником Ньютона  многочлена Лорана f называет-

ся выпуклая оболочка (в пространстве ) носителя
многочлена f. Следующий результат показывает,
что многогранник Ньютона  несет в себе инфор-
мацию о геометрии амебы  [23, теорема 2.8 и
предложение 2.6].

Теорема 2 (см. [23]). Пусть f – многочлен Лора-
на. Обозначим через  семейство связных компо-
нент дополнения к амебе  Существует инъек-
тивное отображение

(2.1)

такое, что конус, двойственный к  в точке 
совпадает с конусом рецессии множества 

Целочисленный вектор  называется по-
рядком компоненты M дополнения к амебе много-
члена f. Из приведенных теорем следует, что чис-
ло связных компонент дополнения к амебе 
ограничено снизу числом вершин многогранника

 и сверху – числом целых точек в данном мно-
гограннике. Нижняя граница была получена в [2].
Варьируя коэффициенты многочлена Лорана f с
заданным многогранником Ньютона, можно до-
биться достижения как верхней [10], так и ниж-
ней [13] границы для числа связных компонент
множества  Более того, вершины многогран-
ника Ньютона всегда лежат в образе отображения

 Из теоремы 2 следует, что конусы тех связных
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компонент множества  которые соответству-
ют вершинам многогранника  заведомо име-
ют непустую внутренность. В то же время связные
компоненты дополнения амебы, соответствую-
щие внутренним точкам многогранника Ньюто-
на, являются ограниченными.

Пусть  –
многочлен одного переменного  с корнями

 Будем без ограничения общности пред-
полагать, что . Амеба много-
члена  есть конечное множество точек ln|ζ1|, ...,

 из которого исключены повторяющиеся
элементы. Типичная компонента дополнения 
к амебе данного многочлена есть (непустой) интер-
вал  для некоторого k = 
порядок данной компоненты равен  Таких ком-
понент может, однако, не быть вовсе, в случае, ес-
ли все корни многочлена  лежат на некоторой
окружности  с центром в точке 
Кроме того, всегда присутствуют две неограни-
ченные компоненты дополнения  и

 чьи порядки равны  и  соответствен-
но. Таким образом, в одномерном случае вычис-
ление амебы многочлена сводится к нахождению
его корней. Для решения данной задачи суще-
ствует широкий спектр точных и приближенных
методов и в настоящей работе мы не рассматри-
ваем этот частный случай, предполагая всюду в
дальнейшем, что n ≥ 2.

Задача вычисления амебы многочлена двух
или более переменных может, конечно, рассмат-
риваться как задача разрешения алгебраического
уравнения относительно одного из входящих в
него переменных. Ключевое отличие от одномер-
ного случая состоит в том, что при n ≥ 2 алгебраи-
ческое уравнение необходимо решать для всевоз-
можных значений прочих присутствующих в нем
переменных. В общем случае осуществить это не
представляется возможным, что заставляет обра-
щаться к другим методам вычисления амеб мно-
гочленов нескольких переменных.

В некоторых простейших случаях амеба мно-
гочлена может быть вычислена точно, а ее грани-
ца явно задана трансцендентными уравнениями.
Например, амеба многочлена двух переменных

 имеет вид

Аналогичное описание допускает амеба любой
комплексной гиперплоскости в произвольной
размерности. Амеба многочлена  +
+ y + xy с произвольным комплексным парамет-
ром  есть множество решений неравенства (см.
[13, стр. 57])
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Сложность вычисления границы амебы много-
члена быстро растет с увеличением его степени и
числа переменных. Несмотря на это, контуры
амеб произвольных классических и обобщенных
дискриминантов [2] допускают бирациональную
параметризацию Горна–Капранова [24]. Однако
амеба многочлена достаточно высокой степени,
чьи коэффициенты не обладают многочисленны-
ми свойствами симметрии, допускает, вообще го-
воря, лишь приближенное описание. Построение
множества, аппроксимирующего амебу с задан-
ной точностью, является задачей высокой вычис-
лительной сложности.

Под вычислением амебы многочлена Лорана f
мы будем всюду в дальнейшем понимать построе-
ние достаточно плотного облака точек, лежащих в
пересечении амебы с заданной областью 
такой, что  содержит точки любой связной ком-
поненты дополнения 

3. АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ АМЕБЫ 
МНОГОЧЛЕНА НА ОСНОВЕ ПОРЯДКА 

КОМПОНЕНТЫ ЕЕ ДОПОЛНЕНИЯ

В работе [23] показано, что каждой точке до-
полнения к амебе  многочлена f можно сопо-
ставить целую точку из многогранника Ньютона

 с помощью отображения порядка :

где

(3.1)

для всех  и  Всюду в дальней-
шем вектор  называется порядком точки

. Любые две точки, лежащие в одной связ-
ной компоненте дополнения к амебе многочлена
f, имеют одинаковый порядок, называемый по-
рядком этой компоненты (см. формулу (2.1) в
Теореме 2); более того, порядки точек из разных
компонент дополнения к амебе различны. Таким
образом, порядок  является классификато-
ром точек дополнения к амебе многочлена f, поз-
воляющим устанавливать их принадлежность к
компоненте заданного порядка.

В работе [23] показано, что для  инте-
грал (3.1) допускает представление в следующем
существенно более простом виде:
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причем значение данного интеграла не зависит от
 при  Поведение интеграла (3.2) в слу-

чае, когда точка  лежит внутри или на границе
амебы  является, вообще говоря, весьма слож-
ным. В этом случае интеграл (3.2) может оказать-
ся расходящимся, однако в большинстве случаев
он сходится, а его значение существенным обра-
зом зависит от  для всех  Скачок
интеграла (3.2) может быть выявлен с помощью
символьно-численных алгоритмов контурного
интегрирования и использован в качестве крите-
рия принадлежности точки s амебе многочлена 
Данное наблюдение является основой алгоритма
вычисления амеб, представленного в настоящей
работе и реализованного в виде сетевого сервиса
http://amoebas.ru/.

Входные данные алгоритма: размерность про-
странства переменных ; многочлен  от 
комплексных переменных  множество
вершин  прямоугольного параллелепипе-
да  малое число  равное линейному
размеру наименьшего элемента объема в , под-
лежащего проверке на предмет принадлежности
амебе многочлена . Предполагается, что объ-
ем параллелепипеда  не равен нулю, а длина по
крайней мере одного из его ребер больше 

Результатом работы алгоритма является облако
точек, аппроксимирующее множество  с
точностью 

Схема работы алгоритма состоит в следующем.
Будем обозначать через  конечное множе-
ство прямоугольных параллелепипедов в про-
странстве  и положим на первом шаге работы
алгоритма 

Пусть  – некоторый элемент множества
 Если длина всех его ребер меньше  то 

исключается из множества  и осуществляет-
ся переход к следующему его элементу. В против-
ном случае каждая из точек множества 
проверяется на принадлежность амебе многочле-
на  путем выявления скачка интеграла (3.2)
по его параметрам  

Если все точки множества  лежат в од-
ной и той же связной компоненте дополнения к
амебе  то, в силу выпуклости и открытости
любой такой компоненты, делается вывод об от-
сутствии точек амебы  в  Координаты точек

 и порядок содержащей их компоненты
дополнения к амебе сохраняются, и выполняется
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переход к следующему элементу множества 
Если рассмотрены все элементы данного множе-
ства, то алгоритм завершает работу.

Если же множество  содержит точки
амебы  или точки, лежащие в разных компо-
нентах ее дополнения, то параллелепипед  раз-
бивается на 2n равных параллелепипедов своими

 плоскостями симметрии, параллельными коор-
динатным плоскостям в . Эти параллелепипеды
добавляются к множеству  и описанный выше
процесс повторяется, пока не будут рассмотрены
все элементы данного множества. В двумерном слу-
чае результатом выполнения данного дихотомиче-
ского (по каждой размерности) процесса являет-
ся аппроксимирующее амебу квадродерево, см.
рис. 1.

По завершении перебора элементов множе-
ства  для каждого возможного значения по-
рядка компоненты дополнения к амебе  сфор-
мирован список точек (вершин рассмотренных
параллелепипедов), лежащих в компоненте с дан-
ным порядком. Для отрисовки этой компоненты
берется выпуклая оболочка всех точек из данного
списка.

Блок-схема изложенного выше алгоритма
представлена на рис. 2. Данный алгоритм реали-
зован на языке программирования C  и лежит в
основе вычислительного функционала сетевого
сервиса http://amoebas.ru/. Объем связной
компоненты дополнения к амебе может быть
сколь угодно мал, а число таких компонент, вооб-
ще говоря, весьма сложным образом зависит от
коэффициентов многочлена. Эта зависимость не
является непрерывной. Например, дополнение к
амебе многочлена  при

 содержит компоненту порядка  в том и
только том случае, когда  (см. [22]). При
этом площадь данной компоненты стремится к
нулю при  В силу этих причин предло-
женный алгоритм не может, вообще говоря, га-
рантировать обнаружение связной компоненты,
чей диаметр меньше величины  Более того, мера
подмножества в пространстве аргументов ком-
плексных переменных, на котором наблюдается
скачок интеграла (3.2), может быть сколь угодно
мала, если степень многочлена достаточно высо-
ка, а его коэффициенты велики. Однако в неко-
торых классах частных случаев скорость работы
предложенного алгоритма допускает оценку сни-
зу. Например, в случае, когда f – оптимальный
гипергеометрический многочлен  комплексных
переменных, алгоритм позволяет не более чем за

 шагов, представленных на
блок-схеме 2, выявить все связные компоненты
дополнения к амебе , лежащие в параллелепи-
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педе  и такие, что все их линейные размеры не
меньше . Данное обстоятельство является след-
ствием строгой логарифмической выпуклости
функции, определяющей коэффициенты такого
многочлена, благодаря которой проверку скачка
интеграла (3.2) достаточно осуществлять в двух
точках в пространстве аргументов комплексных
переменных многочлена f.

4. СЕТЕВОЙ СЕРВИС ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ
И ИЗОБРАЖЕНИЯ АМЕБ МНОГОЧЛЕНОВ 

ДВУХ И ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ

Визуализация амебы многочлена трех пере-
менных достаточно высокой степени, вычислен-
ной в виде облака точек, является в большинстве
случаев концептуально и технически нетривиаль-
ной задачей ввиду сложной геометрической
структуры амебы: наличия в “теле” амебы “поло-
стей” и уходящих на бесконечность параллель-
ных слоев, а также возможности присутствия на
границе амебы подмножеств негладкости грани-
цы с труднопредсказуемой структурой. В силу
этих причин в сетевом сервисе http://amoe-
bas.ru/amoeba_3d.html визуализация амебы
многочлена f трех переменных осуществляется
путем отрисовки пересечений всех компонент
дополнения  с кубом  для
некоторого значения  По умолчанию все эти
компоненты отрисованы полупрозрачными, при
этом каждая из них может быть сделана непро-
зрачной путем ее выбора с помощью левой кноп-
ки мыши. Сама же амеба  представлена как пу-
стое пространство между компонентами своего

Π,
ε

c
f! − × − × −[ , ] [ , ] [ , ]a a a a a a

> 0.a

f!

Рис. 1. Квадродерево в дополнении к амебе много-

члена .+ + + +2 2 7x y x y xy xy
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Рис. 2. Упрощенная схема работы алгоритма классификации точек пространства по принадлежности к амебе и связ-
ным компонентам ее дополнения всех возможных порядков.
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дополнения. Визуализация амеб осуществляется
с помощью пакета интерактивной трехмерной
графики plotly (см. https://plotly.com/),
обеспечивающего возможность приближения,
удаления и вращения амебы, а также движения
“наблюдателя” внутри нее.

Различные компоненты дополнения к амебе
окрашены в различные цвета. Длина волны, соот-
ветствующая цвету связной компоненты допол-
нения к амебе многочлена f двух переменных,
пропорциональна евклидову расстоянию от по-
рядка компоненты до центра тяжести много-
угольника  (см. рис. 3).

Тестирование алгоритмов вычисления амеб и
оценку скорости их работы целесообразно прово-
дить на многочленах, чьи амебы имеют предска-
зуемую, но при этом достаточно сложную струк-
туру. Для этой цели хорошо подходят т.н. опти-
мальные гипергеометрические многочлены

f1

нескольких переменных [22]: число связных ком-
понент дополнения к амебе такого многочлена
является максимально возможным, то есть, сов-
падает с числом целых точек в его многограннике
Ньютона. Для генерации оптимальных гипергео-
метрических многочленов от трех переменных,
амебы которых представлены на общедоступном
сетевом ресурсе http://amoebas.ru/amoe-
ba_3d.html, был использован, в частности, сле-
дующий программный код в системе компьютер-
ной алгебры Mathematica 11.3:
OptimalPolynomialSimplex[dimension_,
degree_,power_]:=

Block[{variables,coefficient,expo-
nents},
variables=Table[ ,{ ,1,dimension}];
coefficient[vector_]:=
(Gamma[1+degree-Total[vector]]

jx j
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(Times @@ Gamma[vector + 1]))–power;
exponents=Flatten[Outer @@
(Join[List, Table[Range[0, degree],
dimension]]), dimension-1];
Factor[(coefficient /@ exponents).
(Times @@@ (variables# & /@ expo-
nents))]]

Результатом работы функции OptimalPoly-
nomialSimplex является оптимальный [22]
многочлен степени degree с заданным числом
переменных, равным dimension. Коэффициен-
ты данного многочлена заданы сужением строго
логарифмически вогнутой функцией на множе-
ство целых точек симплекса с вершинами

 (degree, , de-
gree). Технический параметр power позволяет
управлять “степенью логарифмической вогнуто-
сти” коэффициентов генерируемого многочлена,
отвечающей за геометрию его амебы. Непрерывная
деформация амеб, соответствующая изменению
данного параметра в пределах некоторых интерва-
лов, представлена на сайте http://amoe-
bas.ru/. Примерами многочленов, генерируе-

(0,0, ,0),   0, ,0), ,(0, ,0

мых функцией OptimalPolynomialSimplex,
являются многочлены, чьи амебы представлены
на рис. 4 и 5.

Обширный класс выпуклых многогранников,
важных в многочисленных приложениях алгебра-
ической и вычислительной геометрии, образуют
зонотопы. Напомним, что под зонотопом пони-
мается сумма Минковского конечного числа от-
резков в вещественном пространстве. Следую-
щий фрагмент программного кода на языке си-
стемы компьютерной алгебры Mathematica
11.3 предназначен для генерации оптимального
гипергеометрического многочлена с носителем в
произвольном зонотопе с вершинами в узлах це-
лочисленной решетки, заданном как сумма Мин-
ковского векторов из списка vectors.
OptimalPolyZonotope[vectors_,power_]:=
Block[{dimension,variables,crossProducts,
normals,sumsOfVectors,massCenter,
constants,coefficient,maxDegree,ex-
ponents},
dimension=Length[First[vectors]];
variables=Table[ ,{ ,1,dimension}];
crossProducts=Cross @@@ Subsets[vectors,
{dimension-1}];

normals=Join[crossProducts,-
crossProducts];
sumsOfVectors=

jx j

Рис. 3. Связные компоненты дополнения к амебе мно-

гочлена  + 74088x5y +
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Рис. 4. Связные компоненты дополнения к амебе
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Таблица 1.

degree power Многочлен от  комплексных переменных
Число 

уровней
2n-дерева

Время 
расчета,

с.

2 2 2 9 10.79

2 3 2 9 29.46

2 4 2 9 61.30

2 5 2 9 106.66

3 2 2 7 202.52

3 6 1 7 268.14

3 3 2 7 460.32

3 4 2 7 894.35

3 5 2 7 1558.12

4 2 2 5 1438.40

4 3 2 5 4574.97

n n

+ + + + +2 24 4 4 1x xy x y y
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Join[Table[0,dimension],Union[Total /@
Drop[Subsets[vectors],1]]];

massCenter=
Total[sumsOfVectors]/Length[sumsOf

Vectors];
distanceFromSideToMassCenter[side-
Normal_]:=
Max[Norm /@ ((#.sideNormal)
sideNormal/Norm[sideNormal]  & /@

(# - massCenter & /@ sumsOfVec-
tors))];
constants=
distanceFromSideToMassCen-
ter[#]Norm[#] & /@ normals;
coefficient[vec_]:=
Simplify[(Times @@ Gamma /@

(1+constants +((vec+massCen-
ter).# & /@

normals)))-power];
maxDegree=Abs[Max[Max /@ (Total /@
Subsets[vectors])]];

exponents=
Flatten[Outer@@(Join[List,
Table[Range[-maxDegree,maxDegree],

2

dimension]]),dimension-1];
Numerator[

Factor[
(coefficient /@ exponents).
(Times @@@ (variables  & /@ expo-

nents))
]]]

Результаты расчета и визуализации амеб опти-
мальных гипергеометрических многочленов с но-
сителями в зонотопах представлены на сайте
http://amoebas.ru/. Таблица 1 содержит
данные о скорости расчета амеб многочленов
двух, трех и четырех переменных, генерируемых с
помощью приведенного выше программного ко-
да, для различных значений размерности (di-
mension), степени многочлена (degree), cтепе-
ни логарифмической вогнутости его коэффици-
ента (power) и числа уровней квадродерева, с
помощью которого аппроксимируется амеба.
Расчеты выполнялись на компьютере с централь-
ным процессором Intel Xeon Gold 6146 с тактовой
частотой 3.20 ГГц и 128 Гб оперативной памяти.

5. ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ
Исследование выполнено за счет средств гранта

Российского научного фонда № 22-21-00556,
https://rscf.ru/project/22-21-00556/.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Абрамов С.А., Рябенко А.А., Хмельнов Д.Е. Лорано-

вы, рациональные и гипергеометрические реше-
ния линейных -разностных систем произвольно-
го порядка с полиномиальными коэффициентами //
Программирование, 2018, No 2. С. 60–73.

2. Gelfand I.M., Kapranov M.M., Zelevinsky A.V. Discrim-
inants, resultants, and multidimensional determinants.
Birkhäuser, 1994.

3. Viro O. What is an amoeba? // Notices of the AMS.
2002. V. 49. Issue 8. P. 916–917.

4. Cherkis S.A., Ward R.S. Moduli of monopole walls and
amoebas // J. High Energy Physics. 2012. Issue 5. 90.

5. Fujimori T., Nitta M., Ohta K., Sakai N., Yamazaki M.
Intersecting solitons, amoeba, and tropical geometry //
Physical Review D – Particles, Fields, Gravitation, and
Cosmology. 2008. V. 78. Issue 10. 105004.

6. Kenyon R., Okounkov A., Sheffield S. Dimers and
amoebae // Ann. Math. 2006. V. 163. P. 1019–1056.

7. Passare M., Pochekutov D., Tsikh A. Amoebas of com-
plex hypersurfaces in statistical thermodynamics //
Mathem. Physics, Analysis, and Geometry. 2013. V. 16.
Issue 1. P. 89–108.

8. Zahabi A. Quiver asymptotics and amoeba: Instantons
on toric Calabi–Yau divisors // Physical Review
D. 2021. V. 103. Issue 8. 086024.

9. Maeda T., Nakatsu T. Amoebas and instantons // Inter-
national Journal of Modern Physics A. 2007. V. 22. Is-
sue 5. P. 937–983.

#

q

Рис. 5. Связные компоненты дополнения к амебе

многочлена  +

+ 144x2yz +  +

+  + 16xz3 +

+  + 16y3 + 36y2z2 +

+  + 144yz + 16y + z4 +

+ .

−4
−4
−3

−3

−2

−2

−1

−1 −1
−2
−3
−4

2
3 3

2
1

0 xy

0

0

1

1

+ + + +4 3 3 3 2 216 16 16 36x x y x z x x y

+ + + +2 2 2 2 2 3144 36 144 36 16x y x z x z x xy

+ + + +2 2 2144 144 144 576 144xy z xy xyz xyz xy

+ + + +2 4 3144 144 16 16xz xz x y y z

+ + +2 2 3 2144 36 16 144y z y yz yz

+ + +3 216 36 16 1z z z



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2023

ВЫЧИСЛЕНИЕ СВЯЗНЫХ КОМПОНЕНТ ДОПОЛНЕНИЯ 45

10. Mikhalkin G. Real algebraic curves, the moment map
and amoebas // Ann. Math. 2000. V. 151. Issue 2.
P. 309–326.

11. Forsberg M. Amoebas and Laurent series. 1998. Doc-
toral thesis presented at Royal Institute of Technology
(KTH), Stockholm. ISBN 91-7170-259-8.

12. Leksell M., Komorowski W. Amoeba Program: Comput-
ing and visualizing amoebas for some complex-valued
bivariate expressions // 
http://qrf.servequake.com/amoeba/AmoebaPro-
gram.pdf

13. Rullgård H. Topics in geometry, analysis, and inverse
problems. 2003. Doctoral thesis presented at Stock-
holm University. ISBN 91-7265-738-3. http://www.di-
va-portal.org/smash/get/diva2:190169/FULL-
TEXT01.pdf

14. Theobald T. Computing amoebas // Experimental
Math. 2002. V. 11. Issue 4. P. 513–526.

15. Timme S. A package to compute amoebas in 2 and 3
variables // https://github.com/saschatimme/Polyno-
mialAmoebas.jl

16. Theobald T., De Wolff T. Approximating amoebas and
coamoebas by sums of squares // Math. of Computa-
tion. 2015. V. 84(291). P. 455–473.

17. Purbhoo K. A Nullstellensatz for amoebas // Duke
Math. J. 2008. V. 141. Issue 3. P. 407–445.

18. Forsgård J., Matusevich L.F., Mehlhop N., De Wolff T.
Lopsided approximation of amoebas // Math. of Com-
putation. 2018. V. 88. P. 485–500.

19. Anthony E., Grant S., Gritzmann P., Rojas J.M. Polyno-
mial-time amoeba neighborhood membership and
faster localized solving // Mathematics and Visualiza-
tion. 2015. V. 38. P. 255–277.

20. Bogdanov D.V., Kytmanov A.A., Sadykov T.M. Algorith-
mic computation of polynomial amoebas // Lecture
Notes in Computer Science (including subseries Lec-
ture Notes in Artificial Intelligence and Lecture Notes
in Bioinformatics). 2016. V. 9890. P. 87–100.

21. Nisse M., Sadykov T.M. Amoeba-shaped polyhedral
complex of an algebraic hypersurface // J. Geom. Anal-
ysis. 2019. V. 29. Issue 2. P. 1356–1368.

22. Bogdanov D.V., Sadykov T.M. Hypergeometric polyno-
mials are optimal // Math. Z. 2020. V. 296. Issue 1–2.
P. 373–390.

23. Forsberg M., Passare M., Tsikh A.K. Laurent determi-
nants and arrangements of hyperplane amoebas // Adv.
Math. 2000. V. 151. P. 45–70.

24. Klausen R.P. Kinematic singularities of Feynman inte-
grals and principal A-determinants // J. High Energy
Physics. 2022. Issue. 2. 4.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


