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В работе построена символьно-численная реализация метода Галеркина для приближенного реше-
ния задачи волноводной дифракции на стыке двух открытых планарных трехслойных волноводов.
Метод Гелеркина реализован в системе компьютерной алгебры Maple с использованием символь-
ных манипуляций, основа программной реализации – символьно-численная процедура scprod, ре-
ализующая численный расчет скалярных произведений метода Галеркина на основе символьных
выражений. Использование символьных манипуляций позволяет ускорить расчет интегралов в ме-
тоде Галеркина благодаря однократному символьному расчету типовых для задачи интегралов вме-
сто многократного численного интегрирования.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматривается построение сим-

вольно-численной реализации метода Галеркина
в системе компьютерной алгебры для прибли-
женного решения задачи волноводной дифрак-
ции на стыке двух открытых планарных трехслой-
ных волноводов. Самая ресурсозатратная проце-
дура в методе Галеркина – это вычисление
большого числа скалярных произведений эле-
ментов функционального пространства. Каждое
скалярное произведение представляет собой ин-
теграл от произведения двух функций, причем
для планарных открытых волноводов эти функ-
ции являются кусочно-гладкими собственными
функциями задачи Штурма–Лиувилля, заданны-
ми в символьно-численном виде: в символьном
виде задана фундаментальная система решений
(ФСР) дифференциального уравнения с постоян-
ным коэффициентом в каждом слое волновода, а
в численном виде заданы только коэффициенты
разложения по ФСР. Различные коэффициенты
при ФСР определяют разные собственные функ-
ции. Если численные константы заменить на
символьные, то интегралы от произведения соб-
ственных функций можно вычислить однократно
в каждом слое волновода в виде символьного вы-

ражения, а после подставлять в полученные сим-
вольные выражения численные значения кон-
стант. В таком подходе вычисление интегралов
сведено к минимуму для ускорения численных
расчетов.

Описанный подход реализован в системе ком-
пьютерной алгебры Maple для решения задачи
волноводной дифракции на стыке двух открытых
планарных трехслойных волноводов. Собствен-
ные функции вычисляются в символьно-числен-
ном виде методом волнового сопряжения, кото-
рый реализован в виде процедуры wave_conj в
Maple. Используя собственные функции приме-
няем процедуру scprod для численного расчета
матрицы скалярных произведений метода Галер-
кина. Матрица скалярных произведений исполь-
зуется для формирования системы уравнений,
которая решается численно в Maple методом
LinearSolve пакета LinearAlgebra.

С помощью разработанного символьно-чис-
ленного метода исследована сходимость метода
Галеркина для задачи волноводной дифракции.
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2. МОТИВАЦИЯ
Корректная постановка задачи волноводной

дифракции на стыке двух планарных открытых
волноводов может быть сформулирована следую-
щим образом. Имеется стык двух планарных от-
крытых волноводов, который для корректной по-
становки задачи помещаем в объемлющий за-
крытый волновод аналогично подходу [1].

В таком случае компонента 
удовлетворяет уравнению Гельмгольца [2, 3]

(1)

условиям на границе объемлющего закрытого
волновода [2, 3]

(2)

и условиям сопряжения на стыке волноводов [4]

(3)

где . Кусочно-постоянный
коэффициент n2(x, z) в уравнении Гельмгольца
определяет показатель преломления в рассматрива-
емой области:  ,
где

(4)

Применяя метод разделения переменных к урав-
нению Гельмгольца в области  и в области

 получаем общий вид решения в каждой из
областей в виде разложения по нормальным мо-
дам

(5)

где  и  ортонормированные собственные
функции и собственные значения задачи Шур-
ма–Лиувилля при l = 1

(6)

а  и  – ортонормированные собственные
функции и собственные значения приведенной
выше задачи Шурма–Лиувилля при l = 2.
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Постановка задачи дифракции формулируется
следующим образом: в области  имеется одна
падающая m-я мода с заданным амплитудным ко-
эффициентом  и счетное количество отражен-
ных волноводных мод, характеризующихся ам-
плитудными коэффициентами отражения  [2]

(7)

а в области z > 0 имеется счетное количество про-
шедших волноводных мод, характеризующихся
амплитудными коэффициентами прохождения

 [2]

(8)

Условие , учитывая вид решения (7)
и (8), принимает следующий вид

(9)

а условие  с учетом (7) и (8) принимает

следующий вид

(10)

Задача волноводной дифракции на стыке двух
планарных открытых волноводов, помещенных в
объемлющий закрытый волновод, состоит в
определении амплитудных коэффициентов отра-
жения  и прохождения  по заданным характе-
ристикам волноводного перехода, а также по за-
данной амплитуде A падающей m-й моды.

3. МЕТОДЫ

3.1. Приближенный метод решения задачи 
волноводной дифракции

Систему из двух уравнений (9), (10) решаем
приближенно, для этого в каждой из бесконеч-
ных сумм оставляем конечное число слагаемых: в
каждой сумме оставляем только те слагаемые, для
которых выполняется  в первой сумме и

 во второй сумме соответственно, то есть
неэванесцентные моды. К усеченным суммам
применяем метод Галеркина [5] и получаем си-
стему линейных алгебраических уравнений сле-
дующего вида
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где  и  – век-

торы искомых величин, , D2 = di-

ag ,  – вектор, m-я компонента которого
равна A, а остальные компоненты нулевые. Мат-
рица  определена следующим образом

(12)

где .

Численно решаем систему линейных алгебра-
ических уравнений (11) и определяем прибли-
женные значения амплитудных коэффициентов
отражения и прохождения. Численное решение
системы не представляет трудностей, более ресур-
соемкая операция в данном случае – это числен-
ный расчет матрицы Φ, каждый элемент которой
представляет собой интеграл от произведения двух
собственных функций. Используем возможности
системы компьютерной алгебры Maple по сим-
вольному расчету интегралов для символьно-чис-
ленной реализации метода Галеркина чтобы со-
кратить общее время расчетов. Для этого в
первую очередь отыскиваем собственные функ-
ции задачи (6) в символьно-численном виде ме-
тодом волнового сопряжения.

3.2. Символьно-численная реализация метода 
волнового сопряжения

Определяем собственные функции и соб-
ственные значения задачи Штурма–Лиувилля (6)
методом волнового сопряжения: в каждой подоб-
ласти с постоянным показателем преломления
записываем общее решение соответствующего
обыкновенного дифференциального уравнения с
постоянными коэффициентами

(13)

в виде разложения по фундаментальной системе ре-
шений  с неизвестными

коэффициентами . Общее решение  для
 подставляем в граничные условия и

условия сопряжения из (6). Получается однород-
ная система линейных алгебраических уравнений
относительно неизвестных величин , ,
s, коэффициенты которой зависят от спектраль-
ного параметра 

(14)
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Система (14) имеет нетривиальное решение толь-
ко тогда, когда . Каждому корню 
этого уравнения соответствует однородная систе-
ма , где . Решив систему, то
есть отыскав вектор , мы определяем искомые

коэффициенты j-й моды ,  тем са-
мым полностью определяя и собственную функ-
цию задачи, соответствующую собственному зна-
чению .

Численное отыскание корней нелинейного
уравнения  осуществляется методом
деления отрезка пополам. Приближенное реше-
ние системы  с численно вырожденной
матрицей Mj осуществляется с помощью числен-
ного отыскания собственного вектора матрицы
Mj, отвечающего почти нулевому по модулю соб-
ственному значению. Алгоритм реализован в чис-
ленном виде в системе компьютерной алгебры
Maple с использованием метода Eigenvectors
библиотеки LinearAlgebra [6], псевдокод ал-
горитма приведен ниже.

Algorithm 1: Algorithm wave_conj for numeric cal-
culation , 

Input: , , , ,  – symbolic expres-
sions for each layer defined in eqs (15), (16),  – 
numeric value for thickness of the waveguide layer, 

 – numeric value for thickness of the “Dirichlet 
box”, , ,  – numeric values for refractive 
indices

Output: array of , array of 

generate matrix for 

GenerateMatrix 

using , ,  and conditions (6)

generate matrix for 

GenerateMatrix 

using , ,  and conditions (6)

generate matrix for 

GenerateMatrix 
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3.3. Символьно-численная
реализация метода Галеркина

Общее решение уравнения (13) при 
имеет следующий вид

(15)

а при 

(16)

Применение метода Галеркина предполагает
вычисление большого количества интегралов от
произведения собственных функций вида

(17)

где зависимость от переменной  опущена для
краткости записи. Отметим, что  и ,

 принимают либо вид (15), либо вид (16)
в зависимости от положительности/отрицатель-
ности выражений  и . Поэтому для
численного расчета любого интеграла вида (17)
достаточно иметь только 3 символьных выраже-
ния для определенных интегралов:

(18)

  RootOf (Determinant ),

, 

for  do

e,v  Eigenvectors ;
indx_min  min[index](abs (e));
Aj  Column(v, indx_min);

for  do

e,v  Eigenvectors ;
indx_min  min[index](abs (e));
Aj  Column(v, indx_min);

for  do

e,v  Eigenvectors ;
indx_min  min[index](abs (e));
Aj  Column(v, indx_min);

return 

η j ← η3( ( ))M

η ∈ (0; )cn +2 3= 1,..,j N N

1= 1,..,j N

← η1( ( ))jM

← 
←

+1 2= 1,..,j N N

← η2( ( ))jM

← 
←

+2 3= 1,..,j N N

← η3( ( ))jM

← 
←

[ ] [ ]η = 3, ,  1,...,j jA j N

αη > n

( ) α α− η − η −
α α α+

2 2 2 2
0 01 1 2= ,k n x k n xx A e A ev

αη < n

α α α α α= − η + − η2 1 2 2 2 2 2
0 0( ) sin( ) cos( ).x A k n x A k n xv

− −

ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ +

+ ϕ ψ + ϕ ψ

  

 

1

2

1 2

0

, , , ,
0

, , , ,

=

,

L h

p q s p s q f p f q
L L

h L

c p f q c p c q
h h

dx dx dx

dx dx

x
( )αϕ ,p x ( )αψ ,q x

α = , ,c f s

αβ −p n αγ −q n

( )
−β β −γ γ

β γ

= + +

1,1 1 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , , , =

( )( ) ,
b

x x x x

a

I A A B B a b

A e A e B e B e dx

(19)

(20)

Используем возможности системы компьютер-
ной алгебры Maple, а именно функцию int для
символьного интегрирования, а также функции
factor, expand для упрощения символьных вы-
ражений [6]. Полученные в системе компьютерной
алгебры символьные выражения  ис-
пользуются для расчета интегралов по формуле
(17).

Описанные символьно-численные методы ре-
ализованы в системе компьютерной алгебры Ma-
ple.

Algorithm 2: Algorithm ipq for numeric calcula-
tion of integral (18), (19) or (20)

3.4. Реализация символьно-численных 
алгоритмов в Maple

Реализация символьно-численного метода ре-
шения волноводной задачи состоит из 3-х сим-
вольно-численных алгоритмов, реализованных в
системе компьютерной алгебры Maple. Метод

Input: ,  – numeric values for eigenvalues, ,  – 
numeric values for refractive indices, a, b – 
numeric values for integration limits, ,  – 
numeric values for amplitudes

Output: numeric value of sub-integral

if    then
res  subs numeric values of

 in 

if    then
res  subs numeric values of

 in 

if    then
res  subs numeric values of

 in 

if    then
res  subs numeric values of

 in 
return res
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волнового сопряжения, описанный в разделе 3.2,
реализован в системе компьютерной алгебры Ma-
ple в виде процедуры wave_conj, псевдокод ко-
торой приведен выше, см. алг. 1. Символьная
часть метода состоит в формировании матрицы

 для каждого из трех диапазонов
,  и . Численно отыски-

ваем значения , решая уравнение  = 0
и значения , решая систему (14) для левого вол-
новода и, аналогично,  и  для правого волно-
вода.

Далее численные значения ,  и ,  в ка-
честве аргументов передаются в процедуру
scprod (см. алг. 3), которая вычисляет матрицу
скалярных произведений (12), опираясь на зара-
нее полученные символьные выражения для ин-
тегралов типа (18), (19) и (20) с помощью проце-
дуры ipq (см. алг. 2).

После численного расчета матрицы (12) реша-
ем систему (11) с помощью метода LinearSolve
библиотеки LinearAlgebra.

Algorithm 3: Algorithm scprod for numeric cal-
culation matrix defined in (12)

4. РЕЗУЛЬТАТЫ

Используем разработанный символьно-чис-
ленный алгоритм для приближенного решения
задачи дифракции на стыке двух волноводов ме-
тодом Галеркина. Исследуем для начала точность
метода Галеркина в зависимости от параметра L,
для этого оцениваем невязку , определяющую
баланс энергии

Input: , ,  and , ,  – 
numeric values for eigenpairs, calculated by 
wave_conj algorithm, , ,  – numeric values 
for thicknesses, , ,  – numeric values for 
refractive indices

Output: Matrix  of scalar product defined in (12)
for p = 1, …,N do

for q = 1, …, M do

 ipq( , , , , , , , , , )

 ipq( , , , , , , , , , )

 ipq( , , , , , , , , , )

 ipq( , , , , , , , , , )

  + 
return F

η1,2,3( )M
η∈( , )s fn n η∈( , )c sn n η∈(0, )cn

β j β1,2,3det ( )M
jA

γ j


jB

β j


jA γ j


jB

β j jA = 1,...,j N γ j jB = 1,...,j M

1h 2h L

cn sn fn

F

←( )cc
pqI 1A 2A 1B 2B 2h L cn cn βp γq

←( )cf
pqI 1A 2A 3B 4B 1h 2h cn fn βp γq

←( )ff
pqI 3A 4A 3B 4B 0 1h fn fn βp γq

←( )ss
pqI 5A 6A 5B 6B −L 0 sn sn βp γq

← +( )cc
pq pqF I ( )cf

pqI +( ) ( )ff ss
pq pqI I

δ

(21)

В зависимости от величины  изменяется чис-
ло базисных функций, а именно , 
при , ,  при  и

,  при . Для дальнейших
расчетов выбираем значение , при кото-
ром величина  достигаем минимума. Приведем
далее численные результаты решения задачи ди-
фракции на стыке двух волноводов, где толщина

 фиксирована, а толщина второго волно-
вода h2 изменяется от  до  при 
μm, показатели преломления слоев определны
следующим образом , ,  = 1.565.
Оцениваем численно изменение абсолютных
значений амплитуд прошедших волноводных мод

 и .
Величины абсолютных значений амплитуд

прошедших волноводных мод  и  характери-
зуют перераспределение энергии между первыми
двумя волноводными модами. Численно оценим
также суммарную интенсивность , которая
приходится на моды с  и суммарную
интенсивность , приходящуюся на моды с

. Величины  и  определены следу-
ющим образом

(22)

5. ОБСУЖДЕНИЕ
В работе построена символьно-численная реа-

лизация метода Галеркина для решения задачи
волноводной дифракции на стыке двух планар-
ных трехслойных волноводов. Багодаря тому, что
собственные функции задачи (6) вычисляются в
символьно-численном виде можно применить
метод волнового сопряжения, который реализо-
ван в виде процедуры wave_conj в Maple. В си-
стеме Maple также реализована процедура
scprod для численного расчета матрицы скаляр-
ных произведений метода Галеркина на основе
вычисленных собственных функций. Процедура
scprod использует рассчитанные и упрощенные
формулы для типовых интегралов (18)–(20), воз-
никающих в задаче дифракции. Другими словами
процедура интегрирования осуществляется три
раза для расчета интегралов (18)–(20), далее полу-
ченные символьные выражения упрощаются и
используются в численных расчетах.

Важно отметить, что несмотря на использова-
ние символьных манипуляций, матрица скаляр-
ных произведений  из (12) вычисляется прибли-
женно, из-за того, что собственные функции  и

δ + − 2 2

=0 =0
= 1.

N M

j j
j j

R T

L
= 52N = 52M

λ= 5L = 152N = 151M λ= 15L
= 248N = 249M λ= 25L

λ= 25L
δ

λ1 = 1.5h
λ1.5 λ3.7 λ = 0.55

= 1.0cn = 1.47sn fn

0T 1T

0T 1T

1E
γ< <s q fn n

2E
γ0 < <q sn 1E 2E

γ γ
 2 2

1 2
< < 0< <

= , = .
s q f q

q q
n n ns

E T E T

Φ
ϕp
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 определяются приближенно. Каждый элемент
диагональных матриц собственных значений D1, 2
системы (11) известен с точностью 10–15 – так как
собственные значения являются корнями нели-
нейного уравнения, которые без труда отыскивают-
ся методом деления отрезка пополам с точностью
10–15. При такой точности вычисления собственных
значений собственные функции отыскиваются с
точностью , где a < 10 – см. например [8].
Для расчета матричных элементов  из (12) необ-
ходимо вычислить интеграл от произведения ор-
тонормированных функций  и , ошибка при

расчете такого интеграла будет порядка .

Символьно-численная реализация метода Га-
леркина позволяет однократно вычислить одно-
типные интегралы, ускоряя тем самым последую-
щие численные расчеты, что особенно актуально
для векторных задач – см. [9]. В настоящей работе
рассматривается скалярная задача, которую, од-
нако, необходимо решать многократно, как для
исследования сходимости метода Галеркина (см.
рис. 2), так и для исследования самой задачи ди-
фракции на различных стыках. Стоит отметить,
что использование систем компьютерной алгеб-
ры характерно не только для методов Галеркина
[10] и Ритца [11], но и для других приближенных
методов решения волноводных задач [12].

Корректная постановка задачи дифракции ос-
нована на использовании подхода, предложенно-
го А.Г. Свешниковым для задач волноводной ди-
фракции [7], схожему с подходом О.И. Толстихи-
на для задач квантовой механики [1]. Подход
состоит в помещении рассматриваемого волно-
водного стыка открытых волноводов в объемлю-
щий закрытый волновод (“ящик Дирихле”), грани-
цы которого  удалены от рассматриваемой
структуры на “достаточно большое” расстояние. В
работе величина этого расстояния  определена из
численного эксперимента: исследовано поведе-
ние невязки , описывающей численное “нару-

ψq

−× 1310a
Φ

ϕp ψq
−× 132 10a

±=x L

L

δ

шение” закона сохранения энергии (21). Полу-
ченные результаты (см. рис. 2) демонстрируют
немонотонное поведение невязки, которое ха-
рактерно для метода Галеркина в волноводных
задачах – см. [9]. Получено значение ,λ= 25L

Рис. 1. Стык двух планарных открытых волноводов,
помещенных в объемлющий закрытый волновод с
границами .

x = Lx
nc

ns

nfh1
h2

zz = 0

x = −L

±=x L

Рис. 2. График сходимости величины  для стыка с
параметрами    

, , m = 0, где длина волны  μm.
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δ
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Рис. 3. График изменения величин  и  в зависи-
мости от толщины  для стыка с параметрами

, , , , , m = 0,
где длина волны  μm.
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обеспечивающее минимальное значение невязки
, где  – длина волны.

Использование “ящика Дирихле” позволяет
аппроксимировать непрерывный спектр исход-
ной задачи для открытых планарных волноводов
[13–15] дискретным спектром благодаря ввдению
искуственных границ . Этот подход позво-
ляет сформулировать корректную задачу дифрак-
ции и применить для ее исследования метод Галер-
кина, а также приближенно оценить какое количе-
ство энергии приходится на моды непрерывного
спектра исходной задачи (см. рис. 4, 5). На рис. 4
представлен график величины , которая описы-
вает суммарную интенсивность, приходящуюся на
моды, аппроксимирующие дискретный спектр ис-
ходной задачи в зависимости от толщиты . Когда

 стык отсутствует, поэтому  (см.
рис. 3) – единственная волноводная мода, нале-
тающая на стык из области z < 0, продолжает рас-
пространяться вдоль волновода с неизменной ам-
плитудой. В данном случае перераспределение
энергии отсутствует, о чем свидетельствует значе-
ние величин  на рисунке 4. Величина  на
рисунке 5 описывает суммарную интенсивность,
приходящуюся на моды, аппроксимирующие не-
прерывный спектр исходной задачи в зависимо-
сти от толщиты . Когда  стык отсутствует,
поэтому .

δ λ

±=x L

1E

2h
2 1=h h 0 = = 1T A

1 = 1E 2E

2h 2 1=h h
2 = 0E

Первые две моды, которым соответствуют ам-
плитуды  и , аппроксимируют направляемые
моды исходной задачи – моды дискретного спектра
исходной задачи. При увеличении толщины 
происходит перераспределение энергии между мо-
дами, о чем свидельствует рисунок 3: амплитуда 
уменьшается по абсолютному значению, а ам-
плитуда  – увеличивается. Перераспределение
энергии происходит не только между модами
дискретного спектра исходной задачи, о чем сви-
детельствуют графики на рис. 4 и 5: при увеличе-
нии толщины  суммарная интенсивность мод,
аппроксимирующих дискретный спектр исход-
ной задачи, уменьшается от 1.0 до примерно 0.984
при увеличении  от  до  (см. рис. 4), а
суммарная интенсивность мод, аппроксимирую-
щих непрерывный спектр исходной задачи, уве-
личивается от 0.0 до примерно 0.016 при увеличе-
нии  от  до  (см. рис. 5). При дальней-
шем увеличении толщины  до значения 
суммарная интенсивность мод, аппроксимирую-
щих дискретный спектр исходной задачи, увели-
чивается до примерно 0.995 (см. рис. 4), а суммар-
ная интенсивность мод, аппроксимирующих не-
прерывный спектр исходной задачи, уменьшается
до примерно 0.005 (см. рис. 5). Стоит также отме-
тить, что суммарная интенсивность всех отражен-
ных мод не более 0.001, поэтому графики этих
значений не приводятся.
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Рис. 4. График изменения величины  в зависимости
от толщины  для стыка с параметрами ,

, , , , m = 0, где длина
волны  μm.
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Рис. 5. График изменения величины  в зависимо-
сти от толщины  для стыка с параметрами ,

, , , , m = 0, где длина
волны  μm.
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Резюмируя вышесказанное, перераспределе-
ние энергии между модами, аппроксимирующи-
ми дискретный спектр исходной задачи, суще-
ственно – при увеличении толщины  абсолютное
значение амплитуды  уменьшается практически в
2 раза, а абсолютное значение амплитуды  увели-
чивается от 0.0 до 0.7. Доля энергии, которая прихо-
дится на моды, аппроксимирующие непрерывный
спектр исходной задачи, составляет не более 1.6%
для рассматриваемой структуры (см. рис. 5).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построена символьно-численная реа-
лизация метода Галеркина, которая позволяет ис-
следовать задачу волноводной дифракции на сты-
ке двух планарных волноводов в “ящике Дирих-
ле”. Использование символьных манипуляций
позволяет ускорить расчет интегралов в методе
Галеркина благодаря однократному символьному
расчету типовых для задачи интегралов вместо
многократного численного интегрирования, что
позволяет проводить ресурсоемкие расчеты на
персональном компьютере для задачи дифракции
с количеством собственных функций, исчисляе-
мым сотнями.

В работе численно определена высота “ящика
Дирихле”, исследовано перераспределение энергии
между направляемыми модами, аппроксимирую-
щими дискретный спектр исходной задачи, а также
оценена доля энергии, которая приходится на мо-
ды, аппроксимирующие непрерывный спектр ис-
ходной задачи.
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