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1. ВВЕДЕНИЕ
Метод конечно-разностной дискретизации,

примененный к дифференциальным и инте-
гральным уравнениям, приводит к разностным
уравнениям (см. [1, 2]). Комбинация линейных
разностных уравнений и метода производящих
функций эффективно применяется к многочис-
ленным задачам перечислительного комбинатор-
ного анализа (см., например, [3–5]). Для уравне-
ний Коши–Римана это дает дискретную теорию
аналитических функций (см. [6, 7]), используе-
мую для изучения Римановых поверхностей (см.,
например, [8, 9]). Также разностные уравнения
используются в динамических моделях с дискрет-
ным временем (см. [10, 11]).

Дополнительные условия (“начальные”, “гра-
ничные”, “данные Коши”) позволяют выбрать
единственное решение из бесконечного множе-
ства решений, а возникающая при этом задача
называется задачей Коши для многомерного раз-
ностного уравнения. Одномерная задача Коши
проста, так как ее исходные данные конечны.
Многомерный случай отличается тем, что исход-
ные данные заданы на бесконечном множестве и
имеют сложную структуру. Алгоритмы решения
многомерного разностного уравнения с постоян-
ными, полиномиальными или рациональными

коэффициентами функции изучались в [12–15].
Связь производящей функции решения линей-
ной задачи Коши и производящей функции ее
данных Коши исследована в работах [16–19]. Ал-
горитм вычисления решения двумерной задачи
Коши в точке через коэффициенты разностного
уравнения и данные Коши были разработаны и
реализованы в [20, 21].

Отметим, что многомерные случаи должным
образом не исследованы, однако они имеют боль-
шое значение, например, трехмерный случай
имеет большое значение в задачах термодинами-
ки (теплопроводность, см. [2], анизотропная
диффузия, см. [22]), математической биологии
(распределение морфогена в крыльях насекомых
[22], распределение плотности популяции видов
[23]). В данной статье рассматривается решение
трехмерной задачи Коши для линейного разност-
ного уравнения с постоянными коэффициентами
в параллелепипеде в точке через коэффициенты
линейного разностного уравнения и данные Ко-
ши. Мы определяем задачу Коши в параллелепи-
педе и описываем функцию начальных данных
таким образом, который позволяет нам разрабо-
тать и реализовать компьютерный алгоритм.
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2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ 
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РАЗНОСТНОГО 
ОПЕРАТОРА В “ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ”
Пусть функция f целочисленных аргументов

 и  – оператор сдвига по -й пере-
менной, т.е. δjf(t1, ..., tn) = f(t1, ..., tj – 1,

, . Некоторые полез-
ные свойства оператора сдвига были исследованы
в [24]. Если α =  – мультииндекс, то

, . Для двух мульти-
индексов , β = =  неравен-
ство  означает, что , .

Рассмотрим разностный полиномиальный опе-
ратор вида

(1)

где  – постоянные коэффициенты оператора
. Если , то будем обозначать

 и тогда оператор  можно за-
писать в виде

Многочлен

будем называть характеристическим многочле-
ном для разностного оператора , а его сте-
пень по переменной  – порядком разностного
оператора.

В целочисленной решетке  выберем точку
 и обозначим Π'x =  :

 -мерный параллелепипед в ги-
перплоскости .

Зафиксируем точку ,
 такую, что коэффициент , и рас-

смотрим множество  =  :  +
+ 'β}. Обозначим L =  множе-
ство, на котором будем задавать начальные дан-
ные и сформулируем задачу:

найти решение разностного уравнения

(2)
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где  и  – заданные функции целочисленных
аргументов.

Однородная двухслойная линейная разност-
ная схема с постоянными коэффициентами рас-
сматривалась в [25], где исследована ее устойчи-
вость при . Разрешимость двумерной зада-
чи Коши (2), (3) исследована в [26]. Такие задачи
известны как многослойные неявные разностные
схемы. В [27] исследована корректность задачи
(2), (3) и доказано достаточное условие коррект-
ности, а достаточное условие разрешимости трех-
мерной задачи (2), (3) доказано в [28].

Рассмотрим задачу Коши (2), (3) для .
 – целочисленная решетка, а  –

подмножество этой решетки, состоящее из точек
с целыми неотрицательными координатами.
Пусть , ,  – операторы сдвига по перемен-
ной , y,  соответственно, т.е. δ1f(x, y, z) =
= , , δ3f(x, y, z) =
= . Зададим параллелепипед Π =
=    в по-
ложительном октанте целочисленной решетки,
число  будем называть шириной Π, а  –
длиной Π. Разностный полиномиальный опера-
тор (1) будет иметь вид

(4)

где ,  и  определяют размер разностной схе-
мы, а

Характеристический многочлен будет иметь
вид

где m – порядок разностного оператора ,
δ3), , .

Зафиксируем  такое, что 

и рассмотрим множество 
 – bx,  z > m – 1},

тогда  и задача Коши будет иметь вид:
найти решение разностного уравнения

(5)

удовлетворяющее условию
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(6)

где  и  – заданные функции цело-
численных аргументов.

Задачу (5), (6) назовем задачей Коши для по-
линомиального разностного оператора (4).

В [28] доказано, что задача (5), (6) однозначно
разрешима, если выполняется условие

(7)

Поставим задачу вычислить значение функ-
ции  в точке  с координатами .

3. ОПИСАНИЕ ВХОДНЫХ ДАННЫХ
Решение задачи Коши (5), (6) для трехмерного

разностного уравнения с постоянными коэффи-
циентами в точке A с координатами 
представляет собой значение функции  в
точке A. Алгоритм вычисления значения функ-
ции  в заданной точке c координатами

 имеет рекурсивный характер и сводится
к вычислению значений функции  на ко-
нечном подмножестве точек  из множества

.
Начальные данные (6) задаются трехмерной

матрицей , содержащей конечное подмноже-
ство значений начальных данных задачи Коши.
Коэффициенты трехмерного разностного урав-
нения задаются трехмерной матрицей C. Для тех-
нической реализации алгоритма матрицы коэф-
фициентов C и начальных данных  задаются по

слоям, начиная с самого нижнего. Проиллюстри-
руем процедуру задания матриц  и .

Для разностного уравнения

(8)

трехмерная матрица коэффициентов C на первом
слое будет содержать матрицу  вида

а на втором – матрицу  вида

Запишем трехмерную матрицу коэффициентов 
следующим образом

Для разностного уравнения (8) , ,
. Пусть , , , тогда

трехмерная матрица начальных данных  будет
иметь вид , где

Здесь элементы, обозначенные *, вычисляются
при выполнении алгоритма. При этом, вычис-
лить элемент  не представляется возмож-
ным без вычисления элементов , ,

, , . Таким образом, для
нахождения неизвестных элементов необходимо
решить систему линейных разностных уравнений
вида (8) с использованием начальных данных

, где i = 0, ..., 4, , , ,

i = 0, ..., 4, ,  и , , ϕ(4, 1, 1),
.

Итак, входные данные конечны и имеют вид:
1. Трехмерная матрица коэффициентов C =

= , , , 
размера  из коэффициен-
тов  трехмерного разностного уравнения;

2. Точка ;
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3. Точка A с координатами , определя-
ющая координаты искомого значения функции

 и количество слоев в трехмерной матри-
це начальных данных F;

4. Трехмерная матрица начальных данных F =
= , размера ,
где , для всех остальных значений

 значения .

Поскольку координаты элементов трехмерной
матрицы коэффициентов разностного оператора
и трехмерной матрицы начальных данных в де-
картовой системе координат  не совпада-
ют с их координатами в матрице (строка × стол-
бец × слой), то следует перейти из декартовой си-
стемы координат  в “матричную”

 по правилу: D(d1, d2, ,
m2, m3), где  , .

Далее необходимо будет проверить задачу Ко-
ши (5), (6) на разрешимость, т.е. проверить, вы-
полняется ли условие (7) для коэффициентов раз-
ностного оператора (4).

1 1 1( , , )x y z

( , , )f x y z

ϕ( ( , , ))x y z + × + × +1( 1) ( 1) ( 1)x yB B z
∈( , , )x y z L

( , , )x y z ϕ( , , ) = 0x y z

( , , )X Y Z

1 2 3( ( , , ))D d d d

1 2 3( ( , , ))M m m m →3 1) (d M m
+1 2= 1,m d +2 1= 1m d +3 3= 1m d

4. ПРИМЕР
Будем рассматривать полиномиальный раз-

ностный оператор

(9)

где , , m = 1. Фиксируем β0 =
= , , . Множество
начальных данных будет иметь вид:

где   ,
  .

Трехмерная матрица коэффициентов C полино-
миального разностного оператора (9) задается по
слоям, начиная с самого нижнего:

Расположение элементов матрицы коэффици-
ентов C в декартовой системе координат пред-
ставлено на рис. 1

Поставим задачу: найти значение функции
 в точке  c координатами (2, 1, 4).

Трехмерная матрица данных Коши задается по
слоям, начиная с самого нижнего:
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2
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2 2
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1 2 1 2 2 1 2 1 2 3

2 2
1 3 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2 2
2 3 1 2 3 1 2 3

5 6 1 2 3 3

4 5 6 80 8

3 4 5 ,

= 2xb = 2yb
β β( , , ) = (1,1,1)x y m = 4xB = 3yB

( )Π Π 1,1= \ ,L

Π ∈ 3= {( , , ) ,x y z Z ≤ ≤0 4,x ≤ ≤ ≥0 3, 0}y z

( ) +Π ∈ 3
1,1 = {( , , ) :x y z Z ≤ ≤1 3,x ≤ ≤ ≥1 2, 1}y z

( )
 
 
  
 
 
 
  
 

000 100 200 001 101 201

0 1 010 110 210 011 111 211

020 120 220 021 121 221

= = =

1 2 3 3 4 5
= 4 5 6 6 80 8 .

1 2 3 3 4 5

c c c c c c
C C C c c c c c c
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( ), ,f x y z A

( )
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0 1 2 3 4

1 2 3 4 5 3 4 5 7 6 3 4 5 7 6 3 4 5 7 6 3 4 5 7 6
4 5 6 1 3 6 0 0 0 8 5 0 0 0 2 6 0 0 0 1 3 0 0 0 8

= .
1 2 3 8 4 3 0 0 0 4 3 0 0 0 4 3 0 0 0 4 3 0 0 0 4
1 2 3 4 6 6 5 3 2 3 6 8 1 4 3 6 6 7 1 4 6 2 6 7 3
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Расположение элементов матрицы начальных
данных  в декартовой системе координат пред-
ставлено на рис. 2.

F
Произведем переход из декартовой системы

координат в “матричную”:  = [2,
2, 2], .

β → β0 1= [1,1,1]
→ 1(2,1,4) (2,3,5)A A

Рис. 1. Расположение элементов C в декартовой си-
стеме координат.
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Проверим задачу на разрешимость. Так как

то задача разрешима.
Для нахождения неизвестных (нулевых) зна-

чений в матрице  на втором слое необходимо
решить систему разностных уравнений

(10)

Матрица T системы разностных уравнений (10)
будет блочной теплицевой матрицей (подробнее
см. [29, 30]) вида

где

Решив систему уравнений (10), получим

Для нахождения неизвестных (нулевых) зна-
чений в матрице  на третьем слое необходимо
решить систему разностных уравнений

(11)

Матрица системы уравнений (11) будет равна
матрице системы уравнений (10). Решив систему
уравнений (11), получим

Продолжая процесс, найдем

Таким образом, искомое значение  =
= ‒0.71.

5. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Алгоритм был реализован в среде MatLab2014
32bit. Вычисления производились на машине In-
tel(R) Core(TM) i5-3330S CPU 2.70 GHz, 32bit,
ОЗУ 4.00 Гб под управлением Windows 7 Корпо-
ративная SP1. Время счета для приведенного при-
мера составило менее 1 секунды.

( ) ( )
α α α

α α ≠ α
= 1 2 3

1 2 3

111
, 1,1 , =1

80 = > 38,c c

F

δ δ δ ∈ Π

 ϕ ∈


1 2 3( , , ) ( , , ) = 0, ( , , ) ,
для которых = 0,1,

( , , ) = ( , , ), ( , , ) ,
для которых = 0,1.

P f x y z x y z
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f x y z x y z x y z L
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−
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1

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
6.00 2.13 1.86 2.64 8.00

= .
3.00 1.40 1.39 2.48 4.00
6.00 5.00 3.00 2.00 3.00

F

F

δ δ δ ∈ Π

 ϕ ∈


1 2 3( , , ) ( , , ) = 0, ( , , ) ,
для которых = 1,2,

( , , ) = ( , , ), ( , , ) ,
для которых = 1,2.

P f x y z x y z
z

f x y z x y z x y z L
z

 
 − − − 

− − 
 
 

2

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
5.00 1.19 0.50 1.99 2.00

= .
3.00 1.01 0.02 1.22 4.00
6.00 8.00 1.00 4.00 3.00

F

 
 − − − 

− − − 
 
 

3

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
6.00 1.40 0.75 1.52 1.00

= ,
3.00 1.48 0.36 1.29 4.00
6.00 6.00 7.00 1.00 4.00

F

 
 − − − 

− − − 
 
 

4

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
3.00 1.16 0.71 2.11 8.00

= .
3.00 1.17 0.47 1.88 4.00
6.00 2.00 6.00 7.00 3.00

F

(2,1,4)f

Рис. 2. Расположение элементов F в декартовой системе координат.
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Алгоритм 1. Схема алгоритма.

 Input: , , , .
 Output: Значение функции  в точке A.
 begin

 координаты точки  в “матричной” системе координат;
if 
then

return Ошибка ввода матрицы C;
A1 := координаты точки A в “матричной” системе координат; ;

; ;
;

;
;

; ;
; ;

while  do
; ; ;

; ; ;
for  from  to  do

; ; ;
;

for i from 0 to  do
;

for w from 1 to N AD do
; ;

; ;
while  do

; ; e := e + 1;
; ; ;

for  from  to  do
; ; ;

;
for  from 0 to  do

;

for w from 1 to POD do
; ;

; ;
while  do

; ; e = e – 1;
; ; ;

for  from  to  do
; ; e = e + 1;

;
for  from 0 to  do

C β0 A F
( , , )f x y z

β1 := β0

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )β β β β − β β β 1 1 1 1 1 1 11 , 2 , 3 < :,:, 3 1 , 2 , 3C C C

:= (:,:, )Q C end

( )= ,2p size Q ( )β −1= 1 1NAD
( ) ( )− β1= ,1 1POD size Q

( ) ( ) ( ) ( )( )− − −= ,1 * ,2 ,1 * ,2 1sTblock size F size F size F size Q
( ) ( )( )( ) ( )( )− − − −,2 ,2 1 * ,1 1size F size Q size Q

( ):= ,T zeros sTblock sTblock
( )( )β1= 1 ,:a Q ( )β1= 2e

( )= ,1ccolumn zeros p = 1col
≥ 1e

( ) ( ):=ccolumn col a e +:= 1col col −:= 1e e
β1:= (2)e ( ):= 1,crow zeros p := 1r

m e ( )length a
( ) := ( )crow r a e +:= 1r r +:= 1e e

0 := ( , )c cT toeplitz column row
−/( ( ,2)) 1sTblock size Q

+ + + + 0((( * ) 1) : * ( 1),(( * ) 1) : * ( 1)) :=T i p p i i p p i T

β −1:= ( (1) ,:)a Q w β1:= (2)e
:= ( ,1)ccolumn zeros p := 1col

≥ 1e
( ) := ( )ccolumn col a e +:= 1col col

β1:= (2)e = (1, )crow zeros p := 1r
m e ( )length a

( ) := ( )crow r a e +:= 1r r +:= 1e e
( ):= ,NAD c cT toeplitz colomn row

i − −/( ( ,2)) 1sTblock size Q w
+ + + + + +(((( * ) 1)) : * ( 1),(( * ) 1) * : * ( 1) * ) := NADT i p p i i p p w p i p w T

β +1:= ( (1) ,:)a Q w β1:= (2)e
= ( ,1)ccolumn zeros p = 1col

≤ 1e
( ) = ( )ccolumn col a e += 1col col

β1= (2)e = (1, )crow zeros p = 1r
m e ( )length a

( ) = ( )crow r a e += 1r r
= ( , )POD c cT toeplitz column row

i − −/( ( ,2)) 1sTblock size Q w
+ + + + + +((( * ) 1) * : * ( 1) * ,(( * ) 1) : * ( 1)) := PODT i p p w p i p w i p p i T
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Классические методы решения дифференци-
альных уравнений (методы Рунге–Кутта четвер-
того порядка, Эйлера, Ньютона и т.д.) создают
определенные трудности при их применении в
многомерном случае. В каждой конкретной зада-
че необходимо индивидуально подбирать способ
решения. Это делает разработку универсального
подхода решения многомерных дифференциаль-
ных уравнений с использованием указанных ме-
тодов трудоемкой. В проведенном исследовании
мы расширили возможность использования стан-
дартных симметричных разностных схем для ап-
проксимации двумерных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами, где
рассматривается задача “на плоскости”, в кото-
рой, как правило, в качестве независимых пере-
менных x,y используют временную и одну про-
странственную переменные. Предложенная нами
схема, во-первых, имеет произвольное число то-
чек, а во-вторых, может применяться для аппрок-
симации дифференциальных уравнений в трех-
мерном случае. Для уравнения теплопроводности
это означало бы, что при описании теплоперено-
са появляется возможность учитывать анизо-
тропность этого процесса, через добавление до-
полнительной пространственной переменной.

С математической точки зрения процесс ап-
проксимации дифференциальных уравнений раз-
ностной схемой в трехмерном случае дает систему
разностных уравнений, матрица которых имеет
блочный теплицевый вид. Процесс решения таких
систем для большого количества неизвестных и
начальных данных связан с большими вычисли-
тельными затратами. В нашей работе мы предло-
жили алгоритм решения такой системы через
значения коэффициентов разностного уравне-
ния, что позволило автоматизировать решение
задачи Коши с начальными данными в паралле-
лепипеде. Таким образом, предложенный нами
подход определяет единый алгоритм для решения
дифференциальных уравнений при их аппрокси-
мации разностной схемой в параллелепипеде.

7. БЛАГОДАРНОСТИ
Работа поддержана Красноярским математиче-

ским центром, финансируемым Минобрнауки РФ в
рамках мероприятий по созданию и развитию регио-
нальных НОМЦ (Соглашение 075-02-2022-876).
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;
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