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Для описания специализированных математических структур предпочтительнее использовать бо-
лее специальный формализм вместо более общего. Однако, зачастую в этом вопросе превалирует
традиция. Например, для описания вращений в трехмерном пространстве, или например, для опи-
сания движения в пространствах Гилилея или Минковского обычно используют векторный (или
тензорный) формализм взамен более специализированных формализмов представлений алгебры
Клиффорда. Этот подход является исторически обусловленным. Применение специализированных
формализмов (таких как спиноры или кватернионы) не стало научным мейнстримом, однако заня-
ло свое место при решении практических и инженерных задач. Следует также отметить, что все опе-
рации в теоретических задачах проводятся именно с формульными данными. А манипуляции с
многомерными геометрическими объектами подразумевают большое количество операций с оди-
наковыми объектами. И именно в таких задачах сильна компьютерная алгебра. В данной работе ав-
торы хотят обратить внимание на один из таких специализированных формализмов, формализм
геометрической алгебры. А именно, предлагается рассмотреть варианты реализации геометриче-
ской алгебры в рамках парадигмы символьных вычислений.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Геометрическая алгебра основывается на ра-

ботах Г.Г. Грассмана [1], У.Р. Гамильтона [2] и
У.К. Клиффорда [3]. Клиффорд в своих работах
обобщил алгебру Грассмана и алгебру кватернио-
нов Гамильтона. В геометрической алгебре рас-
сматривается конкретная реализация алгебры
Клиффорда, основанная на мультивекторах, ко-
торая включает в себя реализацию алгебры Грас-
смана в виде внешней алгебры p-векторов (кон-
травариантных антисимметричных тензоров с
операцией внешнего умножения). Алгебра ква-
тернионов также является частным случаем ал-
гебры мультивекторов.

Долгое время работы Клиффорда не привлека-
ли особого внимание физиков и математиков.
Алгебра Клиффорда была известна [4], но мате-

матический аппарат не был разработан. Д. Хин-
стейн [5] судя по всему является первым исследо-
вателем, который формализовал разработки
Клиффорда в виде современного математическо-
го аппарата. Основная волна исследований на эту
тему началась уже в 21 веке.

Первоначально алгебра мультивекторов фор-
мулировалась с прицелом на использование в фи-
зике [6, 7], однако довольно быстро она обрела
большую популярность у специалистов по ком-
пьютерной графике [8, 9]. Объясняется это тем,
что алгебра мультивекторов включает в себя в ви-
де частных случаев алгебру комплексных чисел,
кватернионов и бикватернионов, которые ис-
пользуются в компьютерной графике для описа-
ния вращений в двумерном, трехмерном и одно-
родном пространствах.
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В настоящее время сведения из геометриче-
ской алгебры входят во многие учебники по ком-
пьютерной графике [10, 11], а методы описания вра-
щений с помощью бивекторов могут потенциально
вытеснить кватернионы и бикватернионы [12].

В целом следует отметить прикладной харак-
тер исследований по геометрической алгебре [13,
14]. Это объясняется сравнительной простотой
математического аппарата, для освоения которо-
го достаточно стандартного курса линейной ал-
гебры и некоторые сведения из общей алгебры
[15]. Следует также отметить, что изучаемые объ-
екты допускают довольно наглядное визуальное
представление, что делает их изучение проще.

Исследования по использованию геометриче-
ской алгебры в различных областях физики также
продолжаются, см. например, статью [16].

В данной статье дается обзор библиотеки GAl-
gebra [17] для языка Python. Данная библиотека
реализует основные операции и объекты геомет-
рической алгебры. Авторы уже делали обзор на
библиотеку Grassmann.jl в статье [18] и приводили
необходимые математические сведения из гео-
метрической алгебры. Однако символьные алгеб-
раические вычисления в Grassmann.jl крайне
ограничены, а некоторые функции и вовсе не ра-
ботают. Поэтому возникла задача найти более
функциональную альтернативу, какой и стал па-
кет символьных вычислений для задач геометри-
ческой алгебры GAlgebra.

1.1. Структура статьи

Раздел 2 дает краткое описание основных поня-
тий и операций геометрической алгебры. В разделе
3 статьи дается краткий обзор библиотек для раз-
ных языков программирования, реализующих
операции геометрической алгебры. Оставшаяся
часть статьи посвящена библиотеке GAlgebra и ее
использованию. Изложение ведется на основе
примеров двумерного (раздел 4) и трехмерного
(раздел 5) евклидова пространства, а также более
специфического двумерного пространства Мин-
ковского (раздел 6). Для данного пространства
также указывается связь геометрической алгебры
с гиперболическими числами и с преобразовани-
ями Лоренца (раздел 7), что иллюстрирует приме-
нение геометрической алгебры в физике.

Все примеры кода, представленные в статье,
выполнялись в оболочке Jupyter Notebook с ин-
терпретатором языка Python 3.9.7 и библиотекой
SymPy [19] версии 1.9. Примеры кода приводятся
вместе с возвращаемым результатом. Для лучшей
читабельности мы делаем некоторые косметиче-
ские улучшения формул в результатах, например,
выделяем векторы полужирным шрифтом.

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПЕРАЦИИ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ АЛГЕБРЫ

В этом разделе напомним основные понятия
операции, связанные с геометрическим произве-
дением и мультивекторами. В статье [18] нами
уже кратко была изложена основа внешней алгеб-
ры p-векторов, которая входит в расширенные
курсы алгебры, например [20], обозначений ко-
торой мы будем придерживаться.

Будем рассматривать евклидово или псевдоев-
клидово пространство L с ортонормированным
базисом , где буквой n всегда будем обо-
значать размерность пространства. Контрвари-
антные кососимметричные тензоры валентности
(0, p) называются p-векторами или реже поливек-
торами. Пространство p-векторов и операция
внешнего произведения  образуют внешнюю ал-
гебру т.е. ассоциативную алгебра над полем  –
реализацию абстрактной алгебры Грассмана.

Объекты, состоящие из формальной суммы
всех возможных p-векторов, называются мульти-
векторами и образуют градуированную алгебру,
называемую геометрической алгеброй, которая яв-
ляется реализацией алгебры Клиффорда относи-
тельно операции геометрического произведения.

Геометрическим произведением двух векторов 
и  назовем отображение , которое
имеет следующие свойства.

• Геометрическое умножение двух скаляров
сводится к обычному умножению, определенно-
му в поле этих скаляров.

• Геометрическое умножение скаляра на век-
тор из L сводится к обычному умножению на ска-
ляр, определенному в L.

• Геометрическое произведение вектора  са-
мого на себя равно скаляру, значения которого
равно норме вектора (норме):

• Дистрибутивность:  и u(v +
+ w) = . В силу того, что u может быть ска-
ляром, из дистрибутивности следует линейность.

• Ассоциативность: .
Коммутативность или антикоммутативность яв-
ным образом не требуется. По соглашению гео-
метрическое произведение никаким специаль-
ным символом не обозначается. Заметим, что
геометрическое произведение действует на все
градуировки рассматриваемой градуированной
алгебры.

Более полезно конструктивное определение
геометрического произведения через скалярное и
внешнее произведения:

(1)

 1, , ne e

∧
R

u
v × →L L L

u

≡ 22 = .u uu u

+ +( ) =u v w uv uw
+uv uw

( ) = ( )v uw vu w

+ ∧= ( , ) .uv u v u v
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Можно определить обратный вектор 

относительно геометрического произведения:

Наличие ортонормированного базиса в про-
странстве  позволяет используя лишь формулу
(1) вычислять геометрические произведения про-
извольных мультивекторов, разложенных по ба-
зисным p-векторам. Вычисления основываются
на следующих двух формулах:

(2)

Оба соотношения можно получить, если рассмот-
реть геометрическое произведение двух ортонор-
мированных базисных векторов: eiej = (ei, ej) +
+ .

Кроме того, если , то , то есть
базис бивекторов можно выразить через геомет-
рическое произведение. В общем случае для бази-
са p-вектора:

Используя (2) можно находить геометриче-
ские произведения любых мультивекторов, раз-
ложенных по базисным p-векторам. Например:

При раскрытии скобок использовалась ассоциа-
тивность и дистрибутивность, затем используя
правила (2) упрощаем выражение e1e2e1e2e3 =
=  = . Аналогично посту-

паем и с . В результате получаем мульти-
вектор, разложенный по базисным p-векторам.

Таким образом, вводить формальное опреде-
ление геометрического произведения произволь-
ных мультивекторов при работе в пространстве L
с ортонормированным базисом не требуется –
оно вводится конструктивно из определения гео-
метрического произведения для векторов.

3. КРАТКИЙ ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩИХ 
БИБЛИОТЕК ПО ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 

АЛГЕБРЕ
Математический аппарат геометрической ал-

гебры получил широкую популярность среди
специалистов по компьютерной графике. Вслед-
ствие этого довольно быстро появилось большое
количество библиотек для разных языков про-
граммирования, которые реализуют различные
возможности геометрической алгебры.

−1
2= uu

u

2

2 2 2= = = 1,
uu uuu

u u u

L
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Основным источником сведений о существу-
ющих библиотеках с открытым исходным кодом,
является сайт bivector.net [21], на котором в разде-
ле lib собрано большое количество ссылок на ак-
туальные библиотеки разного плана. Перечислим
здесь некоторые из них.

Большинство библиотек ориентированы на
численные расчеты.

• Clifford [22] – библиотека для языка Py-
thon, реализующая все основные операции гео-
метрической алгебры в численном виде. Библио-
тека довольно стабильна, последняя версии 1.4.0
вышла в июле 2020 года.

• Ganja.js [23] – библиотека для языка Ja-
vaScript. Имеет встроенные возможности визуа-
лизации и интерактивного взаимодействия гео-
метрических объектов. Существуют библиотеки-
обертки и для других языков: Python, C++, C# и
Rust.

• Grassmann.jl [24] – библиотека для языка
Julia, последняя версии 0.7.7 вышла в ноябре 2021
года. Поддерживает как численные, так и сим-
вольные вычисления. Однако библиотека до-
вольно нестабильна и ряд заявленных функций
работает с ошибками.

• Garamon [25], Klein [26], Versor [27] –
библиотеки для языка C++. Большой выбор биб-
лиотек именно для этого языка объясняется его до-
минированием в области компьютерной графики.

Все вышеперечисленные библиотеки ориен-
тированы на численные расчеты, а не на символь-
ные вычисления. Исключение составляет только
Grassmann.jl так как частично поддерживает
символьные вычисления с помощью системы
компьютерной алгебры Reduce. Мы уже делали
обзор [18] Grassmann.jl и указывали, что под-
держка символьных вычислений не доработана и
крайне ограничена. Впрочем, учитывая перспек-
тивность языка Julia [28, 29], стоит в будущем еще
вернуться к решениям на его основе.

Судя по всему, единственной библиотекой с
открытым исходным кодом с поддержкой сим-
вольных вычислений для геометрической алгеб-
ры является библиотека GAlgebra [17].

4. ДВУМЕРНОЕ ЕВКЛИДОВО 
ПРОСТРАНСТВО

Рассмотрим случай двумерного евклидова
пространства, для которого существуют четыре
внешние алгебры, перечисленные в таблице 1.
Размерность внешней алгебры  зависит
от ранга p (градуировки, grade) внешней алгебры и от
размерности пространства L. При этом dimΛp(L) =
=  (см. рис. 1).

Λdim ( )p L

C p
n
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Приведем примеры с помощью GAlgebra. Для
начала подключим библиотеку и настроим меха-
низм отображение формул.

import sympy as sp
from galgebra.ga import Ga
sp.init_printing(latex_printer=latex,
↪ use_latex='mathjax' )
Зададим двумерное пространство, указав сим-

волы для базисных элементов, для индексов, а
также единичную диагональную метрику g, кото-
рая определяет ортонормированность простран-
ства:

xy = sp.symbols('1 2' , real=True)
o2d = Ga('e' , g= [1, 1], coords=xy)

Следует отметить, что GAlgebra позволяет зада-
вать метрики только диагонального вида, но не
обязательно единичные.

После определения пространства L можно за-
давать p-векторы произвольного вида, например,
скаляр, вектор и бивектор:

a_scalar = o2d.mv('a' , 0)
a_vect = o2d.mv('a' , 1)
a_bivect = o2d.mv('a' , 2)
a_scalar, a_vect, a_bivect

Также можно записать базисные векторы в от-
дельные переменные и использовать их для фор-

+ ∧1 2 12
1 2 1 2( , , )a a a ae e e e

мирования произвольных мультивекторов, на-
пример:

e_1, e_2 = o2d.mv()
4*e_1 + 3*e_1*e_2

В GAlgebra все базисные элементы записыва-
ются через внешнее произведение , хотя при их
задании мы использовали геометрическое умно-
жение *.

Внешнее произведение двух векторов имеет
простой геометрический смысл параллелограм-
ма, построенного на этих векторах, а единствен-
ная компонента равна ориентированной площа-
ди этого параллелограмма.
a,b = o2d.mv('a' , 1), o2d.mv('b' , 2)

a ^ b # внешнее произведение

Мультивекторы со скалярной и бивекторной
частями  изоморфны комплексным чис-
лам. Это легко проверить, показав, что базисный
бивектор  обладает свойствами эллиптиче-
ской мнимой единицы:

i = e_1*e_2
i*i == –1 # True

Создав два мультивектора указанного типа, мож-
но с помощью GAlgebra проверить, что операции
сложения, умножения и деления дают результат,
полностью аналогичный комплексным числам.

u = o2d.mv('u' , 0) + o2d.mv('u' , 2)
v = o2d.mv('v' , 0) + o2d.mv('v' , 2)
u, v

u + v, u * v

u / v

Часто используют обозначение , что де-
лает алгебру мультивекторов  практически
неотличимой от алгебры комплексных чисел (эл-
липтического типа) [30] даже на уровне обозначе-
ний. Так в GAlgebra для бивекторов определена
функция экспоненты:

θ = sp.Symbol(' θ ' , real=True)
(θ*i).exp()
В результате возвращается мультивектор вида:

+ ∧1 1 24 3e e e

∧

− ∧1 2 2 1
1 2( )a b a b e e

+ 1 2a be e

1 2e e

+ ∧ + ∧12 12
1 2 1 2( , ),u u e e e ev v

( )+ + + ∧12 12
1 2( ) ,u u e ev v

− + + ∧12 12 12 12
1 2( ) ( ) ,u u u u e ev v v v

+ − ++ ∧
+ +

12 12 12 12

1 22 12 2 2 12 2 .
( ) ( )

u u u u e ev v v v

v v v v

1 2=i e e
+a bi

θ + θ ∧1 2cos sin .e e

Таблица 1. Базисы для двумерного случая

p Базис Элемент

0 1 1
1 , 2

2 1

3 0 0

Λ ( )p L Λdim ( )p L

 ⋅= 1a a
L 1e 2e +1 2

1 2= a aa e e

Λ2( )L 1 2e e 12
1 2= aa e e

Λ3( )L = 0a

Рис. 1. Зависимость размерности p-вектора от граду-
ировки внешней алгебры и размерности простран-
ства L.
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Отметим, что в GAlgebra для мультивекторов
определены операции сложения +, разности –,
скалярного произведения |, внешнего произведе-
ния ^. Использование знака * для геометрическо-
го произведения не вносит никаких противоре-
чий, так как для скаляров геометрическое умноже-
ния эквивалентно обычному умножению чисел.

5. ТРЕХМЕРНОЕ ЕВКЛИДОВО 
ПРОСТРАНСТВО

Увеличим теперь размерность  до трех и со-
ставим таблицу 2 всех возможных нетривиальных
внешних алгебр.

Зададим трехмерное евклидово пространство с
ортонормированным базисом и три произволь-
ных вектора:

o3d = Ga('e' , g= [1, 1, 1], coords=xyz)
a, b, c = o3d.mv('a' , 1), o3d.mv('b' ,
↪ 1), o3d.mv('c' , 1)

В трехмерном пространстве внешнее произведе-
ние двух векторов дает бивектор с тремя компо-
нентами, которые совпадают с компонентами
псевдовектора векторного произведения a × b:

a ^ b

Заметим, что для получения точного соответ-
ствия векторному произведению, необходимо
воспользоваться операцией правого или левого
дополнения, которая в GAlgebra не реализована
(собственно поэтому мы не упоминали ее в теоре-
тическом введении). Этот недостаток для трех-
мерного пространства легко преодолим, так как
операция дополнения эквивалентна умножению

на обратный базисный тривектор  или,
иначе, делению на I.

I = e_1*e_2*e_3
(a^b) / I

В случае внешнего произведения трех векто-
ров мы получим тривектор, единственная компо-
нента которого совпадает со смешанным произ-

L

− ∧ + − ∧ +
+ − ∧

1 2 2 1 1 3 3 1

1 2 1 3

2 3 3 2

2 3

( ) ( )

( ) .

a b a b a b a b

a b a b

e e e e

e e

1 2 3=I e e e

− + − + + −2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3( ) ( ) ( )a b a b a b a b a b a be e e

ведением трех векторов. Деление на I вновь дает
точное значение, равное смешанному произведе-
нию.

a ^ b ^ c
(a ^ b ^ c) / I

Обозначение I для базисного тривектора вы-
брано из-за свойства эллиптической мнимой
единицы II = –1. Кроме того, базисные бивекто-

ры ,  и  проявляют свойства мнимых
единиц кватернионов:

i, j, k = e_1*e_2, e_2*e_3, e_1*e_3
i*i == j*j == k*k == i*j*k == -1 # True

Подалгебра мультивекторов со скалярной и би-
векторной частями изоморфна алгебре кватерни-
онов. Заметим, что мультивекторы точно такого
же вида в двумерном пространстве L были изо-
морфны алгебре комплексных чисел.

6. ДВУМЕРНОЕ ПСЕВДОЕВКЛИДОВО 
ПРОСТРАНСТВО

Рассмотрим подробно случай пространства

, когда пространство I является двумерным
пространством Минковского (двумерным псевдо-

евклидовым пространством ) с базисом .

В этом случае Λ(L) =  и об-
щий вид мультивектора:

Задать такое пространство в GAlgebra можно
следующим образом:

tx = (t, x) = sp.symbols('0 1' ,
↪ real=True)
m2d = Ga('e' , g=[1, -1], coords=tx)
e0, e1 = m2d.mv()
Базисный бивектор  обозначим буквой ,

так как он обладает свойствами гиперболической
мнимой единицы [30] относительно геометриче-
ского умножения:

j = e0*e1
j*j == 1 # return True

− − + + −1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1
.a b c a b c a b c a b c a b c a b c

1 2e e 2 3e e 1 3e e

Λ( )L

2

1,1E  0 1,e e

Λ ⊕ Λ ⊕ Λ0 1 2
( ) ( ) ( )L L L

+ + + 
0 0 1 01

0 1 0 1

вектор бивектор

= .u u u uU e e e e

0 1e e j

Таблица 2. Базисы для трехмерного случая

p Базис Элемент

0 1 1

1 , , 3

2 , , 3

3 1

Λ ( )
p L Λdim ( )

p L

 ⋅= 1a a
L

1e 2e 3e + +1 2 3
1 2 3= a a aa e e e

Λ2
( )L 1 2e e 1 3e e 2 3e e + +12 23 13

1 2 2 3 1 3= a a aa e e e e e e

Λ3
( )L 1 2 3e e e 123

1 2 3= aa e e e
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Мультивектор, содержащий лишь скалярную
и бивекторную части, можно записать в виде

. Множество мультивекто-
ров такого вида, изоморфно относительно гео-
метрического произведения множеству ком-
плексных чисел гиперболического типа [30], для
которых определены те же алгебраические опера-
ции, что и для стандартных эллиптических ком-

плексных чисел1. Покажем, как эти операции ре-
ализованы в GAlgebra. Зададим вначале два
мультивектора нужного нам вида. Обратите вни-
мание, что здесь мы используем альтернативный
способ задания, без функции mv.

a, b, c, d = sp.symbols('a, b, c, d' ,
↪ real=True)
u = a + b*j
v = c + d*j
Теперь испробуем все стандартные алгебраи-

ческие операции. Начнем со сложения и умноже-
ния.

u + v, u * v

Также определены сопряжение и норма (мо-
дуль)

~u, u.norm()

Вместо операции деления покажем, как найти
обратный элемент:

u.inv()

В частности базисный бивектор j является об-

ратным сам для себя так как , следовательно

.

j = e0*e1
j.inv() == j # True
Для гиперболических чисел справедлив аналог

формулы Эйлера . В GAlgebra
для бивектора определена операция exp:

θ = sp.Symbol(' θ ' , real=True)
(θ*j).exp();

которая как раз возвращает результат в виде ана-
лога формулы Эйлера:

В евклидовом пространстве мультивекторы
состоящие из скалярной и бивекторной частей
изоморфны комплексным числам (двумерный
случай) и кватернионам (трехмерный случай) и с

1 Фактически, здесь использован виковский поворот [31].

+ +0 1= =a b a bu e e j
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θ + θ θ + θ0 1ch sh = ch sh .e e j

помощью них задаются вращения на плоскости и
в трехмерном пространстве. В случае псевдоев-
клидового пространства аналогичный мульти-
вектор задает преобразования Лоренца и в дву-
мерном случае изоморфен гиперболическим
комплексным числам.

7. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛОРЕНЦА И 
РЕЛЯТИВИСТСКОЕ СЛОЖЕНИЕ 

СКОРОСТЕЙ

Релятивистские операции можно рассматри-
вать как в представлении гиперболических ком-
плексных чисел [30, 32], так и в представлении
геометрической алгебры. Рассмотрим мультивек-

тор  и умножим его на произвольный

вектор  пользуясь геометрическим
умножением:

Мы получили преобразование Лоренца:

где  равен коэффициенту Лоренца γ:

В GAlgebra данные операции выполняются
следующим образом:

θ1 = sp.Symbol(' θ1 ' , real=True)
θ2 = sp.Symbol(' θ2 ' , real=True)
u = (θ*j).exp()
x = m2d.mv(' x ' , 1)
u*x

Релятивистскую формулу сложения скоростей
можно получить выполнив преобразования Ло-
ренца два раза подряд:

Так как , то  и по формуле

тангенса суммы:

θ= exp{ }u j
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Сложение скоростей свелось к сложению гипер-
болических углов. Естественно, что в двумерном
случае это сложение коммутативно и ассоциатив-
но (в отличии от случая полного пространства
Минковского).

То же самое легко повторить с помощью GAl-
gebra:

u1 = (' θ1 ' *j).exp()
u2 = (' θ2 ' *j).exp()
u1*u2*x

Фактически, применяя специализированный
формализм геометрической алгебры мы смогли
вместо громоздких (векторных) операций с ле-
ренцовыми коэффициентами применить эле-
гантные операции поворотов в соответствующем
пространстве.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы рассмотрели практически весь основной
функционал модуля GAlgebra для языка Py-
thon и пакета компьютерной алгебры SymPy. За
рамками статьи остались лишь примеры исполь-
зования дифференциального исчисления ввиду
их объемности. В рамках геометрической алгебры
вводится оператор градиента, который обобщает
стандартные операторы векторного анализа.
Примером его использования может служить за-
пись уравнений Максвелла в виде единственного
уравнения и крайне простая процедура получе-
ния волнового уравнения (подробнее см. [7]).

Если ограничиться рассмотрением лишь сво-
бодного программного обеспечения, то модуль
GAlgebra является безальтернативным. Суще-
ствуют и другие библиотеки для разных языков
программирования, но практически все они огра-
ничены численными вычислениями.

Укажем также и некоторые недостатки моду-
ля. Так, например, в нем отсутствует операция
дополнения, что впрочем компенсируется гео-
метрическим делением на базисный элемент
максимального ранга.

Более существенным недостатком является не-
возможность задания метрики с нулями на диаго-
нали. Такая метрика описывает проективное про-
странство, для которого в рамках геометрической
алгебры развита довольно проработанная теория.
Проективная геометрическая алгебра (PGA – Pro-
jective geometric algebra) наиболее удобна для ис-
пользования в задачах компьютерной графики.

θ + θ − θ + θ +
+ − θ + θ + θ + θ

0 1

1 2 1 2 0
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1 2 1 2 1
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