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На основе алгоритма построения базисов Грёбнера рассмотрен класс совместных разностных схем
для уравнений Навье–Стокса несжимаемой жидкости в физических переменных и их дифференци-
альные приближения. Представлены результаты исследования первых дифференциальных прибли-
жений этих схем, выполненные авторскими программами, реализованными в системе компьютерной
алгебре SymPy. Для рассмотренных разностных схем показана квадратичная зависимость погрешно-
сти рассмотренных разностных схем для больших чисел Рейнольдса и обратная пропорциональная
для ползущих течений.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Найти точные решения систем уравнений в

частных производных удается лишь в весьма ред-
ких случаях, поэтому обычно такие системы в ме-
ханике и физике приходится решать численно, то
есть путем их замены дискретными аналогами.
Наиболее известными методами дискретизации и
численного решения являются методы конечных
элементов, конечных объемов и конечных разно-
стей. Последний метод исторически является
первым [1] и основан на замене дифференциаль-
ных уравнений разностными, определенными на
выбранной сетке решений. Чтобы построить чис-
ленное решение, разработанное конечно-раз-
ностное приближение уравнений в частных про-
изводных дополняется соответствующей дискре-
тизацией начальных или/и граничных условий.
При этом близость и сходство численного и точ-
ного решений системы уравнений в частных про-
изводных в решающей степени зависит от каче-
ства разностной схемы.

В работах [2, 3] разработан и реализован сред-
ствами компьютерной алгебры Maple алгоритм
построения консервативных разностных схем.

После задания искомой системы в виде условий
связи разностных функций и их разностных про-
изводных в виде интегральных соотношений и
выбора соответствующего упорядочения путем
вычисления разностного базиса Грёбнера, кото-
рый адаптирует к разностному случаю известный
алгоритм для исследования полиномиальных си-
стем [4]. В результате применения алгоритма по-
строения базиса Грёбнера разностного идеала для
дифференциальных уравнений с производными
выше первого порядка строится разностная схема
в виде соотношения только на сами функции.
При это проходит проверка на совместность по-
лученной разностной схемы и определяется ее
размерность на пространство решений.

Одним из алгоритмических подходов для ис-
следования разностных схем является построе-
ние первого дифференциального приближения
[5]. На его основе и с использованием базисов
Грёбнера построены дифференциальные при-
ближения для уравнений эволюционного типа [6]
и для систем уравнений [7]. В работе [8] рассмот-
рены вопросы вычисления первого дифференци-
ального приближения в системах компьютерной
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алгебры. Если разностная схема не совместна или
имеет меньшее пространство решений по сравне-
нию с исходной системой дифференциальных
уравнений, то при построении первого диффе-
ренциального приближения будут получены лиш-
ние уравнения и вычисления можно остановить.
Эта проверка значительно проще, чем проверка
совместности в разностном случае как по требуе-
мому времени, так и по памяти и легко может
быть реализована обычными средствами систем
компьютерной алгебры.

В данной работе предлагается в рамках уни-
версального алгоритма для коммутативной алгеб-
ры средствами компьютерной алгебры проверить
совместность исходной системы дифференци-
альных уравнений и аппроксимирующей ее раз-
ностной схемой, прямо и в рамках первого диф-
ференциального приближения. Хотя алгоритм
построения базисов Грёбнера и встроен в боль-
шинство систем компьютерной алгебры, он как
правило имеет ограничения на работу с диффе-
ренциальными уравнениями, разностными схе-
мами и формально бесконечными рядами Тейлора
при построении первого дифференциального
приближения [9–11].

В качестве модельной системы для реализо-
ванных в системе компьютерной алгебры SymPy
будет использована система двухмерных уравне-
ний Навье–Стокса несжимаемой жидкости. В ра-
ботах [12–17] были построены и численно иссле-
дованы разностные схемы на некоторых точных
решениях.

2. НЕПРЕРЫВНЫЙ СЛУЧАЙ
Запишем систему двухмерных уравнений На-

вье–Стокса несжимаемой жидкости в декартовой
системе координат

(2.1)

Пусть  и . Введем допустимое
упорядочение по POT (позиция старше терма) та-
ким способом, что любая производная по t стар-
ше любой другой производной.

Тогда лидирующими членами для системы
(2.1) будут соответственно  и можно будет
построить следующий -полином:

(2.2)

В результате получим инволютивную систему:
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где лидирующими членами будут соответственно
. Эту систему можно переписать в виде

законов сохранения:

(2.4)

Понятие инволютивности было введено около ста
лет тому назад Картаном (Cartan) [18] при иссле-
довании уравнений типа Пфаффа в полных диф-
ференциалах. Инволютивная система содержит в
себе все условия интегрируемости и дифферен-
циальные продолжения системы не дают новых
условий совместности. Пополнение системы ее
условиями интегрируемости называется замыка-
нием. Подход Картана был обобщен Келером
(Kähler) [19] к произвольным системам внешних
дифференциальных уравнений. Рикье (Riquier)
[20], для исследования решений дифференциаль-
ных уравнений в виде формальных рядов, пред-
ложил полное упорядочение для частных произ-
водных. Используя упорядочение он выделил
часть производных, называемых главными, отно-
сительно которых можно разрешить систему
ДУЧП. Оставшиеся производные, называемые
параметрическими, задают произвол в решении и
влияют на постановку начальных условий. В ре-
зультате Рикье была построена теория содержа-
щая теорему Коши–Ковалевской как частный
случай.

3. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНАЯ 
АППРОКСИМАЦИЯ

При переходе от непрерывного случая к его
конечно разностной аппроксимации на равно-
мерных сетках возникают три проблемы:

1. Для дискретной производной D не выполня-
ется правило Лейбница: .

2. Если в непрерывном случае допустимое упо-
рядочение было связанно с производными, то в
дискретном случае оно привязано к дискретным
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случае упорядочение допустимо относительно
производных, а в дискретном допустимо относи-
тельно сдвигов.

3. Сдвиги могут быть вперед и могут быть на-
зад, а базисы Грёбнера могут работать только с
положительными, поэтому желательно сдвинуть
первоначальные разностные соотношения впе-
ред для упрощения итогового базиса Грёбнера.

В статье [12], чтобы обойти пункт 2 для получе-
ния конечно разностной аппроксимации систе-
мы (2.1) использовали дискретные операторы,
которые обладали коммутативностью и позволя-
ли применить теорию базисов Грёбнера, а в статье
[13] для вычисления разностных базисов Грёбне-
ра использовали их специализированную реали-
зацию средствами компьютерной алгебры.

3.1. MAC схема

Метод маркеров и частиц (MAC) [21] пред-
ставляет очень известный вариант явной разност-
ной схемы на разнесенной сетке с использовани-
ем осреднений для компонент скорости:

(3.1)

Уравнение Пуассона решается на каждом шаге по
времени и после того, как определено значение

, подстановка этого значения в остальные урав-
нения системы (3.1) позволяет определить компо-
ненты скорости на временном слое n + 1.

Также стоит отметить, что фактически в статье
[21] осуществлена проверка совместности систе-
мы (3.1) путем построения s-полинома. Как до-
словно пишут авторы, что дискретная производ-
ная по времени от уравнения неразрывности рав-
на нулю. Удивительно, что одновременно, в том
же году, была построена теория базисов Грёбнера
[22] Бруно Бухбергером.
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3.2. Обычная разностная схема

Поскольку при построении базиса Грёбнера
нельзя работать с отрицательными сдвигами, рас-
смотрим разностные соотношения в точке ,

, где  достаточно большое число, чтобы
избежать отрицательных сдвигов. Запишем соот-
ношения для уравнения неразрывности, напри-
мер, в точке   и , чтобы полу-
чить более компактный базис Грёбнера. В резуль-
тате при любом выборе разностных производных

 и осреднения по времени  (для по-
строения явной, полунеявной или чисто неявной
схемы) следующая система будет представлять
собой разностный базис Грёбнера

(3.2)

Для проверки совместности системы (3.2) по-
строим следующий -полином, аналогичный
(2.2) для непрерывного случая:

(3.3)

Система (3.2) совместна, если этот многочлен
тождественно равен нулю. В отличии от схемы
(3.1), схема (3.2) используя уравнения F2, F3 стро-
ит значение для скоростей на следующем времен-
ном слое. Уравнение неразрывности F1 выполне-
но автоматически. Уравнения F4 служит только
для определения давления для следующего вре-
менного слоя.

3.3. Разностная схема в дивергентном виде
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ни  следующая система будет представлять со-
бой разностный базис Грёбнера

(3.4)

Для проверки совместности системы (3.4) можно
построить -полином, в точности совпадающий
с (3.3).

Аналогично схеме (3.2) для схемы (3.4) ис-
пользуя уравнения F2, F3 строится значение для
скоростей на следующем временном слое. Урав-
нение неразрывности  выполнено автоматиче-
ски, а уравнения F4 служит только для определе-
ния давления для слоя n + 1.

4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
ПРИБЛИЖЕНИЯ

Построение первого дифференциального при-
ближения было сделано с оригинальными про-
граммами авторов статьи в системе алгебры
SymPy и может быть скачана https://github.
com/blinkovua/sharing-blinkov/blob/
master/NavierStokes2D.ipynb.

Рассмотрим сначала аппроксимацию уравне-
ний (3.1) до первых ненулевых членов:
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Некоторая несимметрия в разложениях для F2, F3

связана с порядком переменных. Преобразовав
эти уравнения с учетом исходных уравнений (2.1),
получим первое дифференциальное приближе-
ние для (2.3):

Можно сделать следующие выводы.

• Для  нет зависимости от , а вот зависи-
мость от h2 имеет зависимость . Это
означает, что для достижения той же точности для

 при увеличении числа  необходимо в
квадратичный корень раз уменьшить шаг h.

• Многочлены  зависят от , но не за-
висит от . Для  зависимость от h2 имеет
вид . Для 
зависимость от h2 имеет зависимость  +
+ Re(...) + (...)). Поэтому при  для достиже-
ния той же точности для  при увеличе-
нии числа Re необходимо линейно уменьшить
шаг . В случае же ползущих течений, когда

, необходимо для достижения той же точ-
ности для  в квадратичный корень раз умень-
шить шаг .

Для класса разностных схем (3.2), (3.4) рас-
смотрим только разностные операторы второго
порядка точности по пространственным пере-
менным заданные в целых узлах:
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(4.1)

Последние соотношение в (4.1) на  использова-
но, поскольку шаблон для  получается мини-
мум размером 3 × 3.

Для получения явных, полунеявных и неявных
схем можно использовать следующие операторы

(4.2)

Этим путем из (3.2), (3.4) получены 12 различ-
ных разностных схем, для них выполнена провер-
ка равенства нулю S-полинома. Выводы, сделан-
ные из первого дифференциального приближе-
ния для (3.1), справедливы и по схемам (3.2),
(3.4), за одним исключением: для всех 12 схем для

 не зависит от τ. Вероятно, это связано с тем,
что для этих схем в отличии от (3.1) для следую-
щего временного слоя сначала вычисляются ком-
поненты скорости , а уже потом определяется
давление p.

Несмотря на очень громоздкий вид первые
дифференциальные приближения могут быть эф-
фективно проверены на точных решениях.

5. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА РАЗНОСТНЫХ
СХЕМ НА ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ

Первое дифференциальное приближение при
подстановке в него точного решения позволяет
оценить саму схему без ее программирования и
проведение вычисленных экспериментов для ее
проверки. В двумерном случае известно несколь-
ко точных решений системы Навье–Стокса (2.1),
описанные в [23] и [24]. Приведем здесь первое из
них:

(5.1)

Подстановка этого решения в первое диффе-
ренциальное приближение схемы MAC (3.1),
приводит к следующему. Первое дифференци-
альное приближение аппроксимации уравнения
неразрывности  обращается тождественно в
нуль. Первые дифференциальные приближения

 имеет вид
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Подстановка решения (5.1) в первое диффе-
ренциальное приближение полученных выше 12
разностных схем дает различные выражения для

, вид которых зависит от выбора осредне-
ния по времени (4.2). Для схемы (3.2):

(5.2)

а для схемы (3.4):

(5.3)

Таким образом, лучшее поведение демонстриру-
ют осреднение для полунеявной схемы.

Особо отметим поведение первого дифферен-
циального приближения для  на решении (5.1).
Для схемы MAC (3.1):

Для схемы (3.2) при , равным  или , первое
дифференциальное приближение для F4 равно:

Для схемы (3.2) с вариантами с It2 и для всех вари-
антов (3.4) первое дифференциальное приближе-
ние для F4 равно нулю.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Применение алгоритма базисов Грёбнера поз-
воляет проверить на совместность исходную си-
стему, равно как и аппроксимирующую ее раз-
ностную схему в первом дифференциальном при-
ближении, что особенно важно, если задача
является вычислительно трудной, как например,
схема MAC (3.1). Первое дифференциальное при-
ближение позволяет получить важную информа-
цию о разностной схеме. В частности, для рас-
смотренных в статье разностных схем, аппрокси-
мирующих плоские уравнения Навье–Стокса,
это позволило определить их погрешность в зави-
симости от числа Рейнольдса Re.
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