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Использование функций, вычисляющих корректно округленное значение экспоненты позволяет, с
одной стороны, получить наилучшее приближение, а с другой стороны, обеспечить переносимость
(portability) программ. В статье предлагается алгоритм вычисления корректно округленного значе-
ния экспоненты, когда аргумент и значение функции являются числами двойной точности, а вы-
числения производятся с использованием чисел расширенной двойной точности. Дано формальное
описание алгоритма. Представленный алгоритм реализован в виде функции на языке Си, проведе-
но его тестирование и измерены временные характеристики. Проведено сравнение с другими алго-
ритмами.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Корректно округленное значение экспоненты

есть результат округления математически точно-
го значения экспоненты. Использование функ-
ций, вычисляющих корректно округленное зна-
чение экспоненты позволяет, с одной стороны,
получить наилучшее приближение, а с другой
стороны, обеспечить переносимость (portability)
программ. Вычисление корректно округленного
значения экспоненциальной функции рекомен-
довано стандартом IEEE 754 [1]. Если  – число
двойной точности, не равное нулю, то  – транс-
цендентное число. В силу этого вычислить на
компьютере точное значение экспоненты для не-
нулевого аргумента невозможно. Так как кор-
ректно округленное значение экспоненты – ку-
сочно-постоянная функция, то можно ограни-
читься вычислением приближенного значения
экспоненты. При этом погрешность вычисления
экспоненты должна быть меньше, чем расстоя-
ние между точным значением экспоненты и бли-
жайшей точкой разрыва функции округления.

Значения аргумента, для которых расстояние
между точным значением экспоненты и ближай-
шей точкой разрыва функции округления мини-
мально, считаются наиболее трудными (worst cas-
es) для вычисления корректно округленного зна-

чения экспоненты. В. Лефевр, Ж.-М. Мюллер [2]
были первыми, кто произвел поиск трудных слу-
чаев для вычисления корректно округленного
значения экспоненциальной функции и других
элементарных функций. В дальнейшем эта рабо-
та была продолжена В. Лефевром [3] и автором
[4]. Результаты этих работ определили требова-
ния к точности вычисления экспоненты для по-
лучения корректно округленного значения этой
функции.

В статье предлагается алгоритм вычисления
корректно округленного значения экспоненци-
альной функции. Аргумент и значение функции –
плавающие числа двойной точности, но при вы-
числениях используются плавающие числа рас-
ширенной двойной точности. Обычно для вычис-
ления корректно округленного значения экспонен-
ты с двойной точностью используется арифметика
двойной точности. Единственным исключением,
известным автору, является функция Лаутера
(Lauter) [8], написанная на ассемблере и оптими-
зированная для процессора Intel Itanium. Эта
функция использует числа расширенной двой-
ной точности при вычислениях. Реализация
предлагаемого алгоритма на языке Си (и поэтому
мобильная) требует существенно меньше време-
ни на вычисление корректно округленного зна-
чения экспоненты, чем функция Лаутера.
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2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В этом разделе даны основные обозначения,
определения и используемые результаты. Напом-
ним, что для представления чисел двойной точ-
ности используется основание 2 и 53-битная ман-
тисса. При вычислениях мы используем арифме-
тику расширенной двойной точности: основание 2,
длина мантиссы 64 бита.

Стандарт IEEE 754 [1] определяет следующие
режимы округления: округление к ближайшему,
округление к плюс бесконечности, округление к
минус бесконечности и округление к нулю.
Предусмотрено два вида режима округления к
ближайшему: roundTiesToAway (к большему, если
ближайших два) и roundTiesToEven (к числу с чет-
ной мантиссой, если ближайших два).

Предлагаемый алгоритм вычисляет корректно
округленное значение  для всех режимов округ-
ления, но при вычислениях используется только
округление к ближайшему (roundTiesToEven). Так
как  всегда положительно, то округление к 0 эк-
вивалентно округлению к минус бесконечности.
В силу этого мы не будем рассматривать округле-
ние к 0. Если  – алгебраическое число не равное
0, то  – трансцендентное число. Поэтому при
округлении  оба вида округления к ближайше-
му эквивалентны.

Определение 2.1. Пусть  – арифметическое
выражение,  – точное значение , а  – вычис-
ленное значение . Величину  – x будем
называть абсолютной погрешностью вычисления.

Погрешность вычисления обусловлена ошиб-
ками округления. Если  – действительное чис-
ло, то через  будем обозначать округленное
значение  в режиме округления к ближайшему
(roundTiesToEven) при использовании арифмети-
ки плавающих чисел расширенной двойной точ-
ности.

Определение 2.2. Пусть  и  – целые числа та-
кие, что . Множества ,  и  мы опре-
деляем следующим образом:

•  – множество всех чисел вида

где каждое из чисел  равно 0 или 1;

• ;

• .
Определение 2.3. Пусть , ,  и  – целые чис-

ла такие, что . Множество  мы
определяем следующим образом:
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Определение 2.4. Пусть  – целое, а  – дей-
ствительное числа. Тогда  есть ближайшее к

 число вида , где m – целое. В случае неодно-
значности выбираем четное .

Если  – целое, а  – действительное число, то

Если  – целое, а  – число расширенной двой-
ной точности такие, что , и вычисление

 не приводит к переполнению, то

Теорема 2.1 (алгоритм Fast2Sum [7]). Пусть  и
 – машинные числа такие, что . Если их

сложение не ведет к переполнению, то существуют
такие машинные числа z и zz, что  и

. Эти числа могут быть получены
следующим образом:

Алгоритм Fast2Sum был предложен Деккером.
Ниже мы будем использовать следующую нота-
цию для алгоритма Fast2Sum:

Следующее определение введено В. Лефевром
и Ж.-М. Мюллером (см. [2] и [7]).

Определение 2.5. Пусть  и  – действительные
числа, которые имеют одинаковый знак и не равны
нулю, и  – целое, такие что  . Рас-
стоянием между мантиссами  и  мы будем назы-
вать величину

Теорема 2.2 (В. Лефевр, Ж.-М. Мюллер [7]).
Пусть  – число двойной точности и  – его экспо-
нента. Пусть, далее,  – приближенное значение 
такое, что расстояние между мантиссами  и 
ограничено . Тогда в следующих случаях

• если  и ,

• если  и 
округление y* эквивалентно округлению y для любо-
го из рассматриваемых режимов округления.

Приведем две модификации теоремы 2.2. Пер-
вая относится ко всем рассматриваемым режи-
мам округления.
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Теорема 2.3. Пусть  – число двойной точности
и y – его экспонента. Пусть, далее,  – прибли-
женное значение , такое что расстояние между
мантиссами  и  ограничено . Тогда в следующих
случаях

•  и ,

•  и ,

•  и ,

•  и 
округление  эквивалентно округлению  для любо-
го из рассматриваемых режимов округления.

Доказательство следует из данных, приведен-
ных в приложении A работы [4]. Вторая модифи-
кация относится к режимам округления к бли-
жайшему (см. [4], теорема 6.1).

Теорема 2.4. Пусть  – число двойной точности
такое, что , а  – его экспонента. Пусть,
далее,  – приближенное значение , такое что
расстояние между мантиссами  и  ограничено

. Тогда для режимов округления к бли-
жайшему округленное значение  равно округлен-
ному значению .

3. ОСОБЫЕ СЛУЧАИ
Положим

Пусть  – число двойной точности. С помощью
непосредственных вычислений было получено
следующее. Если , то корректно округлен-
ное значение  равно  при всех видах округле-
ния, кроме округления к . При округлении к

 оно равно .
Если , то при всех видах округ-

ления корректно округленное значение  есть
нормализованное число двойной точности.

Если , то при всех видах округления
корректно округленное значение  есть ненор-
мализованное число или 0.

Если , то  (наименьшее по-
ложительное ненормализованное число). Поэто-
му корректно округленное значение  равно 0 в
режиме округления к . В случае округления к

 оно равно .
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Если , то . Поэтому в режиме
округления к ближайшему и к  корректно
округленное значение  равно 0. В случае округ-
ления к  оно равно .

4. АЛГОРИТМ
Предлагаемый алгоритм вычисления коррект-

но округленного значения экспоненты состоит из
нескольких (под)алгоритмов, которые реализуют
стадии сокращения аргумента, аппроксимации и
восстановления. Рассматриваемые алгоритмы
используют при вычислениях арифметику рас-
ширенной двойной точности, а в результате их
применения мы получаем корректно округлен-
ное значение экспоненты двойной точности.

4.1. Сокращение аргумента
Предполагается, что предварительно отфиль-

тровываются нечисловые, а также слишком боль-
шие и слишком малые значения аргумента, кото-
рые обрабатываются отдельно. Детальное описа-
ние этого шага можно найти в [5]. Далее мы
предполагаем, что аргумент принадлежит отрезку

.
Стадия сокращения аргумента состоит из че-

тырех шагов (алгоритмы 4.1, 4.2, 4.3 и 4.4). Алго-
ритм 4.1 для сокращения аргумента использует
равенство

Величину  мы аппроксимируем тройкой
. Путем непосредствен-

ных вычислений получаем

(4.1)

Константу  аппроксимируем числом рас-
ширенной двойной точности :

(4.2)

Алгоритм 4.1. Сокращение аргумента. Шаг 1

1: m0  R0(x ⋅ )
2: x0, 1  x – m0 ⋅ l1  x0, 1 вычисляется точно,

|x0, 1| < 0.5 ⋅ ln2 + 1.596 ⋅ 2–33

3: x0, 2  –m0 ⋅ l2  x0, 2 вычисляется точно
4: x0, 3  –m0 ⋅ l3  x0, 3 вычисляется точно
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Теорема 4.1. Пусть  – плавающее число двой-
ной точности такое, что , числа ,

,  и  получены с помощью алгоритма 4.1.
Тогда  – целое число,  и  – плавающие чис-
ла двойной точности, а  – плавающее число рас-
ширенной двойной точности, и справедливы следу-
ющие равенства и неравенства:

В силу ограничений по объему статьи мы не
приводим здесь доказательства теорем или огра-
ничиваемся только основными идеями доказа-
тельств. Полные доказательства будут опублико-
ваны позже.

Следующие три шага сокращения аргумента
используют равенство

При этом мы выбираем значение  так, чтобы ве-
личина  была по возможности малой,
а мантисса числа  была короткой.

На втором шаге для поиска величин  и
 мы используем таблицу , которая со-

здается заранее следующим образом. Для каждого
 в диапазоне от –89 до 89 мы находим ближай-

шее к  число вида . Элемент но-
мер n таблицы  содержит плавающее число

и пару чисел расширенной двойной точности, ап-
проксимирующие :

Алгоритм 4.2. Сокращение аргумента. Шаг 2

1: n1  R0(x0, 1 ⋅ 28)

2: M1  W1[n1].w0

3: x1, 1  x0, 1 – W1[n1].w1  вычисляется точно,
|x1, 1| < 1.175 ⋅ 2–8

4: x1, 2  –W1[n1].w2

x
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0,1x 0,2x 0,3x
0m 0,1x 0,2x

0,3x

⋅ + + + − δ0 0,1 0,2 0,3 0= ln 2 ( ) ,x m x x x

−⋅ δ ⋅10 127
0 0где | | < 1.051 2 , | | < 1.998 2 ,m

−⋅ + ⋅ 33
0,1| | < 0.5 ln 2 1.596 2 ,x

−
− −⋅ ∈33

0,2 0,2 33, 77| | < 1.595 2 , ,x x B

−
− −⋅ ∈69

0,3 0,3 69, 130| | < 1.946 2 , .x x B

− ++ ⋅v
ln(1 )= (1 ) .x x ve e

v

− + vln(1 )x
v

+ v1
+ln(1 )v 1W

n
−⋅ 82n −+ ⋅ 8ln(1 2 )m

1W
−

−

+ ⋅ +
⋅

8
1 0

8

[ ]. = 1 2 = 1 ,

где = 2

W n w m

m

v

v

−+ ⋅ 8ln(1 2 )m

− −+ ⋅ − + <8 129
1 1 1 2| ln(1 2 ) ( [ ]. [ ]. )| 2 .m W n w W n w

←

←

← x

←

В начале второго шага мы находим ближайшее
к  число вида . Далее с помощью таблицы

W1 мы находим ближайшую к  величину ви-

да . Более точно, мы находим пару
чисел расширенной двойной точности, аппрок-
симирующие .

Теорема 4.2. Пусть  – плавающее число двой-
ной точности такое, что , числа ,

,  и  получены с помощью алгоритма 4.1, а
числа ,  и  получены с помощью алгоритма
4.2.

Тогда  и  – плавающие числа расширен-
ной двойной точности, и справедливы следую-
щие равенства и неравенства:

Третий шаг аналогичен второму. На этом шаге
мы используем таблицу , содержащую элемен-
ты с номерами от –75 до 75. Эта таблица позволя-
ет нам аппроксимировать числа вида  чис-
лами вида .

Алгоритм 4.3. Сокращение аргумента. Шаг 3

1: n2  R0(x1, 1 ⋅ 214)
2: M2  M1 ⋅ W2[n2].w0  вычисляется точно,

0.703 < M2 < 1.421, M2 ∈ B0, –22

3: x2, 1  x1, 1 – W2[n2].w1  вычисляется точно,
|x2, 1| < 0.675 ⋅ 2–14

4: x2, 2  –W2[n2].w2

Теорема 4.3. Пусть x – плавающее число двойной
точности такое, что , числа ,

, , , ,  и  получены путем последо-
вательного применения алгоритмов 4.1, 4.2 и 4.3.
Тогда  – плавающее число двойной точности,

 – плавающее число расширенной двойной точ-
ности, и справедливы следующие равенства и нера-
венства:

0,1x −⋅ 82n
−⋅ 82n

−+ ⋅ 8ln(1 2 )m

−+ ⋅ 8ln(1 2 )m
x

≤ ≤2zero ovrx x x 0m
0,1x 0,2x 0,3x

1M 1,1x 1,2x

1,1x 1,2x

⋅ + + + + +0 1 1,1 0,2 1,2 0,3= ln 2 ln( )x m M x x x x

− −−δ − δ δ ⋅ δ ≤127 129
0 1 0 1, где | | < 1.998 2 , | | 2 ,

−+ ⋅ − ≤ ≤v v
8

1 1 1 1 1= 1 , = 2 , 75 106,M m m

если
− −

− −⋅ ∈ ≥8 12
1,1 1,1 8, 64| | < 1.175 2 , , 2 ,x x B x

−
− −≤ ∈65

1,2 1,2 65, 128| | 2 , .x x B

2W

−⋅ 142n
−+ ⋅ 14ln(1 2 )m

←
← x

← x

←

≤ ≤2zero ovrx x x 0m
2M 0,2x 0,3x 1,2x 2,1x 2,2x

2,1x

2,2x
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На четвертом шаге таблицы не применяются, а
величины  и  вычисляются. Для поиска ве-
личины  мы используем приближение (1 +

+ x). Положим  где  +

+ x0,2. Величина  имеет короткую мантиссу, де-
лится точно на 3 и . Для вычисления

 мы используем следующее приближе-
ние

(4.3)

Полином  был найден с помощью пакета Sollya
[6]:

Погрешность приближения (4.3) на интервале
 не превышает 

Используя (4.3), получаем

где

⋅ + + +
+ + + − δ + δ + δ

0 2 2,1 0,2

1,2 2,2 0,3 0 1 2

= ln 2 ln( ) ( )
( ) ( ),

x m M x x
x x x

−⋅ + ⋅v v
14

2 1 2 2 2= (1 ), = 2 ,M M m

− ≤ ≤275 75,m

−∈2 2 0, 220.703 < < 1.421, ,M M B

−⋅ 14
2,1| | < 0.675 2 ,x

если
−

− −∈ ≥ 15
2,1 15, 67, 2 ,x B x

− −
− −≤ ∈ δ ≤65 129

2,2 2,2 65, 128 2| | 2 , , | | 2 .x x B

v + vln(1 )
v ≈ lnx

( )−⋅ ⋅v3 30 2
1= 3 ,
3

R x 2 2,1=x x

v3

≈ + v2 3ln(1 )x
+ v3ln(1 )

+ ≈ − ⋅ + + ⋅v
v v v v v

3
2 4

3ln(1 ) 0.5 ( ).
3

P

3P

+ ⋅ + ⋅ + ⋅v v v v3 0 1 2 3( ) = ( ( )),P a a a a

0xf.ffffffffffffffdp-60 = - ,a

0xc.cccccccccccccc1p-61 = ,a

-0xa.aaaaaae49a3c83p-62 = ,a

0x9.249249728e270fdp-63 = .a

− −− ⋅ ⋅14 14[ 0.677 2 ,0.677 2 ] −⋅ 1231.495 2 .

+ + + + + +
+ + + + + − + ≈

≈ + + +

v

v

v

2,1 0,2 0,3 1,2 2,2 3

2,1 0,2 0,3 1,2 2,2 3

3 3,1 3,2

( ) ( ) = ln(1 )
(( ) ( ) ln(1 ))

ln(1 ) , где

x x x x x
x x x x x

x x

− + ⋅ − ⋅v v v
2 2

3,1 2 3 3 3 3'= ( ) 0.5 ,x x v

+ + − ⋅v v
4

3,2 0,3 1,2 2,2 3 3 3= (( ) ) ( ).x x x x P

Алгоритм 4.4. Сокращение аргумента. Шаг 4

1: x2  x2, 1 + x0, 2  x2 вычисляется точно

2:   R–30

3:   3 ⋅   | | < 0.677 ⋅ 2–14,  ∈ B–15,–30

4: x3, 1  (x2 – ) + 0.5  –  ⋅   x3, 1 
вычисляется точно, |x3, 1| < 1.210 ⋅ 2–29

5: x3, 2  ((x0, 3 + x1, 2) + x2, 2) –  ⋅ P3( )
6:  |x3, 2| < 1.821 ⋅ 2–61, Δ(x3, 2) < 1.219 ⋅ 2–123

7: M3  M2 (1 + )  M3 вычисляется точно,
0.703 < M3 < 1.421, M3 ∈ B0, –52

Теорема 4.4. Пусть  – плавающее число двой-
ной точности такое, что , числа ,

,  и  получены путем последовательного
применения алгоритмов 4.1, 4.2, 4.3 и 4.4. Тогда
справедливы следующие равенства и неравенства:

Из теоремы 4.4 следует, что

(4.4)

Таким образом, в результате четырех шагов нам
удалось сократить аргумент до величины мень-
шей . Так как числа ,  и  имеют ко-
роткие мантиссы, то M3 вычисляется точно и яв-
ляется числом двойной точности.

4.2. Вычисление значения функции

Алгоритмы 4.5 и 4.6 завершают вычисление
корректно округленного значения экспоненты

. Если , то используется алгоритм
4.5, а если , то используется алго-
ритм 4.6.

Фактически каждый из этих алгоритмов опи-
сывает три алгоритма: один – для округления к
ближайшему, второй – для округления к плюс
бесконечности и третий – для округления к ми-
нус бесконечности (см. комментарии к алгорит-
мам). Например, в алгоритме 4.5 при округлении
к ближайшему используется строка 21, а строки с
22 по 39 не используются. Сами алгоритмы ис-
пользуют при вычислениях только округление к
ближайшему (roundTiesToEven).

← x

v3' ← ( )⋅ 2
1
3

x

v3 ← v3' x v3 v3

← v3 v
2
3 v

2
3 v3' x

← v
4
3 v3

x

← v3 x

x
≤ ≤2zero ovrx x x 0m

3M 3,1x 3,2x

где −

⋅ + + + − δ
∈

0 3 3,1 3,2

3 3 0, 52

= ln 2 ln( ) ,
0.703 < < 1.421, ,

ax m M x x
M M B

− −

−

⋅ ⋅
δ ⋅

29 61
3,1 3,2

122

| | < 1.210 2 , | | < 1.821 2 ,

| | < 1.436 2 .a

x x

+ −δ⋅ ⋅ 3,1 3,20
3= 2 .ax xx me M e

−⋅ 291.211 2 v1 v2 v3

xe ≤ ≤dnrm ovrx x x
≤2 <zero dnrmx x x
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Теорема 4.5. Пусть x – число двойной точности.
Если , то алгоритмы 4.1, 4.2, 4.3, 4.4
и 4.5 вычисляют корректно округленное значение
экспоненты . Если , то алгорит-
мы 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 и 4.6 вычисляют корректно
округленное значение экспоненты .

Полное доказательство теоремы 4.5 будет
опубликовано позже.

5. ТЕСТИРОВАНИЕ И ВРЕМЕННЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ

Предложенные выше алгоритмы были реали-
зованы в виде функции crexp_e() на языке Си. Эта
функция была протестирована на компьютере с
процессором Core i7-2600K CPU, 3.4 ГГц и опера-
ционной системой Linux Fedora 20 Kernel 3.19.8.
Для компиляции использовался компилятор gcc,
версия 4.8.3, уровень оптимизации 3.

Для тестирования на каждом интервале
 и  случайным образом было

выбрано по 10,000,000,000 значений аргумента,
для которых вычислялось значение функции
crexp_e() при всех рассматриваемых режимах
округления. Дополнительно функция тестирова-

лась при малых значениях аргумента ( ) и
при значениях аргумента близких к . Для те-
стирования использовались также худшие случаи
из [2–4, 7]. Для проверки корректности тестируе-
мой функции использовались функции библио-
теки CRlibm, версия 1.0beta4. Все тесты прошли
успешно.

При оценке производительности время изме-
рялось в тактах процессора. Реальная частота
процессора при измерениях была равна номи-
нальной – 3.4 ГГц. Все измеряемые функции ра-
ботали в режиме округления к ближайшему.

Мы также рассматривали экспоненциальную
функцию ОС Линукс. Более точно, мы использова-
ли функцию __ieee754_exp() вместо exp(),
чтобы избежать динамического вызова. Эта
функция вычисляет корректно округленное зна-
чение экспоненты при округлении к ближайше-
му. При этом используется только арифметика
двойной точности.

Мы также рассматривали функцию Лаутера
[8], которая вычисляет корректно округленное
значение экспоненциальной функции при всех
рассматриваемых режимах округления. Функция
Лаутера использует арифметику расширенной
двойной точности, написана на ассемблере и оп-
тимизирована для процессора Intel Itanium.

≤ ≤dnrm ovrx x x

xe ≤2 <zero dnrmx x x

xe

[ ],dnrm ovrx x [ )2,zero dnrmx x

−28| | < 2x
dnrmx

Алгоритм 4.5. 

1:  ex =  ⋅ M3 ⋅ 
2:   0.703 < M3 < 1.421, M3 ∈ B0, −52

3:   |x3, 1| < 1.210 ⋅ 2−29, |x3, 2| < 1.821 ⋅ 2−61, 
|δa| < 1.436 ⋅ 2−122

4: M3, 1 ← R−30(M3)
5: M3, 2 ← M3 −M3, 1  M3 = M3, 1 + M3, 2
6: S1 ← R−62(x3, 1)  S1 вычисляется точно, 

|S1| < 1.211 ⋅ 2−29, S1 ∈ B−29, −62
7: x3 ← x3, 1 + x3, 2

8:   |x3| < 1.211 ⋅ 2−29, |Δ(x3)| ≤ 2−93

9: S2 ← ((x3, 1 − S1) + x3, 2) +  ⋅ 

10:   |S2| < 1.985 ⋅ 2−59, |Δ(S2)| < 1.850 ⋅ 2−121

11:    ≈ 1 + S1 + S2

12:    ⋅ ex ≈ (M3, 1 + M3, 2) ⋅ (1 + S1 + S2) = 
M3 + M3, 1 ⋅ S1 + M3, 2 ⋅ S1 + M3 ⋅ S2

13:   |M3, 1 ⋅ S1| < 1.723 ⋅ 2−29, M3, 1 ⋅ S1 ∈ B−29, −92
14:   (211 − 1) + M3 ∈ B11, −52

15: (Y, Y1) ← Fast2Sum(((211 − 1) + M3), M3, 1 ⋅ S1)
16:  |M3, 2 ⋅ S1 + M3 ⋅ S2| < 1.714 ⋅ 2−58,

|Δ(M3, 2 ⋅ S1 + M3 ⋅ S2)| < 1.815 ⋅ 2−120.
17: Y2 ← Y1 + (M3, 2 ⋅ S1 + M3 ⋅ S2)
18:   |Y2| < 1.054 ⋅ 2−53, |Δ(Y2)| < 1.227 ⋅ 2−117

19:   Округленные значения ex и
 ⋅ ((Y − (211 − 1)) + Y2) равны

20:   Округление к ближайшему
21: y ← (Y + Y2) − (211 − 1)  

0.701 + (211 − 1) < Y + Y2 < 1.423 + (211 − 1)
22:   Округление к +∞
23: y ← Y − (211 − 1)   0.702 ≤ y ≤ 1.422
24: if Y2 > 0 then
25:  if y ≥ 1 then
26: y ← y + 2−52

27:  else
28: y ← y + 2−53

29:  end if
30: end if
31:   Округление к −∞ или к 0
32: y ← Y − (211 − 1)
33: if Y2 < 0 then
34:  if y > 1 then
35: y ← y − 2−52

36:  else
37: y ← y − 2−53

38:  end if
39: end if

40: return y ⋅   Восстановление

≤ ≤dnrm ovrx x x

x
02m + −δ3,1 3,2 ax xe

x

x

x

x

x

2
3x ( )+ ⋅ 3

10.5
3!

x

x

x
+ −δ3,1 3,2 ax xe

x
− 02 m

x

x

x

x

x

02m

x

x

x

x

x

02m
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Алгоритм 4.6. 

1:  ex =  ⋅ M3 ⋅ 
2:   0.703 < M3 < 1.421, M3 ∈ B0, −52

3:   |x3, 1| < 1.210 ⋅ 2−29, x3, 1 ∈ B−29, −90, 
|x3, 2| < 1.821 ⋅ 2−61, |δa| < 1.436 ⋅ 2−122

4: M3, 1 ← R−30(M3)
5:   0.702 < M3, 1 < 1.422, M3, 1 ∈ B0, −30

6:  ←  ⋅ M3

7:  ←  ⋅ M3, 1

8:  ←  − 
9:    =  + 
10: S1 ← R−62(x3, 1)  S1 вычисляется точно,

|S1| < 1.211 ⋅ 2−29, S1 ∈ B−29, −62
11: x3 ← x3, 1 + x3, 2

12:  |x3| < 1.211 ⋅ 2−29, |Δ(x3)| ≤ 2−93

13: S2 ← ((x3, 1 − S1) + x3, 2) +  ⋅ 

14:  |S2| < 1.985 ⋅ 2−59, |Δ(S2)| < 1.850 ⋅ 2−121

15: Y1 ← t2 + (t1 + (M3, 2 ⋅ S1 + M3 ⋅ S2))
16:   ex ≈  ⋅ (1 + S1 + S2)
17:  2−1011 + ex ≈ 

2−1011 +  +  ⋅ S1 +  ⋅ S1 +  ⋅ S2

18: (t0, t1) ← Fast2Sum( ,  ⋅ S1)
19:   ,  ⋅ S1, t0 и t1 вычисляются точно
20: (Y, t2) ← Fast2Sum(2−1011, t0)
21:  Y ∈ B−1011, −1074, Y и t2 вычисляются точно
22:   ex ≈ 

(Y −2−1011) + (t2 + (t1 + (  ⋅ S1 +  ⋅ S2)))
23:   Округление
24: y ← Y − (2−1011 − 2−1022)
25:  Округление к ближайшему
26: if (t2 + 2−1075) + (t1 + (  ⋅ S1 +  ⋅ S2)) < 0 

then
27: y ← y − 2−1074

28: else if (t2 − 2−1075) + (t1 + (  ⋅ S1 +  ⋅ S2)) > 
0 then

29: y ← y + 2−1074

30: end if
31:  Округление к +∞
32: if t2 + (t1 + (  ⋅ S1 +  ⋅ S2)) > 0 then
33: y ← y + 2−1074

34: end if
35:   Округление к −∞
36: if t2 + (t1 + (  ⋅ S1 +  ⋅ S2)) < 0 then
37: y ← y − 2−1074

38: end if
39: return y − 2−1022   Восстановление
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Для сравнения мы также использовали функ-
цию crexp_d(), которая реализует алгоритмы
предложенные автором в [4]. Эта функция ис-
пользует только арифметику двойной точности.

Таблицы 1 и 2 содержат результаты измерений
(в тактах процессора). Максимальное время вы-
полнения функций на указанных интервалах
приведено в таблице 1. Таблица 2 содержит сред-
нее время выполнения функций. Все измерения
для всех функций кроме функции Лаутера были
произведены автором. Данные, относящиеся к
функции Лаутера, взяты из статьи Лаутера [8].

Как видно из таблицы 1, функция crexp_e()
обладает наименьшим максимальным временем
выполнения на обоих интервалах. Функция Лау-
тера требует на 22% больше времени на интервале

 и в 30 раз больше времени на интервале
.

Среднее время выполнения функции crex-
p_e() на интервале  также меньше,
чем у других функций, представленных в таблице,
но среднее время выполнения функции crex-
p_e() на интервале  больше, чем у
функций CRlibm и Линукс. Среднее время можно
снизить объединяя функции crexp_e() и
__ieee754_exp() аналогично тому, как это
сделано в [4]. Для этого нужно в функции
__ieee754_exp() заменить вызов функции
__slowexp() на вызов функции crexp_e() на
интервале . При этом на интервале

 вызывается только функция crex-
p_e(). Полученная таким образом функция

[ ],dnrm ovrx x
[ )2,zero dnrmx x

[ )2,zero dnrmx x

[ ],dnrm ovrx x

[ ],dnrm ovrx x
[ )2,zero dnrmx x

Таблица 1. Максимальное время (нсек)

crexp_e 141 156
crexp_d 219 220
Lauter 172 4578
CRlibm 735 1023
Linux 76297 6160
Combined 185 157

[ ],dnrm ovrx x [ )2,zero dnrmx x

Таблица 2. Среднее время (нсек)

crexp_e 141 156
crexp_d 188 195
Lauter 172 4578
CRlibm 85 1020
Linux 52 381
Combined 51 157

[ ],dnrm ovrx x [ )2,zero dnrmx x
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(Combined) имеет лучшее среднее время выпол-
нения на обоих интервалах  и

, но максимальное время на интервале
 увеличится. Отметим, что эта функция

может использоваться только в режиме округле-
ния к ближайшему.
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