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Непрерывно-временные сети Петри (НВСП), где каждому переходу сети ставится в соответствие
временной интервал его срабатывания, используются для моделирования сложных параллельных
систем, критичных с точки зрения безопасности. В общем случае, пространство состояний НВСП
бесконечно и несчетно и, следовательно, анализ их поведения довольно сложен. ‘Истинно парал-
лельная’ семантика представляет поведение НВСП в виде набора действий, отношение причинной
зависимости между которыми моделируется частичным порядком, а отношение параллелизма – от-
сутствием порядка. Такое представление является более приемлемым для изучения следующих
свойств параллельных систем: отсутствие тупиков, ‘справедливость’ (fairness), максимальный па-
раллелизм и т.д. В статье вводятся и исследуются семантики шага (множества параллельных дей-
ствий) и частичного порядка (множества упорядоченных по причине и параллельных действий) в
контексте НВСП, поведение которых определяется слабой временной стратегией (т.е. ход модель-
ного времени не ограничен срабатыванием переходов сети) и устойчиво атомарной техникой сброса
часов (т.е. при сбросе часов срабатывание переходов сети рассматривается как атомарное действие).
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1. ВВЕДЕНИЕ
Безопасность функционирования современ-

ных информационно-компьютерных систем ста-
новится критически важной, поскольку их отказ
может привести к серьезным потерям, разруше-
ниям и даже человеческим жертвам. Для верифи-
кации поведения таких систем необходимо исполь-
зовать формализмы, позволяющие описывать и
анализировать как функциональные (качествен-
ные), так и реально-временные (количествен-
ные) свойства систем.

В теории сетей Петри (СП) известны разнооб-
разные реально-временные расширения, в кото-
рых временные характеристики сопоставляются
различным элементам (местам, переходам, дугам,
фишкам) сетевых моделей [1]. Наибольшую по-
пулярность получили расширения сетей Петри,
где с их переходами (действиями моделируемых
систем) связываются временные задержки, а мо-
дельные часы измеряют ход времени в состояниях
сети (системы). В литературе рассматриваются два
подхода – дискретно-временные СП (ДВСП) [2] и

непрерывно-временные СП (НВСП) [3]. В ДВСП
имеются глобальные часы и каждому переходу
сопоставляется целочисленное значение – дли-
тельность срабатывания перехода, тогда как в
НВСП с каждым переходом связываются локаль-
ные часы и статический интервал действитель-
ных чисел – временных задержек срабатывания
перехода (при этом срабатывание перехода счита-
ется мгновенным). Известно, что НВСП равно-
мощны машинам Тьюринга и включают класс
ДВСП, поэтому именно модели НВСП вызывают
наибольший интерес у исследователей. Чтобы
обеспечить разрешимость проблем анализа пове-
денческих свойств, как правило, в литературе
рассматриваются -ограниченные НВСП, в местах
которых не накапливается бесконечное количе-
ство фишек (ресурсов моделируемой системы), а
их количество ограничено некоторым натураль-
ным числом . Как было показано в работе [4], вы-
разительные мощности -ограниченных и 1-огра-
ниченных (безопасных) НВСП эквивалентны отно-
сительно временной бисимуляции.
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НВСП имеют следующую операционную се-
мантику (поведение). Состояние НВСП содер-
жит текущую разметку (распределение фишек по
местам сети) и показания часов разрешенных пе-
реходов (т.е. переходов, все входные места кото-
рых имеют достаточное количество фишек при
данной разметке). Переход может сработать в со-
стоянии только в том случае, если переход разре-
шен в этой разметке и его часы достигли момента
времени, который находится в пределах времен-
ного интервала данного перехода. Изменения со-
стояний НВСП происходят двумя способами: хо-
дом времени (часы разрешенных переходов идут
вперед) и/или срабатыванием перехода (текущая
разметка меняется на новую (в которой фишки
потреблены из входных мест и произведены в вы-
ходные места срабатывающего перехода), а часы
переходов, которые становятся разрешенными в
новой разметке (вновь разрешенные переходы),
переустанавливаются).

В литературе были предложены различные
представления операционной семантики НВСП,
которые классифицируются в соответствии с ди-
хотомиями относительно: определения временной
информации в состояниях сети (единичное/ин-
тервальное значение часов в состоянии), стратегии
по ходу времени (сильная/слабая), стратегии кон-
троля памяти (промежуточная/атомарная), а так-
же представления срабатываний параллельных пе-
реходов НВСП (интерливинг/‘истинный парал-
лелизм’).

Единичное/интервальное значение часов в со-
стоянии. В синтаксисе НВСП с каждым перехо-
дом связан статический временной интервал сра-
батывания данного перехода. При функциониро-
вании НВСП показания часов разрешенных
переходов в состоянии – это либо действительные
числа (единичные значения), либо интервалы дей-
ствительных чисел (интервальные значения).

Если показания часов в состоянии НВСП
представлены действительными числами (см.,
например, [5]), то часы вновь разрешенных пере-
ходов устанавливаются в 0 и затем значения уве-
личиваются синхронно с ходом времени в НВСП
до тех пор, пока эти переходы не сработают или
станут неразрешенными за счет срабатывания
конфликтных переходов1. При этом разрешен-
ные переходы могут сработать в состоянии, толь-
ко если показания их часов принадлежат их ста-
тическим интервалам.

1 Переходы называются конфликтными, если у них есть об-
щее входное место и, следовательно, при срабатывании
один переход может потребить входные фишки другого пе-
рехода и тем самым сделать его неразрешенным.

В случае, когда показания часов в состоянии
НВСП – интервалы действительных чисел (см., на-
пример, [6]), то показания часов вновь разрешенных
переходов – это их статические интервалы срабатыва-
ний. При функционировании НВСП границы дина-
мических интервалов уменьшаются синхронно с хо-
дом времени в НВСП до тех пор, пока переходы
не сработают или станут неразрешенными. Раз-
решенный переход может сработать в состоянии
не раньше, чем нижняя граница его динамиче-
ского интервала установится в ноль, и не позднее,
чем верхняя граница его интервала достигнет но-
ля. В статье [7] была показана эквивалентность
подходов относительно временной бисимуляции
для некоторых семантик НВСП. В литературе
предпочтение отдают первому подходу, который,
как правило, упрощает изложение материала.

Сильная/слабая временная стратегия. Различа-
ют две стратегии хода времени в состоянии
НВСП. В сильной семантике запрещен ход време-
ни, приводящий к выходу за границы временного
интервала хотя бы одного из разрешенных пере-
ходов, такой переход должен сработать в состоя-
нии, когда время не может идти дальше. Напро-
тив, в слабой семантике допускается любой ход
времени, срабатывание переходов не форсирует-
ся и, как следствие, они, вообще, могут не срабо-
тать. В [1] авторами было доказано, что эти две се-
мантики являются несравнимыми относительно
слабой временной бисимуляции.

Промежуточная/атомарная пространственная
стратегия. В литературе представлены промежу-
точная, атомарная и устойчиво атомарная страте-
гии, которые определяют, когда сбрасываются
(переустанавливаются) часы разрешенных пере-
ходов. Классическая, названная промежуточной,
стратегия учитывает промежуточную разметку,
которая получается после потребления фишек и
перед производством фишек при срабатывании
перехода . Часы перехода  сбрасываются, если
он не являлся разрешенным в промежуточной
разметке и стал разрешенным в разметке, полу-
ченной после производства фишек в результате
срабатывания перехода . При атомарной страте-
гии часы перехода  сбрасываются, если он не яв-
лялся разрешенным до срабатывания  и стал разре-
шенным после срабатывания . Если срабатываю-
щий переход  снова становится разрешенным
после своего срабатывания, то его часы сбрасыва-
ются в промежуточной и атомарной стратегиях,
но этого не происходит в устойчиво атомарной.
Пространственные стратегии были изучены для
сильной временной стратегии в статье [8], где бы-
ло установлено, что все три стратегии совпадают
в случае ограниченных НВСП с замкнутыми
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справа статическими интервалами и устойчиво
атомарная стратегия более выразительна в других
случаях, и для слабой временной стратегии в ра-
боте [9], где было показано, что атомарная страте-
гия строго менее выразительна, чем устойчиво
атомарная, а промежуточная стратегия не являет-
ся более выразительной, чем атомарная. В обеих
этих статьях утверждается, что устойчиво атомар-
ная стратегия является более предпочтительной
для моделирования реальных систем, чем проме-
жуточная и атомарная.

Интерливинг/‘истинный параллелизм’. Класси-
ческая интерливинговая семантика НВСП пред-
ставляется в виде пробега – последовательности
смены ее состояний посредством хода времени и
срабатываний одиночных переходов. Эта семан-
тика позволяет анализировать свойства безопас-
ности и живости моделируемых систем, однако
информация о параллелизме переходов НВСП
полностью утрачивается. Чтобы исправить ситуа-
цию, была предложена ‘истинно параллельная’
семантика, названная шаговой, при которой в
пробеге НВСП при смене состояний одновре-
менно срабатывает множество параллельных пе-
реходов (шаг). В другой ‘истинно параллельной’
семантике используется отношение частичного
порядка для представления причинной зависи-
мости между событиями моделируемых систем,
отсутствие частичного порядка говорит о парал-
лелизме событий. Для НВСП невозможно напря-
мую определить частичный порядок, так как графы
НВСП могут содержать циклы. Поэтому, чтобы по-
строить частично-упорядоченную семантику для
НВСП, используют понятие временных процессов,
состоящих из ациклических конструкций – вре-
менных причинно-следственных сетей (ВПСС),
состоящих из событий и условий, связанных ча-
стичным порядком, – и отображений (гомомор-
физмов) из ВПСС в НВСП. ‘Истинно параллель-
ные’ семантики НВСП полезны при формальной
верификации поведения моделируемых систем,
так как число анализируемых состояний сокра-
щается, поскольку не требуется рассмотрение
всех вариантов интерливинговых последователь-
ностей. В работе [10] для НВСП с сильной вре-
менной и промежуточной пространственной
стратегиями предложена частично упорядочен-
ная семантика, где с событиями ВПСС связаны
временные характеристики, представляющие
времена срабатываний соответствующих перехо-
дов. Этот подход был обобщен на шаговую семан-
тику и использован для определения и изучения
поведенческих эквивалентностей НВСП с таки-
ми же стратегиями поведения в [11, 12]. Метод,
аналогичный предложенному в [10], использует-

ся в статье [13] для ограниченного по структуре
класса НВСП (где интервалы срабатываний кон-
фликтных переходов становятся несущественны-
ми) с некоторым подобием слабой временной
стратегии, т.е. ход времени вперед неограничен,
как в слабой стратегии, но возможен ход времени
вспять, чтобы переходы срабатывали с учетом их
временных интервалов, как в сильной стратегии.
В работе [14] для НВСП со слабой временной и
промежуточной пространственной стратегиями
показана корректность частично-упорядоченной
семантики, при построении которой использова-
лось преобразование целочисленных значений
хода времени в специальные tick-события ВПСС.
Однако такой метод приводит к значительному
увеличению количества элементов ВПСС.

В данной работе изучается влияние слабой вре-
менной и устойчиво атомарной пространственной2

стратегий на построение семантики частичного
порядка НВСП. В частности, предлагается метод,
основанный на сопоставлении ‘разметкам’ (сече-
ниям) ВПСС временных характеристик, соответ-
ствующих ходу времени в состояниях НВСП, то-
гда как выполнения событий ВСПП, представля-
ющие срабатывания переходов, мгновенны, что
адекватно отражает особенности поведения изу-
чаемого класса НВСП, и показывается коррект-
ность такого подхода относительно интерливин-
говой и шаговой семантик.

Статья построена следующим образом. В раз-
деле 2 рассматриваются определения синтаксиса
НВСП и их интерливинговой и шаговой семан-
тик в терминах пробега – последовательности сме-
ны состояний посредством хода времени и сраба-
тываний одного перехода или шага параллельных
переходов соответственно. В разделе 3 определяется
ВПСС и интерливинговый/шаговый график ее вы-
полнения, изучаются свойства временного процес-
са НВСП, состоящего из ВПСС и ее гомоморфизма
в НВСП. В следующем разделе устанавливается су-
ществование биективного отображения между
интерливинговым/шаговым графиком времен-
ного процесса НВСП и интерливинговым/шаго-
вым пробегом НВСП. Раздел 5 завершает статью.
Доказательства лемм можно найти по адресу:
https://www.iis.nsk.su/files/proofs2021.pdf.

2 Напомним, что в работах [8] и [9] было показано, что сла-
бая и сильная временные стратегии несравнимы и устой-
чиво атомарная семантика является более предпочтитель-
ной для моделирования и верификации реальных систем.
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2. НЕПРЕРЫВНО-ВРЕМЕННЫЕ
СЕТИ ПЕТРИ

В этом разделе рассматриваются определения,
относящиеся к модели сетей Петри с временны-
ми интервалами, представляющими временные
задержки срабатываний переходов. Сначала на-
помним синтаксис и семантику сетей Петри.

Сеть Петри (СП) состоит из двух разных мно-
жеств элементов – мест и переходов; отношения
инцидентности между элементами и начальной
разметки – распределения фишек по местам сети.
Состояние СП задается разметкой – подмноже-
ством мест, которые содержат фишки при функ-
ционировании сети. Переход СП разрешен в раз-
метке, если все его входные места содержат фиш-
ки. Множество переходов, входные и выходные
места которых не пересекаются, образуют шаг па-
раллельных переходов. Шаг разрешен в разметке,
если каждый переход шага разрешен в этой раз-
метке. Срабатывание разрешенного в разметке
шага приводит к новой разметке, в которой фиш-
ки удалены из входных мест и добавлены в выход-
ные места переходов этого шага. Последователь-
ность смены разметок посредством срабатываний
переходов называется пробегом СП.

Определение 1. Сеть Петри (СП) – это набор
, где P – конечное множество

мест и  – конечное множество переходов такие,
что  и ; 
– отношение инцидентности;  – на-
чальная разметка. Для элемента  опре-
делим множество  входных и
множество  выходных элементов,
которые для подмножества элементов 
обобщаются соответственно до множеств

 и .

• Разметка M СП  – это любое подмноже-
ство множества . Переход  разрешен в раз-

метке M, если .

Непустое подмножество  называется ша-
гом, если  для всех .
Шаг U разрешен в разметке M, если каждый пере-
ход  разрешен в разметке M, т.е. .
Обозначим через  множество всех шагов,
разрешенных в разметке M. Если , то
будем писать .

Срабатывание шага, разрешенного в разметке
M, приводит к новой разметке  (обозначается

), где . Будем пи-
сать , если  и M =

= , , , 0( )P T F M1

T
∩ = /0P T ∪ ≠ /0P T ⊆ × ∪ ×( ) ( )F P T T P

≠ ⊆/ 00 M P
∈ ∪x P T

• = , ∈{ | ( ) }x y y x F
• = , ∈{ | ( ) }x y x y F

⊆ ∪X P T

• •
∈

=∪x X
X x • •

∈
= ∪x X

X x

1

P ∈t T
• ⊆t M

⊆U T
• • • •∪ ∩ ∪ = /( ) ( ' ' ) 0t t t t ≠ ∈'t t U

∈t U • ⊆U M
( )En M

∈{ } ( )t En M
∈ ( )t En M

'M
⎯⎯⎯→ 'UM M • •= ∪' ( \ )M M U U

ϑ⎯⎯⎯→ 'M M ϑ = …1 nU U

=  ( ).
В этом случае  – пробег из M (в ), а  – дости-
жимая из  разметка в .

СП  называется бесконтактной, если для любой
достижимой из M0 разметки  и любого шага U, раз-

решенного в M, верно, что ; -за-

крытой, если  и  для всех переходов сети.
Непрерывно-временная сеть Петри (НВСП)

состоит из базовой сети Петри и статической вре-
менной функции, отображающей каждый пере-
ход во временной интервал с неотрицательными
рациональными границами. Подразумевается,
что у каждого перехода есть собственные часы,
которые отсчитывают время, прошедшее с мо-
мента, когда переход стал разрешенным. Одной
разметки недостаточно, чтобы задавать состоя-
ние НВСП, поэтому к разметке добавлена дина-
мическая временная функция, показывающая
значения часов переходов, разрешенных в этой
разметке. Начальное состояние НВСП состоит из
начальной разметки и динамической временной
функции с нулевыми значениями часов всех раз-
решенных переходов. При функционировании
НВСП смена состояний осуществляется либо хо-
дом времени, либо срабатыванием шага. По-
скольку рассматривается слабая временная стра-
тегия НВСП, то ход времени может быть пред-
ставлен любым действительным числом, которое
добавляется к значению часов разрешенных пе-
реходов при смене текущего состояния на новое.
Шаг может сработать в состоянии, только если он
разрешен в разметке и значения часов всех пере-
ходов из шага принадлежат их временным интер-
валам. Срабатывание шага приводит к новому со-
стоянию, т.е. новой разметке и новым значениям
динамической временной функции. Устойчиво
атомарная пространственная стратегия НВСП
определяет предикат , который
указывает, нужно ли сбрасывать часы перехода 
после срабатывания шага  в разметке M. Дан-
ный предикат принимает истинное значение, ес-
ли  не являлся переходом, разрешенным в раз-
метке  и становится разрешенным в новой раз-
метке, полученной после срабатывания шага  в
M. Последовательность смены состояний посред-
ством хода времени и срабатываний шагов назы-
вается пробегом НВСП.

Пусть  – множество неотрицательных ра-
циональных чисел и Interv = ,

.
Определение 2.
• Непрерывно-временная сеть Петри (НВСП) –

это пара , где  – базо-

−⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ =…

10 1 1 'nn nUUM M M M M ≥ 0n
ϑ 'M 'M

M 1

1

M
• •∩ = /( \ ) 0M U U T

• ≠ /0t • ≠ /0t

↑ , ,( )enabled t M U
t

U

t
M

U

≥Q 0

≥, , , ∈ 0{[ ] [ ) |a b a b a Q

≥∈ ∪ ∞ , ≤0( { }) }b a bQ

= ,7 1( )N D = , , ,1 0( )P T F M
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вая сеть Петри и  – статическая
временная функция, сопоставляющая каждому пе-
реходу из  временной интервал из . Для
перехода  границы интервала  называются
соответственно ранним ( ) и поздним (Lft) време-
нем срабатывания этого перехода.

• Состояние НВСП  – это пара ,
где M – разметка и  – динамиче-
ская временная функция. Начальное состояние  –
это пара , где  – начальная размет-
ка и  для всех . Шаг U, разре-
шенный в разметке M, может сработать в состо-
янии , если  для всех

. Обозначим через  множество всех ша-
гов, которые могут сработать в состоянии . Если

, то будем писать .
Для НВСП возможны два способа изменения

состояния: ход времени и срабатывание шага.

Ход времени  в состоянии  при-
водит к новому состоянию  (обознача-
ется ), где  и  для
всех .

Срабатывание шага  приво-
дит к новому состоянию  (обозначается

) такому, что верно:

где предикат  =  ∧
∧ 3 указывает на необходимость сброса
часов перехода t, который не был разрешенным в
разметке M и стал разрешенным в разметке  по-
сле срабатывания шага .

Будем писать , если σ = x1 ...

 и    ...
 ( ). В этом случае  – (ша-

говый) пробег  из состояния  (в состояние
). Пусть  – множество всех пробегов из
 в . Обозначим через  проекцию про-

бега  на множество , т.е. безвременную часть

3 В случае промежуточной пространственной стратегии пре-
дикат определяется так:  =

= , а в случае
атомарной – так:  =

= .

: →D T Interv

T Interv
t ( )D t

Eft

71 = ,( )S M I
≥: → � 0( )I En M

71

= ,0 0 0( )S M I 0M
=0( ) 0I t ∈ 0( )t En M

= ,( )S M I ≤ ≤( ) ( ) ( )Eft t I t Lft t
∈t U ( )Fi S

S
∈{ } ( )t Fi S ∈ ( )t Fi S

≥τ ∈ � 0 = ,( )S M I
= ,' ( ' ')S M I

τ⎯⎯→ 'S S ='M M = + τ'( ) ( )I t I t
∈ ( ')t En M

∈ = ,( ( ))U Fi S M I
= ,' ( ' ')S M I

⎯⎯⎯→ 'US S

• •= ∪' ( \ ) ;M M U U

∀ ∈ : =
, ↑ , , ,=  , ;

( ') '( )
0 если ( )

( ) иначе

t En M I t
enabled t M U

I t

↑ , ,( )enabled t M U ∉ ( )t En M
∈ ( ')t En M

↑ , ,( )enabled t M U
• • •∉ ∨ ∈ ∧ ∈ ∪( ( \ ) ) (( \ ) )t En M U t U t En M U U

↑ , ,( )enabled t M U
• •∉ ∨ ∈ ∧ ∈ ∪( ( ) ) (( \ ) )t En M t U t En M U U

'M
U

σ⎯⎯⎯→ 'S S

≥∈ ∪ � 0( ( ) )n
nx T3 = 0S S ⎯⎯⎯→1x 1S

− ⎯⎯⎯→ =1 'nn nxS S S ≥ 0n σ
71 S

'S ^6 71( )
0S 71 σ( )Untimed

σ 3( )T

пробега . Будем называть  интерливинговым
пробегом, если  для всех  из .

НВСП  называется бесконтактной (T-за-
крытой), если базовая сеть является бесконтакт-
ной (T-закрытой). В дальнейшем будем рассматри-
вать только бесконтактные и T-закрытые НВСП.

Для НВСП  обозначим через  мно-
жество всех шаговых пробегов из  следу-
ющего вида: , где 
( ) и  ( ), т.е. ход времени
и срабатывания шагов чередуются в пробеге из

. Тогда в  для пробега  бу-
дут иметь место следующие изменения состояний:

  (M0,    
→  ...    
→   .

Оказалось, что любой пробег из  мо-
жет быть преобразован в представленную выше
форму. Справедливость этого факта непосред-
ственно следует из определения хода времени в
состоянии НВСП.

Лемма 1. Пусть  – НВСП и .
Тогда существует  такой, что

.
Для простоты изложения материала далее бу-

дем рассматривать только пробеги с чередовани-
ем хода времени и срабатываний шагов.

Пример 1. На рис. 1 показана НВСП , в ко-
торой места представлены окружностями, а пере-
ходы – барьерами. Рядом с элементами указаны
их имена. Между элементами, входящими в отно-
шение инцидентности, изображены направлен-
ные дуги. Каждое место, принадлежащее началь-
ной разметке, отмечено наличием в нем фишки
(жирной точки). Значения статической времен-
ной функции указаны рядом с переходами.

σ σ
= 1ix ix σ( )Untimed

71

71 �^6 71( )
^6 71( )

σ = θ θ θ…0 1 1ˆ n nU U ≥θ ∈ � 0i

≤ ≤0 i n ∈ 3( )jU T ≤ ≤1 j n

�^6 71( ) 71 �σ ∈^6 71ˆ ( )

,0 0( )M I θ⎯⎯⎯→0
0' )I ⎯⎯⎯→1U ,1 1( )M I θ⎯⎯⎯→1

,1 1'( )M I − −,1 1( )n nM I −θ⎯⎯⎯→1n
− −,1 1'( )n nM I ⎯⎯⎯→nU

,( )n nM I θ⎯⎯⎯→n , '( )n nM I

^6 71( )

71 σ ∈^6 71( )
�σ ∈^6 71ˆ ( )

σ = σ̂( ) ( )Untimed Untimed

�71

Рис. 1. Непрерывно-временная сеть Петри 
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Покажем, что  {t1} 1  2 

, т.е.   
    

→    
→   .

Изначально имеем, что , где M0 = 
и , поскольку . Тогда S0 = (M0,

  , где , по определе-
нию хода времени. Поскольку  и Eft(t1) =
=  = 2, т.е. , то, по опре-
делению срабатывания шага, получаем, что

, где M1 =  =
= {p2, p3} и для всех  верно, что , так
как  и , т.е.  =
= true.

Далее, согласно определению хода времени,
имеем, что   , где

 + 1 = 1 для , так как
. Поскольку  и Eft(t2) =

=  = 1, т.е. , то, по опре-
делению срабатывания шага, получаем, что

, где  =
= {p2, p3} и для всех  верно, что I2(t) =
= , так как  и , т.е.

 = false. Хотя переход  срабо-
тал в , его часы не сбросились, как бы-
ло бы при промежуточной и атомарной простран-
ственных стратегиях. Тогда как после срабатыва-
ния перехода  часы перехода  сбросились бы
при промежуточной стратегии, но не сбросились
бы при атомарной, а часы перехода  не сбрасы-
ваются ни при какой стратегии.

Теперь, по определению хода времени, получа-
ем, что   , где  =
= I2(t) + 2 = 3 для всех , так как

. Видим, что , т.е.
. Благодаря слабой временной стратегии,

стало возможным не форсировать срабатывание пе-
рехода  до того, как время на его часах перейдет
верхнюю границу его временного интервала. Исходя

из того, что ,  – шаг в
НВСП . Кроме, того  и Eft(t3) =
=  =  = 4, Eft(t4) =
=  = 3, т.е. .
Следовательно, , где M3 =

σ = 0 2{ }t ,3 4{ }t t
� �∈3 ( )^6 71 = ,0 0 0( )S M I ⎯⎯→0 = ,0 0 0' '( )S M I

⎯⎯⎯→1{ }t = ,1 1 1( )S M I ⎯⎯→1 = ,1 1 1' '( )S M I ⎯⎯⎯→2{ }t

= ,2 2 2( )S M I ⎯⎯→2 = ,2 2 2' '( )S M I ⎯⎯⎯→3 4{ , }t t

= ,3 3 3( )S M I ⎯⎯→3 = ,3 3 3' '( )S M I

= ,0 0 0( )S M I 1{ }p
=0 1( ) 0I t =0 1( ) { }En M t

0)I ⎯⎯→0 = ,0 0 0' '( )S M I =0 1'( ) 0I t
∈1 0( )t En M

≤ ≤0 1 1'0 ( ) ( )I t Lft t ∈1 0'( )t Fi S

⎯⎯⎯→ = ,1{ }
0 1 1 1' ( )tS S M I • •∪0 1 1( \ { }) { }M t t

∈ , ,2 3 4{ }t t t t =1( ) 0I t
∈/ 0( )t En M ∈ 1( )t En M ↑ , ,0 1( { })enabled t M t

= ,1 1 1( )S M I ⎯⎯→1 = ,1 1 1' '( )S M I
=1 1'( ) ( )I t I t ∈ , ,2 3 4{ }t t t t

∈ 1( )t En M ∈2 1( )t En M
≤ ≤1 2 2'0 ( ) ( )I t Lft t ∈2 1'( )t Fi S

⎯⎯⎯→ = ,2{ }
1 2 2 2' ( )tS S M I • •= ∪2 1 2 2( \ { }) { }M M t t

∈ , ,2 3 4{ }t t t t
=1'( ) 1I t ∈ 1( )t En M ∈ 2( )t En M

↑ , ,2 2( { })enabled t M t 2t
= ,1 1 1' '( )S M I

2t 3t

4t

= ,2 2 2( )S M I ⎯⎯→2 = ,2 2 2' '( )S M I 2'( )I t
∈ , ,2 3 4{ }t t t t

∈ 2( )t En M = > =2 2 2'( ) 3 ( ) 1I t Lft t
∈/2 2'( )t Fi S

2t

• • • •∪ ∩ ∪ = /3 3 4 4( ) ( ) 0t t t t ,3 4{ }t t
�71 , ∈3 4 2{ } ( )t t En M

≤ 2 3'3 ( )I t ≤ 33 ( )Lft t
≤ = ≤2 4 4'2 ( ) 3 ( )I t Lft t , ∈3 4 2'{ } ( )t t Fi S

⎯⎯⎯→ = ,3 4{ , }
2 3 3 3' ( )t tS S M I

=  и  неопределе-
но, так как .

И наконец, по определению хода времени,
имеем, что   , где 
неопределено, так как .

Таким образом, получили, что   1  2
 .

3. ВРЕМЕННЫЕ ПРОЦЕССЫ НВСП
В данном разделе вводится и изучается кон-

цепция временных процессов в контексте НВСП
со слабой временной и устойчиво атомарной про-
странственной стратегиями. Сначала определим
причинно-следственную сеть, которая состоит из
событий и условий, связанных отношениями
причины и параллелизма.

Определение 3. Причинно-следственная сеть
(ПСС) – это конечная ацикличная сеть N =
= , где  – множество условий;  – мно-
жество событий;  ∪  – отноше-

ние инцидентности такое, что  и  для

всех  и .
Для ПСС  введем дополнитель-

ные понятия и обозначения:

– , ;

–  и , где x,
 (отношение причины);

– x � x' , где x,
 (отношение параллелизма);

– непустое подмножество  называется
шагом в ПСС N, если  � e' для всех ;

– непустое подмножество  называется
�-множеством в N, если  � b' для всех .
Сечение C в N – это максимальное по включению
�-множество. Обозначим через  множе-
ство всех сечений в ПСС N. Для 
пусть  (множество собы-
тий, предшествующих сечению C). Неформально
говоря, сечение – это ‘разметка’ ПСС N, которая
достигается после того, как предшествующие се-
чению события произошли. Заметим, что

 и , если .
Для сечений  определим следу-

ющие понятия:
• событие  разрешено в сечении C, если

; шаг  разрешен в C, если каждое событие

• •, ∪ , = ,2 3 4 3 4 4 5( \ { }) { } { }M t t t t p p 3I
= /3( ) 0En M

= ,3 3 3( )S M I ⎯⎯→3 = ,3 3 3' '( )S M I 3'I
= /3( ) 0En M

σ = 0 1{ }t 2{ }t
,3 4{ }t t � �∈^6 713 ( )

, ,( )B E G B E
⊆ ×( )G B E ×( )E B

• ≤ 1b • ≤ 1b

∈b B • •= =E B B
= , ,( )N B E G

• •= ∈ = /{ | 0}N b B b • •= ∈ = /{ | 0}N b B b
+⇔≺ ' 'x x xG x ⇔� ' * 'x x xG x

∈ ∪'x B E

⇔ ¬ ∨(( ') ( ' ))x x x x� �

∈ ∪'x B E
⊆'E E

e ≠ ∈' 'e e E

⊆'B B
b ≠ ∈' 'b b B

#87( )N
∈ #87( )C N

•↓ = ∈ ∈�{ | ( ' )}C e E e e C
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∈e E
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 разрешено в C, т.е. . Через  обо-
значим множество шагов, разрешенных в сече-
нии C. Если , то будем писать

;

•    и .
Заметим, что для любого шага V и любого сече-
ния  таких, что  верно

 ∈ 4. Будем писать
, если . Если шаг V не существе-

нен, то будем опускать его. Тогда  (отно-
шение причины на сечениях). Заметим, что

;

• C �  (отношение
параллелизма на сечениях). Пусть Cut(C) =
=  � C '} (множество сечений, парал-
лельных сечению C). Ясно, что C � 
и .

Пример 2. На рис. 2 представлена ПСС
, где , ,

     
  . Легко видеть, что  и
 для любого  и . Так как e2 �

 (e3 � ), то  ( ) – шаг в . Понятно,
что каждое событие является шагом в . Поскольку

 ( ) и не существует 
( ) такого, что b �  и b �  (b �  и
b � ), то  ( ) – сечение в . Нетрудно

проверить, что множества , , ,

,  также являются сечениями в
. Исходя из того, что 

( ), то  ({e3, e4}) – шаг, разре-
шенный в  ( ). Тогда {b2, b3} 
→ {b4, b5} ( ), потому что

 (({b3, b4}\{b3, b4}) ∪
∪ ). Далее, постороим множества
предшественников сечений: ,  =
= {e1}, , ,  = {e1, ,  =
= {e1, , , , , ,  =
= . Тогда имеем, что Cut({b1}) =

4 Отметим, что сечения  и  (C' = )
уникально определяют событие e (шаг V), выполнение ко-
торого в C привело к , что гарантируется структурной ор-
ганизацией ПСС.

∈e V • ⊆V C ( )En C

∈{ } ( )e En C
∈ ( )e En C

⎯⎯⎯→ 'VC C ⇔ ∈ ( )V En C • •= ∪' ( \ )C C V V

∈ ( )C N#87 ∈ ( )V En C
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Введем временное расширение ПСС за счет
сопоставления их сечениям временных характе-
ристик, которые, как будет показано далее, соот-
ветствуют ходу времени в состояниях НВСП.

Определение 4. Временная ПСС (ВПСС) – это
пара , где N – ПСС и

 – временная функция та-
кая, что для всех  верно: τ(C) =
=  > 0. Пусть  =
= .

Пример 3. Рассмотрим ПСС  из примера 2.
Определим функцию  → 
следующим образом: , ,

, , ,
. Покажем, что  является временной

функцией. Для сечения 
имеем, что , так как . Сечение

 параллельно сечениям  и , одна-
ко , потому что  и

. Для сечения  имеем, что
, поскольку хотя  и параллельно

, но . Сечение  параллель-
но сечению , однако , потому
что . Наконец, для сечения 
имеем, что , потому что  парал-
лельно  и . Значит, для лю-
бого  верно, что , если и
только если существует  такое, что

. Следовательно,  – временная функция.
Таким образом,  – ВПСС.

Для сечения  определим сле-
дующие понятия:

• событие  может произойти в C, если
 и . Шаг V

может произойти в C, если каждое событие  мо-
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жет произойти в C и C ' =  ∈
∈ 5. Через  обозначим множе-
ство шагов, которые могут произойти в C. Если

, то будем писать .

•   и . Будем
писать , если . Если шаг  не суще-
ственен, то будем опускать его. Тогда 
(отношение причины на временных сечениях);

• 
Для сечений из множества  уста-

новим ряд свойств, которые следуют из выше-
приведенных определений.

Лемма 2. Для сечений  верно:
(а)   ;
(б)  для любого 
(в) для любого  существует

 такой, что ,  и
.

Рассмотрим поведение ВПСС в терминах по-
нятия графика.

Определение 5. Пусть  – ВПСС.
Последовательность сечений из  и
шагов вида    ...   ( ) называется
(шаговым) графиком ВПСС , если верно:

,  и  для всех . Ес-

ли  для всех , то ω называется ин-
терливинговым графиком ВПСС TN. Будем писать

, если шаги не существенны для изло-
жения материала. Для графика  опре-
делим  и префикс  для некото-
рого . Пусть  обозначает мно-
жество графиков ВПСС .

Пример 4. Пусть  – ВПСС из при-
мера 3. Рассмотрим последовательность  

    , где , , ,
, ,  и . Из

примера 2 известно следующее: , C3 =

= {b5, b6} = ,  – шаг и Ci =  ∈
∈  для всех . А из примера 3 знаем,
что  = 0,  = 1,  = 2,

 = 3,  и  = τ({b3,

5 Таким образом, запрещается, чтобы сечение, полученное в
результате выполнения разрешенного события (шага),
имело неопределенную временную характеристику (т.е.

), так как это означает, что время выполнения события
(шага) еще не подошло.

• •∪(( \ ) )C V V
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⊥

∈{ } ( )e Fi C ∈ ( )e Fi C

 ⇔'
V

C C ∈ ( )V Fi C • •= ∪' ( \ )C C V V

 '
e

iC C = { }V e V
= �
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iV
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τ =0 1( { })C b τ = ,1 2 3( { })C b b τ = ,2 3 4( { })C b b

τ = ,3 5 6( { })C b b τ , = ⊥2 5({ })b b τ ,4 5({ })b b

b6}) = 0. Тогда , , , . Пока-
жем, что , т.е. Vi может произойти в

, для любого .

i = 1. , т.е. , и
 = τ(C1) = 1, т.е.

. Тогда событие  может про-
изойти в , т.е. .

i = 2. , т.е. , и
 = τ(C2) = 2, т.е.

. Значит, событие  может про-
изойти в , т.е. .

i = 3. , т.е. , и τ(C ' =
=  = {b3, b6}) = 0, т.е. .
Тогда событие  может произойти в . Далее,

, т.е. , и  =
= {b4, b5}) = 0, т.е. . Значит, собы-
тие  тоже может произойти в . Кроме того,
имеем, что τ(C ''' =  =
= τ(C3) = 0, т.е. . Следовательно,
получаем, что .

Значит,  для всех ( ). Таким об-
разом, последовательность  – график ВПСС

.
Сформулируем и докажем свойства графиков

ВПСС TN.

Утверждение 1. Для графика     
 верно:

(а)  и ;

(б)  для любого \(C0,
C1, ..., Cn});

(в) если , то существует гра-
фик  такой, что  = C,
где .

Доказательство. Поскольку , то

, ,  и  для
всех . Благодаря определению 3, имеем,
что  и  = E. Исходя из того, что

, получаем  для всех

. Так как , то верно, что
. Значит,  и Ci =

= , т.е.  для всех .
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(а) Покажем, что . Предположим
обратное, т.е. существует  для некото-
рых . Так как , то , т.е.

, что противоречит 
и .

Поскольку ,  для всех
 и , то  = E.

(б) Возьмем произвольное C ∈
∈ \{C0, C1, ..., Cn}). Тогда .
Предположим обратное, т.е. . По опреде-
лению 4, имеем, что . Тогда либо

, т.е. , либо , т.е. , для
любого . Поскольку  = E, то найдется

 такой, что , так как
. Исходя из того, что  ⊂

⊂ Vk ∈ Fi(Ck – 1), то верно, что . Значит,

получаем, что  ∈ . Следова-
тельно,  и . Пришли к противо-
речию с тем, что , по определению 4.

(в) Поскольку  и
, то получаем, что

, по лемме 2(а). Следовательно, су-
ществует график  ...  ...  с префик-
сом  ... , где  и . h

Определим отображение из ВПСС  в
НВСП .

Определение 6. Пусть , , ,
,  – НВСП и , ,  –

ВПСС. Гомоморфизмом из TN в  называется
отображение  такое, что
верно:

•  и ;

• сужение  на подмножество  – биекция
между  и  для всех ;

• сужение  на подмножество  – биекция
между  и  для всех ;

• сужение  на подмножество  – биекция
между  и M0.

В этом случае пара  называется вре-
менным процессом НВСП .

Пример 5. Рассмотрим НВСП , представ-
ленную на рис. 1, ВПСС  из примера 3 и отоб-
ражение , определенное следующим образом:

 для , ,  и

≤ ≤
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0ii n
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71
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ϕ •e
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ϕ •e
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ϕ •N
•N

π = , ϕ( )TN
71

�71

�TN
ϕ

ϕ =( )i ib p ∈ {1,2,3,5}i ϕ =4 2( )b p ϕ =6 4( )b p

 для . Тогда имеем, что ,
 и сужение  на подмножество  –

биекция между  и . Кроме того, для
всех  верно, что сужение  на под-

множество  ( ) – биекция между  ( ) и 
( ). Следовательно,  – гомоморфизм из  в

 и  – временной процесс НВСП .
Два временных процесса π = (TN = (N =

=  и 
являются изоморфными (обозначается ), если су-
ществует биективное отображение 
такое, что верно:

•  и ;
•  для любых ;
•  для любого ;
•  для любого .
Рассмотрим свойства гомоморфизма и шага

временного процесса НВСП , которые следу-
ют из определений ПСС и гомоморфизма.

Лемма 3. Пусть  – временной процесс
НВСП ,  и сужение  на C –
биекция между C и . Тогда для любого

 верно:

(а) сужение  на множество  – биекция меж-

ду  и ;
(б) сужение  на V – биекция между V и ;
(в) если  – шаг НВСП, то сужение  на мно-

жество  – биекция между  и .
Пусть  – временной процесс НВСП
 и . Для префикса

 графика  и перехода t ∈ T таких, что
 определим функцию

Значение данной функции соответствует вре-
мени, прошедшему с момента, когда переход 
стал разрешенным в разметке , и до момен-
та, когда этот переход все еще остается разрешен-
ным в разметке .

Установим полезный факт, который следует из
определений временной функции и графика
ВПСС TN.
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Лемма 4. Пусть  – временной процесс
НВСП ,  и  – пре-
фиксы графиков  и  из  соответ-
ственно и переход  такие, что  и

. Тогда

Используя эту лемму и тот факт, что для каж-
дого сечения C из  существует гра-
фик, префикс которого заканчивается этим сече-
нием, можем в качестве параметров функции

 взять сечение  и переход , разрешенный в
.

Введем понятие допустимого временного про-
цесса НВСП.

Определение 7. Временной процесс π = (TN =
= (N =  НВСП  называется допу-
стимым, если для каждого события  и каж-
дого сечения  таких, что ,
выполняется:

Пусть  обозначает множество допу-
стимых процессов НВСП .

Пример 6. Рассмотрим НВСП  из примера
1 и временной процесс  из примера 5.
Покажем, что .

Перечислим все сечения из  из
примера 3: , ,

,  и  = {b3,
b6}) =  = 0. Легко убедиться в том,
что          и  

      C3 – графики ВПСС . Кро-
ме того, имеем, что ,  = {e2},

, ,  и
. Заметим, что каждое сечение из

 и каждое событие, которое может
произойти в каком-нибудь из этих сечений, при-
сутствуют хотя бы в одном из графиков  и .

Вычислим значение функции :
• ;
• ;
• ;
• .
• .
• .
Тогда получаем:
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�( )TN5#87

τ = =0 1( { }) 0C b τ = =1 2 3( { , }) 1C b b
τ = =2 3 4( { , }) 2C b b τ = =3 5 6( { , }) 3C b b τ 3'(C

τ =3 4 5''( { , })С b b
ω = 0' C 1{ }e 1C 2{ }e 2C 3{ }e 3'C 4{ }e 3C ω = 0'' C 1{ }e

1C 2{ }e 2C 4{ }e 3''C 3{ }e TN
=0 1( ) { }Fi C e 1( )Fi C

=2 3 4 3 4( ) { , ,{ , }}Fi C e e e e =3 4'( ) { }Fi C e =3 3''( ) { }Fi C e
= /3( ) 0Fi C
�5#87( )TN

ω' ω''
Clock

, ϕ = τ =0 1 0( ( )) ( ) 0C e CClock
, ϕ = τ =1 2 1( ( )) ( ) 1C e CClock
,ϕ = τ + τ =2 3 1 2( ( )) ( ) ( ) 3C e C CClock
,ϕ = τ + τ =2 4 1 2( ( )) ( ) ( ) 3C e C CClock
, ϕ = τ + τ + τ =3 4 1 2 3' '( ( )) ( ) ( ) ( ) 3С e C C СClock

,ϕ = τ + τ + τ =3 3 1 2 3'' ''( ( )) ( ) ( ) ( ) 3С e C C СClock

• ;
• ;
• ;
• .

• ,

• .
Следовательно,  является допустимым вре-

менным процессом НВСП .

4. ВЗАИМОСВЯЗИ ГРАФИКОВ ВРЕМЕННЫХ 
ПРОЦЕССОВ И ПРОБЕГОВ НВСП

В этом разделе изучаются связи пробегов
НВСП и графиков допустимых временных про-
цессов НВСП.

Пусть  – допустимый временной
процесс НВСП  и    ...   – график
ВПСС TN. Определим отображение FS графика 
ВПСС TN в последовательность временных за-
держек и шагов в НВСП  следующим образом:

   ...  .
Покажем, что если FS отображает префикс 

( ) графика ω в пробег из начального со-
стояния  в состояние  в НВСП

, то ϕ отображает Cm в Mm и значение динами-
ческой временной функции  равно ,
t) для любого перехода t, разрешенного в Mm.

Утверждение 2. Пусть  – до-
пустимый временной процесс НВСП  и ω = C0 

 … Vn Cn – график ВПСС . Если

 ( ), т.е. (M0, I0) 
→ (M0,   (M1, I1)   …

  (Mm, Im)  ,
то для каждого  верно:

(а) сужение функции  на Ci – биекция между Ci
и Mi;

(б)  для всех .
Доказательство. Будем доказывать индукцией

по .

. Тогда  и , по определе-
нию 5.

(а) Сужение функции  на C0 – биекция между
C0 и M0, согласно определению 6.

(б) Возьмем произвольное . Так как
не существует k < 0 такого, что , то

. В силу определения 2, имеем, что

= ≤ ,ϕ = ≤ =1 0 1 1( ) 0 ( ( )) 0 ( ) 2Eft t C e Lft tClock

= ≤ ,ϕ = ≤ =2 1 2 2( ) 0 ( ( )) 1 ( ) 1Eft t C e Lft tClock

= ≤ ,ϕ = ≤ =3 2 3 3( ) 3 ( ( )) 3 ( ) 4Eft t C e Lft tClock

= ≤ , ϕ = ≤ =4 2 4 4( ) 2 ( ( )) 3 ( ) 3Eft t C e Lft tClock

= ≤ ,ϕ = ≤ =4 3 4 4'( ) 2 ( ( )) 3 ( ) 3Eft t С e Lft tClock

= ≤ ,ϕ = ≤ =3 3 3 3''( ) 3 ( ( )) 3 ( ) 4Eft t С e Lft tClock
π

�71

π = , ϕ( )TN
71 ω = 0C 1V 1C nV nC

ω

71

ω = τ 0( ) ( )FS C ϕ 1( )V τ 1( )C ϕ( )nV τ( )nC

ωm

≤ ≤0 m n
,0 0( )M I , '( )m mM I

71

' ( )mI t ( mCClock

π = = , τ , ϕ( ( ) )TN N
71 1V

1C TN
�ω ∈( ) ( )mFS (6 71 ≤ ≤0 m n τ⎯⎯⎯→0( )C

0' )I ϕ⎯⎯⎯→1( )V ϕ⎯⎯⎯⎯→1( )C ,1 1'( )M I

− −,1 1'( )m mM I ϕ⎯⎯⎯⎯→( )mV τ⎯⎯⎯⎯→( )mC , '( )m mM I
≤ ≤0 i m

ϕ

= ,'( ) ( )i iI t C tClock ∈ ( )it En M

≤ ≤0 i m

= 0i •=0C N ≥τ ∈ �0 0( )C

ϕ

∈ 0( )t En M
∉ ϕ( ( ))kt En C

, = τ0 0( ) ( )C t CClock
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. Следовательно, Clock(C0, t) =
= .

i > 0. По предположению индукции, сужение
функции ϕ на  – биекция между  и  и

 для всех .
(а) Согласно условию утверждения, имеем, что

 – шаг НВСП и . Используя

определение 2, построим Mi = .
Благодаря лемме 3(в), получаем, что Mi =

=  =  =
ϕ(Ci). Так как  – бесконтактная НВСП, то вер-

но, что . Следовательно,
сужение функции ϕ на Ci – биекция между Ci и Mi.

(б) Возьмем произвольный переход .
Предположим, что , ,  – ис-
тина. По определению 2, имеем, что  =
= ϕ(Ci – 1)), t ∈ ,  и .
Тогда . Теперь предполо-
жим, что , Mi – 1,  – ложь. По опре-
делению 2, получаем, что  = ϕ(Ci – 1)), Ii(t) =
=  и  + τ(Ci). Так как 
и , то Clock(Ci, t) = .
Следовательно, верно, что . h

Покажем, что функция FS отображает любой
график допустимого временного процесса в не-
который пробег в контексте НВСП .

Теорема 1. Пусть π = (TN = (N, τ),
 и .

Тогда FS(ω) =    … 

.
Доказательство. Будем доказывать индукцией

по .

i = 0. Очевидно, что .
i > 0. По предположению индукции, имеем,

что . Из леммы 3(а) и утвержде-
ния 2(а) следует, что  – шаг НВСП. Так как

, то . Значит, верно, что

. Тогда , т.е. .
Кроме того, в силу утверждения 2(а), получаем,
что , т.е. .
Так как , то  для всех ei ∈ Vi.
Тогда, по определению 7, имеем, что

,  для всех
ei ∈ Vi. Согласно утверждению 2(б), верно, что

= = + τ0 0 0'( ) ( ( ) 0) ( )I t I t C

0'( )I t

−1iC −1iC −1iM

− −= ,1 1( ) ( )'i iI t C tClock − −∈ = ϕ1 1( ( ))i it En M C

ϕ( )iV − −ϕ ∈ ,1 1'( ) ( )i i iV Fi M I
• •

− ϕ ∪ ϕ1( \ ( )) ( )i i iM V V

• •
−ϕ ϕ ∪ ϕ1( ( )\ ( )) ( )i i iC V V • •

−ϕ ∪1(( \ ) )i i iC V V
71

• •
−ϕ ϕ ∩ ϕ = /1( ( )\ ( )) ( ) 0i i iC V V

∈ ( )it En M
↑ (enabled t −1iM ϕ( ))iV

−∉ 1( it En M
= ϕ( ( ))i iEn M C =( ) 0iI t = τ'( ) ( )i iI t C

, = τ = '( ) ( ) ( )i i iC t C I tClock
↑ (enabled t ϕ( ))iV

−∈ 1( it En M

−1( )iI t −= 1'( ) ( )i iI t I t −∈ 1( )it En M
∈ ( )it En M − , + τ1( ) ( )i iC t CClock

, = '( ) ( )i iC t I tClock

71

ϕ ∈) ( )Proc 71 ω = ∈…0 1 1 ( )n nC V C V C Graph TN
τ 0( )C ϕ 1( )V τ 1( )C ϕ( )nV

�τ ∈( ) ( )nC (6 71

≤ ≤0 i n
�ω = τ ∈ (6 710 0( ) ( ) ( )FS C

�

−ω ∈ (6 711( ) ( )iFS
ϕ( )iV

ω ∈ ( )Graph TN − 1
iV

i iC C

−∈ 1( )i iV Fi C −∈ 1( )i iV En C •
−⊆ 1i iV C

•
− −ϕ ⊆ ϕ =1 1( ) ( )i i iV C M −ϕ ∈ 1( ) ( )i iV En M
−∈ 1( )i iV Fi C −∈ 1( )i ie Fi C

−ϕ ≤ 1( ( )) (i iEft e CClock ϕ ≤ ϕ( )) ( ( ))i ie Lft e

 для всех
. Значит,  может сработать в со-

стоянии . Используя определение 2, по-
строим Mi, Ii и . Тогда имеем  

 . Кроме того, для всех  поло-

жим:  По-

скольку , то ход времени  приводит
к новому состоянию , где 
для всех . Следовательно, имеем, что

. h
Покажем, что FS – сюръекция, т.е. для произ-

вольного заданного пробега НВСП  существу-
ет ее допустимый временной процесс с некото-
рым графиком, применение к которому функции
FS дает заданный пробег.

Теорема 2. Пусть  –

НВСП и    … Un . Существу-
ет допустимый временной процесс π* НВСП  с
графиком ω* таким, что .

Доказательство. Сначала построим конструк-
цию  следующим образом:

Легко видеть, что  – ПСС, по-
скольку  – T-закрытая НВСП.

Построим шаги  для всех

 и сечения  и  = 
для всех .

Определим функцию τ* : 
так:

−ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ1'( ( )) ( ( )) ( ( ))i i i iEft e I e Lft e
ϕ ∈ ϕ( ) ( )i ie V ϕ( )iV

− −,1 1'( )i iM I
'iI −= 1( \i iM M •ϕ( ))iV ∪

∪ •ϕ( )iV ∈ ( )it En M

−

−

, ↑ , , ϕ ,= 
, .

1

1

0 если ( ( ))
( )

' ( ) иначе

i i
i

i

enabled t M V
I t

I t

≥τ ∈ � 0( )iC τ( )iC
, '( )i iM I = + τ'( ) ( ) ( )i i iI t I t C

∈ ( )it En M
�ω ∈ (6 71( ) ( )iFS

71

= , , , ,71 0(( ) )P T F M D

σ = θ0ˆ 1U θ1
�θ ∈ (6 71( )n

71

σ = ωˆ ( *)FS

= , ,* ( * * *)N B E G

•∗ ∗= ∈ ∪ ∈ ≤ ≤0, 0 ,* { | } { | ,1 };p i p iB b p M b p U i n

∗= ∈ ≤ ≤,* { | ,1 };i t iE e t U i n

•
, ,

•
, ,

,

∗ ∗= , ∈ × ∈ ,
∗ ∗≤ ≤ ∪ , ∈ × ∈ ,

∗= < ∈ , ≤ ≤

* {( ) * * |

1 } {( ) * * |

{ | *} 1 }.

i t i p

j p i t

k p

G e b E B p t

i n b e B E p t

j max k i b B i n

= , ,* ( * * *)N B E G
71

,∗ ∗= ∈ ∈{ * | }i i t iV e E t U

≤ ≤1 i n •∗ =0 *C N ∗
iC • •

−∗ ∗ ∗∪1( \ )i i iC V V
≤ ≤1 i n

≥→ ∪ ⊥� 0( *) { }N#87

∗θ , =
 ≤ ≤ ,τ = ∗⊥, ∈ ∧ θ >
 ≤ ≤ ,

, ;

если
для некоторого 0

*( ) если ( ) 0
для некоторого 0

0 иначе

i i

i i

C C
i n

C C Cut C
i n
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Ясно, что  – ВПСС. Тогда 

  ...   – график , по построению и
лемме 2(б).

Осталось определить функцию ϕ так:  = p

для всех  и  для всех , ко-
торая, как следует из построения TN*, является
гомоморфизмом.

Таким образом,  – временной
процесс . Понятно, что .

Докажем, что . Рассмотрим про-
извольное событие  и произвольное сече-
ние  такие, что . По по-
строению, существует шаг  ( ) такой, что

. Так как , то 
и . Тогда . Поскольку

, из определения 2 следует, что шаг
 может сработать в (Mi – 1, , т.е. ϕ(e) ∈

∈  и  ≤ . Более
того,  = , согласно утвер-
ждению 2(б). Значит, , ϕ(e)) ≤
≤ .

Покажем, что .
Так как , то существует C''  ∈
∈  такое, что ,  и

, по лемме 2(в).
Рассмотрим случай, когда . Если

, то . Пусть
. Согласно лемме 2(а), , т.е. суще-

ствует график  такой, что 
…   … , где ,  и

. Рассмотрим произвольное сечение
 ( ). Так как , то

 и . Посколь-
ку , то  и C''' =

=  ∈ . Кроме того,

, т.е. . Так как ,
то  и , т.е.

. Согласно лемме 2(б), получаем, что

 = 0. По определению 6,  = ,
т.е. ϕ(e) ∈ ∈ . В силу произвольности
выбора , имеем Clock(C, ϕ(e)) = Clock(C'',
ϕ(e)) + . Так как  = 0, то

Clock(C, ϕ(e)) = .
Рассуждая аналогично в случае, когда ,

получаем, что  = .

= , τ* ( * *)TN N ∗ω = 0* C
∗

1V ∗1C ∗
nV ∗

nC *TN

,∗ϕ*( )i pb

,∗ ∈ *i pb B ,∗ϕ =*( )i te t ,∗ ∈ *i te E

π = ,ϕ* ( * *)TN
71 ω = σ̂( *)FS

π ∈ 71* ( )Proc
∈ *e E

∈ 5#87( *)C TN ∈ ( )e Fi C
∗

iV ≤ ≤1 i n
∗∈ ie V ω ∈* ( *)Graph TN −∗ ∗∈ = 1( ' )i iV Fi C C
∈ 5#87' ( *)C TN ∈ ( ')e Fi C

ω = σ̂( *)FS
∗ϕ( )iV −1' )iI

−1( )iEn M ϕ( ( ))Eft e − ϕ ≤ ϕ1' ( ( )) ( ( ))iI e Lft e

− ϕ1' ( ( ))iI e ,ϕ( ' ( ))C eClock
ϕ ≤( ( )) ( 'Eft e CClock

ϕ( ( ))Lft e
, ϕ = ,ϕ( ( )) ( ' ( ))C e C eClock Clock

∈ ∩( ) ( ')e Fi C Fi C
( )TN5#87 �''C C �'' 'C C

∈ ( '')e Fi C
�''C C

=''C C , ϕ = ,ϕ( ( )) ( '' ( ))C e C eClock Clock
≺''C C ''C C�

ω ∈ ( )Graph TN +ω = 0l m C
= ''lC C +1lC + =l mC C ≤ < ω0 l ≥ 1m

≤ + ≤ ω0 l m

+l jC ≤ ≤1 j m ω ∈ ( )Graph TN

+ ∈ 5#87( )l jC TN +↓ ⊂↓ ⊆↓'' l jC C C
∈ ∩( '') ( )e Fi C Fi C • ⊆ ∩''e C C

• •∪(( ''\ ) )C e e 5#87( )TN
•

+⊆ l je C +∉↓ l je C ↓ = ↓ ∪''' '' { }C C e

+¬ ↓ ⊆↓( ''' )l jC C +¬ ↓ ⊆ ↓( ''')l jC C

+''' l jC C

+τ( )l jC •ϕ( )e •
+ϕ ⊆ ϕ( ) ( )l je C

+ϕ( ( ))l jEn C
≤ ≤1 j m

+
≤ ≤

τ
1

( )l j
j m

C +
≤ ≤

τ
1

( )l j
j m

C

, ϕ( '' ( ))C eClock
�''C C

,ϕ( ' ( ))C eClock , ϕ( '' ( ))C eClock

Следовательно, . h
Пример 7. Поясним конструкцию допустимого

временного процесса π* из доказательства теоре-
мы 2 с использованием НВСП , представлен-
ной на рис. 1, и пробега       

 1  2   из примера 1.
Сначала построим  следую-

щим образом.

•B* =  = 

 , , , , так как ,  = {p2,

p3}, , ;

• ;

• ,  ∪

∪ , ,

 , , , , , , ,

, ,   , , , , , ,

, .
Видим, что получили ПСС, представленную

на рис. 2, с точностью до переименования усло-
вий и событий.

Сейчас можем построить шаги ,

 и , , поскольку  =

=  для всех . Тогда получаем:

• ;

•  =  ∪

∪ ;

•  =  ∪

∪ ;

•  = ,  ∪

∪ .

Легко проверить, что  = 

  .
Теперь можем построить , где

• , , ,
;

• , так как  и
;

• .

, ϕ = ,ϕ( ( )) ( ' ( ))C e C eClock Clock

�71

σ = θ0ˆ 1U θ1 2U θ2 3U θ =3 0

1{ }t 2{ }t 3 4{ , }t t � �∈ (6 713 ( )
= , ,* ( * * *)N B E G

•
, ,
∗ ∗∈ ∪ ∈ , ≤ ≤0 0{ | } { | 1 3}p i p ib p M b p U i ,

∗ ,
10{ pb

,
∗ ,

21 pb ,
∗

31 pb ,
∗

22 pb ,
∗

43 pb ,
∗

53 }pb =0 1{ }M p •
1U

• =2 2{ }U p • =3 4 5{ , }U p p

, , , , ,∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ∈ , ≤ ≤ , , ,
1 2 3 41 2 3 3* { | 1 3}{ }i t i t t t tE e t U i e e e e

•
, ,∗ ∗= , ∈ × ∈* {( ) * * |i t i pG e b E B p t ≤ ≤1 3}i

•
, ,∗ ∗, ∈ × ∈{( ) * * |j p i tb e B E p t ,∗ ∗= < ∈max{ | }k pj k i b B

≤ ≤ =1 3}i ,∗11{( te ,∗ 21 )pb ,∗11( te ,∗ 31 )pb ,∗ 22( te ,∗ 22 )pb ,∗33( te

,∗ 43 )pb ,∗ 43( te ,∗ 53 )}pb ∪ ,∗ 10{( pb ,∗11 )te ,∗ 21( pb ,∗ 22 )te ,∗ 22( pb ,∗33 )te

,∗ 31( pb ,∗ 43 )}te

,
∗ ∗=

11 1{ }tV e

,
∗ ∗=

22 2{ }tV e ,
∗ ∗=

33 3{ tV e ,∗ 43 }te ∗
iV

,∗ ∈ ∈{ * | }i t ie E t U ≤ ≤1 3i
• •

,
∗ ∗= = ∈ = =/

10 0* { * | 0} { }pC N b B b b
• •∗ ∗∗ ∗= ∪1 0 1 1( \ )C C V V , ,

∗ ∗
1 10 0({ }\{ })p pb b

, , , ,
∗ ∗ ∗ ∗, = ,

2 3 2 31 1 1 1{ } { }p p p pb b b b
• •∗∗ ∗ ∗= ∪2 1 2 2( \ )C C V V ∗ ∗ ∗

2 3 21, 1, 1,({ , }\{ })p p pb b b
∗ ∗ ∗=

2 3 22, 1, 2,{ } { , }p p pb b b
• •∗∗ ∗ ∗= ∪3 2 3 3( \ )C C V V ,

∗
31({ pb ,

∗
22 }\pb ∗ ∗

3 21, 2,{ , })p pb b
∗ ∗ ∗ ∗=

4 5 4 53, 3, 3, 3,{ , } { , }p p p pb b b b

( *)N#87 ∗ ∗ ∗ ∗, , , ,0 1 2 3{C C C C
∗ ∗ ,

2 51, 3,{ , }p pb b , ,
∗ ∗, ,

3 41 3{ }p pb b ∗ ∗
2 52, 3,{ , }}p pb b

= , τ* ( * *)TN N

∗τ = θ =0 0( ) 0C ∗τ = θ =1 1( ) 1C ∗τ = θ =2 2( ) 2C
∗τ = θ =3 3( ) 3C

∗ ∗τ = ⊥
2 51, 3,({ , })p pb b ∗ ∗ ∗∈

2 51, 3, 2{ , } ( )p pb b Cut C
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∗ ∗ ∗ ∗τ = τ =
3 4 2 51, 3, 2, 3,({ , }) ({ , }) 0p p p pb b b b



72

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 5  2021

ВИРБИЦКАЙТЕ, ЗУБАРЕВ

Наконец, определим 
так:  для всех  и  для
всех .

Таким образом, получили временной процесс
 НВСП . Заметим, что π* являет-

ся изоморфным допустимому временному про-
цессу из примера 5.

Далее установим, что FS – инъекция, т.е. кон-
струкция допустимого временного процесса
НВСП  в доказательстве теоремы 2 един-
ственная с точностью до изоморфизма.

Теорема 3. Пусть  – НВСП и    ...

 . Допустимый временной процесс
π* НВСП  с графиком  таким, что  =
= FS(ω*), является единственным с точностью до
изоморфизма.

Доказательство. Пусть π = (TN = (N =
=  – произвольный допустимый
временной процесс НВСП  и    ... 

 – график ВПСС  такой, что FS(ω) =
=    ...  .

Рассмотрим множество . Согласно утвержде-
нию 1(а), верно, что  и .
По лемме 3(б), имеем, что сужение  на множе-
ство Vi – биекция между Vi и  ( ).
Тогда без потери общности полагаем, что E =
= ,  и  для каждого

.
Рассмотрим множество . Из определения 3

имеем, что  для любого b ∈ B и . То-

гда , если , и существует единствен-
ное событие e ∈ E такое, что , т.е. , ес-

ли . По утверждению 1(а), верно, что
 и . Значит, для любого

условия  существует единственный шаг
 ( ) с единственным событием  та-

ким, что , и для любого события e ∈ E суще-
ствует  такое, что , поскольку .

Следовательно, получаем, что  и

. В силу определения 6, сужение

 на  – биекция между  и M0. Кроме того,
так как   – шаг в НВСП , то из
леммы 3(в) следует, что сужение ϕ на множество
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Тогда без потери общности полагаем, что

 ∪ , 
и  для каждого .

Рассмотрим множество G. Возьмем произ-
вольное . Согласно конструкциям B и E

имеем, что . Из определения

5 следует, что . В силу утвержде-
ния 2(а), сужение функции ϕ на Ci – 1 – биекция
между Ci – 1 и Mi – 1. Кроме того, из определения 6

имеем, что . Тогда  = {bj, p ∈

∈ , . Значит,  = ,

, поскольку  и

Ck =  ( ). Следовательно,

G = {(ei,t,   ∪ {(bj,p,

 = max{k <  .
Так как , то, используя определение

4 и утверждение 1(б), для каждого 
получаем:

Сравним допустимый временной процесс π
НВСП  и график ω ВПСС TN c допустимым
временным процессом π* НВСП  и графиком
ω* ВПСС TN* из доказательства теоремы 2. Так
как , то эти графики имеют
одинаковую длину. Тогда, из построений π и π*
получаем, что . h

Итак, было показано, что FS – биективное
отображение между графиками временных про-
цессов и пробегами из начального состояния в
контексте НВСП .

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье для НВСП со стратегиями слабого хо-

да времени и устойчиво атомарного сброса часов
были определены и изучены интерливинговая и
две ‘истинно параллельные’ (шаговая и частич-
но-упорядоченная) семантики. При слабой вре-
менной стратегии ход времени в состояниях
НВСП произволен, так как неограничен необхо-
димостью срабатывания переходов в соответ-
ствии с их временными интервалами. Поэтому
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при смене состояний НВСП ход времени не мо-
жет быть совмещен со срабатыванием переходов.
В интерливинговом пробеге таких НВСП смена
одного состояния на другое осуществляется за
счет либо хода времени, либо срабатывания пере-
хода. В шаговом пробеге срабатывает не один пере-
ход, а множество параллельных переходов. Частич-
но-упорядоченная семантика представляется в ви-
де множества временных процессов, состоящих
из ВПСС и их гомоморфизмов в НВСП. При этом
во временных процессах срабатываниям перехо-
дов НВСП сопоставляются события ВПСС, а хо-
ду времени в НВСП – временные характеристики
сечений ВПСС. Было введено и изучено понятие
шагового (интерливингового) графика ВПСС –
последовательности смены сечений посредством
выполнения параллельных событий (одоного со-
бытия). Также, было доказано, что при отображе-
нии гомоморфизмом графика ВПСС в пробег
НВСП разметки в состояниях НВСП соответ-
ствуют сечениям графика, а значение динамиче-
ской временной функции для разрешенных пере-
ходов в состояниях НВСП – значениям специ-
ально разработанной функции Clock, которая
находит ближайшее сечение, в соответствующей
разметке которого переход не был разрешен, и
суммирует значения временных характеристик
сечений, соответствующих разметкам, в которых
переход стал и продолжает быть разрешенным.
Таким образом, в функции Clock естественным
образом отражена устойчиво атомарная про-
странственная стратегия НВСП. Для того, чтобы
во временном процессе учитывались временные
задержки срабатываний переходов, заданные в
синтаксисе НВСП, определены условия его кор-
ректности (допустимости), которые вычисляются
на основе границ временных интервалов разре-
шенных переходов и значений функции Clock.
Основным результатом данной работы является
установление биективного соответствия между ин-
терливинговыми/шаговыми пробегами НВСП и
интерливинговыми/шаговыми графиками ВПСС
во временных процессах НВСП. На основе выше-
сказанного можно сделать вывод, что разработан
метод построения адекватного и корректного ча-
стично-упорядоченного представления в виде
временных процессов поведения НВСП со сла-
бой временной и устойчиво атомарной стратеги-
ями. Насколько нам известно, аналогов этому ме-
тоду нет в литературе, а также мы не встречали ра-
боты, посвященные ‘истинно параллельной’
семантике таких НВСП.

Отметим, что предложенный в [10] метод по-
строения временных процессов для НВСП осно-
вывается на сильной временной и промежуточ-

ной пространственной стратегиях и поэтому не
может быть использован для рассматриваемых в
этой статье стратегий поведения НВСП. В силь-
ной временной стратегии ход времени в состоя-
нии НВСП ограничен срабатыванием разрешен-
ного перехода, показания часов которого достиг-
ли значений его временного интервала. Поэтому
смену состояний в НВСП возможно осуществ-
лять посредством объединенных в единое дей-
ствие хода времени и срабатывания перехода.
В этом случае временные процессы НВСП могут
быть построены за счет сопоставления событиям
ВПСС временных характеристик, соответствую-
щих временам срабатываний переходов. Кроме
того, особенности сильной временной и проме-
жуточной пространственной стратегий отражены
в условиях корректности временных процессов,
определяемых с учетом границ временных интер-
валов разрешенных переходов и значений функ-
ции TOE, вычисляемых на основе временных ха-
рактеристик событий ВПСС моменты времени,
когда фишки появляются во всех входных местах
разрешенных переходов.

В качестве дальнейшей работы планируется
использовать разработанные в этой статье семан-
тики для определения и изучения поведенческих
эквивалентностей НВСП со слабой временной и
различными пространственными стратегиями в
дихотомиях интерливинг – частичный порядок и
линейное – ‘ветвящееся’ время.
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