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Классическая трассировка лучей методом Монте-Карло – это мощный метод, позволяющий моде-
лировать практически все эффекты в лучевой оптике, но он может быть недопустимо медленным
для многих случаев, таких как, например, вычисление изображений, видимых объективом или ка-
мерой с точечным отверстием. Поэтому часто используются его различные модификации, в частно-
сти, двунаправленная стохастическая трассировка лучей с фотонными картами. Недостатком всех
стохастических методов является нежелательный шум. Уровень шума, то есть дисперсия яркости
пикселей, рассчитанной за одну итерацию метода, зависит от различных параметров, таких как ко-
личество лучей от источника света и от камеры, способ слияния их траекторий, радиус интегриру-
ющей сферы и т.д. Выбор оптимальных параметров позволит получить минимальный уровень шума
при данном времени расчета. Данной проблеме и посвящена эта статья. Показано, что дисперсия
яркости пикселя представляет собой сумму трех функций, масштабируемых обратным числом лу-
чей из источника и из камеры, причем сами эти функции не зависят от количества лучей. Поэтому,
зная их, можно предсказать шум для любого количества лучей и, таким образом, найти оптималь-
ный вариант. Вычисление этих функций на основе полученных в трассировке лучей данных явля-
ется нетривиальной задачей. В статье приведен практический метод их расчета и продемонстриро-
вано, что по результатам всего одного пробного расчета можно предсказать дисперсию для произ-
вольного числа лучей. Таким образом, становится возможным минимизация шума благодаря
выбору оптимального числа лучей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время моделирование распро-
странения света широко используется в реали-
стичной компьютерной графике, проектирова-
нии новых материалов и оптических систем [1].
Оно интенсивно применяется в архитектурных,
автомобильных и авиационных конструкторских
задачах. Если задача позволяет пренебречь волно-
выми эффектами, то хорошим выбором является
группа методов стохастической трассировки лу-
чей. Эта область главным образом включает моде-
лирование переноса излучения методом Метропо-
лиса [2] и стохастическую трассировку лучей [3].
При расчете изображения классическая прямая
трассировка лучей от источника света неэффек-
тивна и поэтому заменяется двунаправленными
модификациями метода [4–6]. Из них рассмот-
рим так называемую двунаправленную стохасти-
ческую трассировку лучей с фотонными картами
(BDPM – Bidirectional Photon Mapping) [5, 7].
Слабой стороной всех стохастических методов

является то, что их результаты зашумлены. По-
этому задача снижения шума всегда актуальна, ей
посвящено большое число работ, в частности,
можно выделить работы [8–10].

Уровень шума в методе BDPM в основном за-
висит от способа случайного рассеяния прямого
и обратного лучей, от выбора вершины для их
слияния (или, другими словами, в какой вершине
траектории камеры использовать фотонные кар-
ты для оценки освещенности) и, наконец, от коли-
чества прямых и обратных лучей, протрассирован-
ных за одну итерацию. Большинство публикаций
посвящено первым двум средствам, например,
[9–12], в то время как меньшее внимание было
уделено количеству лучей. Между тем это важный
фактор, и часто бывает так, что, например, коли-
чество прямых лучей уже избыточно, поэтому
дальнейшее его увеличение не уменьшает шум, а
только увеличивает время выполнения. В других
случаях бывает так, что количество прямых лучей
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действительно критично, в то время как мы трас-
сируем избыточное количество обратных лучей.

Подобное положение иллюстрируется табл. 1,
где показана зависимость дисперсии (RMS) по-
сле фиксированного времени расчета от числа
прямых лучей (из источника света) NF и обрат-
ных (от камеры через пиксель) NB. Описание сце-
ны приведено в разделе Результаты. В приведен-
ном примере зависимость от числа обратных лу-
чей NB (приведенных по столбцам) практически
отсутствует, а вот по числу лучей из источника
имеется минимум (шума) при NF ≈ 3000. Здесь мы
видим, что общее утверждение “чем больше лу-
чей, тем меньше шум”, очевидно, ошибочно.

Обычно трудно предсказать, какая доля пря-
мых и обратных лучей является оптимальной, в то
время как ее хороший выбор может ускорить рас-
четы в несколько раз.

В этой статье мы рассмотрим последнюю про-
блему. В работе [8] был выведен общий закон,
определяющий шум в BDPM. Он утверждает, что
дисперсия яркости пикселя представляет собой
сумму трех составляющих, масштабированных
обратным числом лучей. Эти 3 компоненты не за-
висят от количества лучей и, таким образом, од-
нажды вычисленные они могут быть позже ис-
пользованы для предсказания того, как уровень
шума будет зависеть от количества лучей, про-
трассированных за одну итерацию. Таким обра-
зом, предполагается прогнозировать оптималь-
ное количество лучей. Другими словами, если мы
знаем эти 3 компоненты, которые обычно зависят
от пикселя, то можем предсказать уровень шума
для любого количества лучей.

Хотя их математическое определение триви-
ально, эти три значения не так легко вычислить
численно в процессе трассировки лучей. В дан-
ной работе описан метод их эффективного расче-
та и продемонстрировано их использование для
выбора оптимального числа лучей.

2. ШУМ В ДВУНАПРАВЛЕННОЙ 
ТРАССИРОВКЕ ЛУЧЕЙ

С ФОТОННЫМИ КАРТАМИ
Обычно вычисления в BDPM идут итерация-

ми. На каждой итерации мы трассируем NF свето-
вых путей, и NB(p) путей из камеры для каждого
пикселя p. Затем проверяем каждую пару, и если
световой путь проходит достаточно близко с уз-
лом пути из камеры, соединяем их, получая пол-
ный путь (от камеры до источника). Затем мы вы-
числяем вклад этого объединенного пути в яркость
пикселя и увеличиваем яркость пикселя на это
значение. Накопленная сумма, деленная на про-
изведение NF NB(p)NI (где NI – число итераций),
сходится к математическому ожиданию яркости.
Это среднее значение не зависит от NF и NB(p), а
вот его дисперсия (шум) может весьма сильно ме-
няться. Скажем, если световых лучей уже слиш-
ком много, а траекторий лучей из камеры мало, то
трассировка этих избыточных световых лучей
только тратит время без улучшения качества
изображения, поэтому выгодно уменьшить их ко-
личество.

Оптимальное количество лучей (общее для
каждой сцены для световых путей и индивидуаль-
ное для каждого пикселя для путей из камеры) –
это то, которое приводит к наименьшему шуму по-
сле фиксированного времени расчета. Для реше-
ния этой задачи минимизации нам нужно знать,
как дисперсия значения, полученного за одну ите-
рацию, зависит от этого числа лучей. Эта зависи-
мость описывается несложной алгебраической
формулой [8], однако ее члены не так легко найти
численно.

Здесь и ниже мы всегда будем говорить о значе-
ниях для одного, заданного пикселя p и поэтому от-
бросим эту нотацию, написав NB вместо NB(p).

Как показано в [8], дисперсия яркости в данном
пикселе, рассчитанной за одну итерацию, равна

где C(X(F), X(B)) – вклад в яркость пикселя от “сли-
яния” пути из источника X(F) и пути из камеры
X(B), его среднее C очевидно совпадает с пре-
дельной (точной) яркостью пикселя L, а ⋅F и ⋅B
обозначают усреднение по ансамблю путей из ис-
точника и из камеры, соответственно.

Заметим, что сама эта функциональная форма
не зависит от того, используется ли Multiple Im-
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Таблица 1. Среднее значение RMS по части изображе-
ния (отмеченной красным квадратиком на рис. 2) по-
сле 1000 секунд вычисления для различного числа лу-
чей NF, NB

NF|NB 5 10 25 100

100 0.135 0.135 0.135 0.135

1000 0.101 0.101 0.101 0.101

3000 0.099 0.099 0.099 0.099

10000 0.101 0.101 0.101 0.101

30000 0.110 0.110 0.109 0.109

100000 0.136 0.136 0.135 0.135
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portance Sampling [13] или нет, и даже от того, ис-
пользуем мы слияние вершин (Vertex Merging)
или соединение вершин дополнительным сег-
ментом траектории (Vertex Connection) [9]. Хотя

величины C2,  и  будут меняться
в зависимости от конкретной стратегии вычисле-
ний. При этом в любом случае они не зависят от
числа лучей, хотя могут зависеть от радиуса инте-
грирующей сферы (т.е. “радиуса слияния вер-
шин”).

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
ФОРМУЛЫ ШУМА

Вычисление C2 тривиально (точно как при
расчете выборочной дисперсии): добавляя C к на-
копленной яркости пикселя, мы заодно добавляем
C2 к накопленному в этом пикселе C2. То есть, на
каждой итерации мы вычисляем

и среднее от этой величины по итерациям Cavg схо-
дится к тому, что нам и надо: Cavg → C2. Однако

с  и  такой метод, конечно же, не-
возможен.

В самом деле, допустим, что NF так велико, что

для каждого луча из камеры сумма ,

 дает хорошее приближение к CF( ) В то
же время, как правило, число лучей через один пик-

сель NB невелико, и потому усреднение 
по этому малому числу лучей недостаточно. Одна-
ко тут мы можем добавить усреднение по итераци-
ям, так как в каждой из них у нас свой случайный
и независимый набор лучей из камеры, и так по-

лучить уже хорошую оценку для .
Это, разумеется, лишь мысленный экспери-

мент, и на практике подобный метод работать не
может, так как обычно количество лучей из ис-
точника тоже не столь велико, чтобы иметь доста-
точно точную оценку CF( ) в пределах одной
итерации. Использовать же тут усреднение по
итерациям крайне сложно, так как эта величина
должна вычисляться для каждой трассы из каме-

ры , а она встречается лишь однажды. Конечно,
на самом деле в окрестность этого пути мы будем
попадать регулярно, так что, если на каждой итера-
ции вычислять и запоминать сеточную функцию

 (на достаточно частой сетке), то все и получит-
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ся. Но это весьма неэкономично, так как размер-
ность пространства, равная максимальной длине
трассы из камеры, достаточно велика.

Решение, как ни странно, весьма просто. Пусть
для удобства число лучей из камеры и из источника

не зависит от итерации. Чтобы вычислить ,
разобьём все множество NF лучей из источника
на две половины (не обязательно равные), содер-
жащие  и  лучей соответственно, и будем на
каждой итерации вычислять

Среднее от этой величины по итерациям Bavg
есть не что иное, как среднее по ансамблю NF лу-
чей из источника и NB лучей из камеры. Эти два
усреднения независимы и потому перестановоч-
ны. Усредним сначала B по ансамблю лучей из
источника: Bavg = BFB. Поскольку лучи первой
и второй половины этого ансамбля очевидно не-
зависимы, то среднее от произведения двух внут-
ренних сумм есть произведение средних по этим
половинкам:

а поскольку статистические характеристики лу-
чей первой и второй половины, конечно же, оди-
наковы, то средние по половинкам ансамбля и по
всему ансамблю одинаковы тоже

Оставшееся усреднение по ансамблю лучей из
камеры дает

Таким образом, второй коэффициент форму-
лы шума может быть вычислен со сколь угодно
высокой точностью по последовательности ите-
раций, даже если в каждой из них лучей мало.

Вычисление  организуется совершенно
аналогично, разбивая на две части теперь уже на-
бор лучей из камеры (через данный пиксель!) и
вычисляя на каждой итерации:
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Ее среднее по итерациям Favg сходится к

.
Заметим, что разбиение набора лучей из каме-

ры или из источника, может быть и на неравные
части. Но смысла в этом нет, так как суммы по
этим двум частям входят в наши формулы сим-
метрично, и потому нет резона “улучшать” одну
за счет другой. На практике проще использовать
разбиение на четные и нечетные лучи.

Зная теперь квадратичные средние и предель-
ную яркость пикселя L, мы можем вычислить дис-
персию вклада одной итерации в эту яркость как

(1)

а после NI итераций дисперсия будет .

Отметим, что Cavg, Bavg, Favg, как и L, зависят от
пикселя, но не зависят от числа лучей. Правда,
как мы уже говорили, Cavg, Bavg, Favg могут зависеть
от радиуса интегрирующей сферы. Это очень
важное свойство, так как оно позволяет предска-
зать шум для произвольного числа лучей. Таким об-
разом, можно провести один предварительный рас-
чет для как-либо выбранного, пусть и весьма не-
удачного, числа лучей, найти значения Cavg, Bavg,
Favg, L и затем вычислить оптимальное число лучей
(в общем случае при этом NB будет в каждом пиксе-
ле свое), которое обеспечивает минимально воз-
можный шум.

4. ОСОБЕННОСТИ УЧЕТА
ПРЯМОГО ОСВЕЩЕНИЯ

В методе BDPM прямое освещение может учи-
тываться двумя разными способами. Во-первых,
можно все лучи из источника – как первичные
(не испытавшие ни одного рассеяния), так и вто-
ричные (рассеянные), обрабатывать единообраз-
но. То есть прямое освещение тоже берется из фо-
тонных карт. Во-вторых, можно вычислять его
непосредственно: каждую вершину пути из каме-
ры мы соединяем с источником, вычисляем его
яркость вдоль данного сегмента и складываем с
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оценкой яркости из фотонных карт [14] (формула
(2) при w0 = 0, w1 = 1). Как правило, второй способ
выгоднее, так как в нем компонента яркости, свя-
занная с прямым освещением, не содержит шума
фотонных карт.

Разумеется, в обоих случаях шум также описы-
вается формулами из раздела 3. В самом деле, ес-
ли все компоненты яркости берутся из фотонных
карт, как в первом способе, то и ненулевых членов
C( , ) окажется много меньше предельно-
го значения NFNBNp (где Np – число пикселей
изображения), поскольку вероятность “пересече-
ния” трасс мала. Поэтому вычисление сумм в C,
B, F будет достаточно эффективно.

Иное дело второй способ, в котором каждый
путь из камеры приносит какой-то вклад из-за пря-
мого освещения. Теперь уже все C( , ) ока-

зываются отличны от нуля, даже если  и 
не пересекаются. Вычисление сумм в C, B, F ста-
новится слишком дорогим. Поэтому для второго
способа выгодно его несколько преобразовать,
что позволит упростить вычисления.

Для борьбы с этим эффектом необходимо в
суммах обособить вклад от прямого освещения,
ибо он не зависит от луча из источника, а потому
может быть вынесен за суммирование:

где C(I)( , ) – вклад от пересечения камерно-

го и вторичного лучей из источника, а C(0)( ) –
вклад от прямого освещения, получаемого соеди-
нением узла луча от камеры с источником света.

Теперь C запишем так:

Суммы теперь содержат столько же (ненулевых)
членов, как и в отсутствии прямого освещения
(т.е. при C(0) = 0).

Затем, выражение для B преобразуем:
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где

Аналогично,

где

Теперь все суммы содержат столько же ненуле-
вых членов, как и в отсутствии прямого освещения
(т.е. при C(0) = 0), и потому вычисления достаточно
экономичны. Затрачиваемое время примерно то
же, что и при вычислении самой яркости изобра-
жения.
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5. РЕЗУЛЬТАТЫ

В качестве примера использовалась известная
тестовая сцена Cornell Box. Изотропный точеч-
ный источник света, расположен немного ниже
центра потолка. Все поверхности – ламбертов-
ские с альбедо 0.5. Метод BDPM использовался
без Multiple Importance Sampling, после второго
диффузного рассеяния луч из камеры принуди-
тельно обрывался. Радиус интегрирующей сферы –
1/120 размера сцены. Прямое освещение бралось
не из фотонных карт, а вычислялось непосред-
ственным соединением точки поверхности с ис-
точником света.

Изображение, полученное виртуальной каме-
рой, показано на рис. 1.

Три члена формулы шума были вычислены,
как описано в разделах 3 и 4, и полная дисперсия
вклада в яркость за одну итерацию была вычисле-
на по формуле (1). Для сравнения она также была
вычислена как выборочная дисперсия по серии
итераций, что возможно, так как вклады от раз-
личных итераций независимы.

Рис. 1. Виртуальная фотография модельной сцены
Cornell Box.

Рис. 2. Шум как  для NB = 25, NF = 1000. Сверху
(рис. 2а): эталонное значение, найденное как выбо-
рочная дисперсия по последовательности итераций.
Снизу (рис. 2б): V вычислено по формуле (1). Усред-
ненное по обозначенной красным квадратиком обла-
сти RMS равно 1.2767 на верхнем изображении и
1.2769 на нижнем.

(a)

(б)

V



54

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 3  2021

ЕРШОВ и др.

Амплитуда шума, т.е. , вычисленная этими
двумя способами, показана на рис. 2. Видно, что
результаты практически неразличимы.

Для иллюстрации, который из трех членов
формулы (1) дает какой вклад в полную диспер-
сию, все они показаны на рис. 3 в виде (R, G, B)
компонент цвета изображения. А именно, вели-

чины ,  и

 записаны в R, G и B каналы

изображения, соответственно.
Видно, что картинка на рис. 3 в основном зеле-

ная, т.е. доминирует вторая компонента. Таким
образом, в нашем примере для снижения шума

V
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N B L
N

−− −
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avg

1 ( )B
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N F L
N

необходимо главным образом уменьшить этот до-
минирующий, второй член, т.е. увеличить NB, так
как Cavg, Bavg, Favg и L от числа лучей не зависят. В то
время как увеличение числа лучей из источника
NF почти не дает эффекта и лишь замедляет рас-
чет. Результаты для увеличенного втрое NB пока-
заны на рис. 3б.

На практике значение имеет не столько дис-
персия вклада одной итерации V, сколько диспер-
сия яркости после заданного времени расчета T.

В течение этого времени будет сделано NI = 

итераций и дисперсия полученного изображения

составит VT = . В то время как сама V монотон-

но убывает с ростом числа лучей, время одной
итерации, напротив, монотонно возрастает. Эти
два “противодействующих фактора” и обеспечи-
вают наличие оптимума по числу лучей, как про-
демонстрировано на рис. 4 и в табл. 2. Они пока-
зывают поведение среднего по красному квадра-
тику RMS (т.е. ) для нашей испытательной
сцены в зависимости от числа лучей на 1 итера-
цию при T = 1000 с. Заметим, что число лучей из
камеры было взято одинаковым во всех пикселях,
а не только внутри красного квадрата.

Из рис. 4 хорошо видно, что зависимость от
числа лучей из камеры (представленных графика-
ми разного цвета) в данном примере очень слаба.
Зависимость же от числа лучей из источника (от-
ложенных по горизонтальной оси) имеет мини-
мум в окрестности NF = 3100. Точное значение
минимума может слегка меняться в зависимости
от числа лучей из камеры. Минимум этот, однако,
весьма плоский, то есть RMS почти не меняется в
широких пределах изменения NF, и заметный его

τ
T

τV
T

TV

Рис. 3. Вклады в полный шум ,

 и  записаны в

цветовые каналы R, G и B изображения. Сверху (Рис.
3а): NB = 25, снизу (Рис. 3б): NB = 100; в обоих случаях
NF = 1000. Средние значения по области, ограничен-
ной красным квадратиком: (0.3812065, 1.21883, 0.01907)
сверху и (0.19602, 0.610129, 0.0204105) снизу, так что
первые две компоненты уменьшились как раз в 
раз. Полный RMS, т.е. , усредненный по красному
квадратику, 1.27689 сверху и 0.639361 снизу.
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Рис. 4. Средний RMS по части изображения (крас-
ный квадратик на рис. 2) после 1000 с вычисления для
различных NB и NF (по горизонтальной оси).
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рост начинается только при отклонении от опти-
мума на порядки.

Необходимо пояснить, что плавная кривая по
многим точкам на рис. 4 построена, вычисляя
RMS за одну итерацию по точной формуле (1), а
время на одну итерацию по аппроксимации τ =
= αNF + βNB + γNBNF, коэффициенты которой по-
лучены подгонкой по расчетам из табл. 1. Ап-
проксимация эта работает очень хорошо.

Более детальная информация показана в табл. 2
для случая NB = 25. Время одной итерации τ склады-
вается из времени, потраченного на трассировку
лучей из камеры τBMCRT, трассировку лучей из ис-
точника τFMCRT, и времени слияния этих трасс τmerge.
Помимо итогового шума  табл. 2 показывает
дисперсию по одной итерации , число итера-
ций, сделанных за период T, время на одну итера-
цию τ и ее составляющие.

В табл. 2 хорошо видно, что дисперсия по од-
ной итерации уменьшается с увеличением числа
лучей от источника света (что ожидаемо), в то
время как итоговый шум возрастает. Также ана-
лиз времен составляющих позволяет оценить их
вклад в общее время трассировки и понять, поче-
му увеличение числа лучей ведет в конечном сче-
те к ухудшению качества итогового изображения.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен практичный метод вычисления
входящих в формулу шума для BDPM коэффици-
ентов C2, ,  на основе полученных
в трассировке лучей величин. Также рассмотрен
практический способ вычисления коэффициентов
для случая непосредственного вычисления прямого
освещения.

TV
V

  
2
F BC   

2
B FC

Само итоговое значение шума может быть вы-
числено непосредственно по выборочной диспер-
сии ряда значений, накопленных в последователь-
ных итерациях. Однако это дает только его значение
для данного расчета и не позволяет предсказать,
как он изменится для другого числа лучей. Между
тем, это легко вычислить, зная коэффициенты
C2, , . Таким образом, по резуль-
татам всего одного расчета можно предсказать
дисперсию (вклада одной итерации) для произ-
вольного числа лучей.

Если время, затраченное на трассировку лучей
из камеры и из источника, известно вместе со
временем, затраченным на их “слияние”, как это
приводится в табл. 2, то можно также вычислить
оптимальное количество лучей или, другими сло-
вами, такое число лучей, которое дает наимень-
ший шум в течение того же времени расчета.
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Таблица 2. Статистика трассировки тестовой сцены в
течение 1000 с при 25 лучах из камеры через пиксель в
зависимости от числа лучей из источника

NF 1000 3000 10000 30000 100000 300000

0.1 0.098 0.1 0.11 0.13 0.18

1.277 1.234 1.224 1.222 1.21 1.202

Ni 160 158 149 130 89 47

τ 6.25 6.33 6.7 7.7 11.25 21.47
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τFMCRT ≈0 ≈0 ≈0 ≈0 0.05 0.17

τmerge 0.25 0.33 0.7 1.7 5.2 15.3
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