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1. ВВЕДЕНИЕ
Одним из основных инструментов, открыв-

ших путь к созданию алгоритмических методов
исследования и решения систем алгебраических
уравнений, явилось понятие базиса Гребнера
идеала кольца многочленов, занимающее одно из
центральных мест в современной компьютерной
алгебре (см., например, [1]). Одно из дальнейших
развитий понятия базиса Гребнера приведено в
[2]. Классические схемы исключения неизвестных
из систем алгебраических уравнений, основанные
на методе базисов Гребнера, реализованы во мно-
гих существующих системах компьютерной алгеб-
ры. Однако, такие методы неприменимы для ис-
следования систем существенно неалгебраических
уравнений (т.е. уравнений, не сводящихся к алгеб-
раическим заменам переменных).

Вместе с тем, неалгебраические системы урав-
нений возникают в различных областях знания.
В частности, в процессах, описываемых система-
ми дифференциальных уравнений с правыми ча-
стями, разложимыми в ряд Тейлора, актуален во-
прос об определении числа стационарных состо-
яний в множествах определенного вида (и их
локализации). Эта проблема приводит к задачам
построения алгоритмов для определения числа
корней заданной системы уравнений в различных
множествах, определения самих корней, исклю-
чения части неизвестных из системы. В частно-
сти, в монографии [3] приведены многочислен-

ные примеры из химической кинетики, где требу-
ются алгоритмы исключения неизвестных. Здесь
важно применение разработанных методов для
качественного и численного анализа математиче-
ских моделей термокинетики процессов горения
и катализа с целью получения условий воспламе-
нения, взрыва и критических явлений в химиче-
ски реагирующих системах. Для приложений, в
том числе, например, для уравнений химической
кинетики, важной задачей является исследование
зависимостей решений систем нелинейных, в том
числе и неалгебраических, уравнений от парамет-
ров. В вычислительном плане эта задача является
достаточно трудоемкой. Ее степень сложности
сильно зависит от размерности пространства не-
известных. Поэтому снижение этой размерности
за счет исключения переменных может привести
к упрощению исходной задачи.

Метод исключения неизвестных из систем не-
линейных алгебраических уравнений, основан-
ный на теории многомерных вычетов, был пред-
ложен Л.А. Айзенбергом в [4] в 1977 г. Дальнейшие
модификации метода были предложены А.П. Южа-
ковым, А.К. Цихом, В.И. Быковым, А.М. Кытма-
новым, М.З. Лазманом в конце прошлого века
[3]. Эти идеи были в последствии развиты в рабо-
тах [5–7]. Алгоритмический метод (разработан-
ный на основе идей Л.А. Айзенберга и А.П. Южа-
кова) был предложен М. Елкади и А. Ижером в
работе [8]. Идея метода заключалась в нахожде-
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нии определенных вычетных интегралов, связан-
ных со степенными суммами корней (в положи-
тельных степенях) заданной системы уравнений,
избегая нахождения самих корней и применяя за-
тем к ним рекуррентные формулы Ньютона. По
сравнению с классическим методом, данный ме-
тод сокращал время работы алгоритма, не повы-
шая при этом кратность корней.

Еще одним методом исключения неизвестных
служит построение результанта двух целых функ-
ций. Хорошо известен классический результант
Сильвестра для двух многочленов и метод исклю-
чения неизвестных, на нем основанный. Для не-
алгебраических функций такое понятие не было
изучено ранее. Лишь в последние года в работах
[9, 10] обсуждается один подход к нахождению
результанта двух целых функций, основанный на
рекуррентных формулах Ньютона.

Разработанный в данной работе алгоритм мо-
жет быть также использован при исследовании
дзета-функции корней некоторых классов целых
функций, которые являются важным инструмен-
том в создании методов исключения неизвестных
из систем нелинейных уравнений, как было пока-
зано в работах [11–13].

2. КЛАССИЧЕСКИЙ РЕЗУЛЬТАНТ 
СИЛЬВЕСТРА И ЕГО ОБОБЩЕНИЯ

Напомним, что для данных многочленов f и g
классический результант  может быть опре-
делен различными способами с использованием

a) определителя Сильвестра (см., например,
[14–16]);

b) формулы для произведения R(f, g) =
=  (см., например, [14–16]);

c) способа Безу–Кэли (см., например, [17]).
В данной работе приведем конструктивное по-

строение результанта двух целых функций на
комплексной плоскости. В качестве основного
определения результанта возьмем формулу про-
изведения. Такой выбор объясняется тем, что це-
лые функции являются естественным обобщени-
ем многочленов в комплексном анализе.

В ряде работ (см., например, [18]– [22]) раз-
личными авторами были предложены обобщения
понятия результанта для аналитических функций
в кольце матричнозначных функций, мероморф-
ных функций на римановой поверхности, для си-
стем алгебраических уравнений. Во всех этих ис-
следованиях предполагалось, что число нулей
или полюсов конечно. Наш случай существенно
отличается тем, что целые функции могут иметь
бесконечное число нулей. Поэтому для нахожде-
ния результанта необходим предельный переход.

( ),R f g

: =
∏

{ ( ) 0}
( )

x f x

g x

Актуальность данной задачи определяется тем,
что, например, в уравнениях химической кинети-
ки возникают функции и системы уравнений, со-
стоящие из экспоненциальных многочленов [23].

Первым шагом в нахождении результанта двух
целых функций явилась работа [9], в которой рас-
смотрен случай, когда одна из функций – целая, а
вторая является многочленом (или целой функ-
цией с конечным числом нулей). Условие конеч-
ности числа нулей целой функции изучено в [24].
В работе [25] обобщены результаты из [9] в слу-
чае, когда одна из целых функций удовлетворяет
некоторым жестким ограничениям, но все-таки
может иметь бесконечное число нулей.

Преимущество нашего подхода состоит в том,
что он позволяет ответить на вопрос, имеют ли
целые функции общие нули или нет, не вычисляя
самих нулей. Итоговая формула для результанта
содержит степенные суммы корней, которые
можно вычислить по формулам Ньютона, не при-
бегая к нахождению самих нулей.

3. РЕЗУЛЬТАНТ ДВУХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ
Рассмотрим систему уравнений, состоящую из

квадратного многочлена f(z) и многочлена n-й
степени 

(1)

Обозначим нули многочлена f(z) через , . То-
гда (см., например, [10])

Таким образом, мы получим

Напомним классические рекуррентные формулы
Ньютона для многочленов. Они связывают между
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собой коэффициенты многочлена и степенные
суммы его корней.

Пусть

Обозначим через  его корни (среди
них могут быть и кратные). Определим степен-
ную сумму корней

Степенные суммы Sk и коэффициенты cj связаны
между собой классическими рекуррентными
формулами Ньютона:

(2)

Используя классические формулы Виета

и определение результанта в виде формулы про-
изведения, получаем следующий результат.

Теорема 1 ([10]). Результант  системы
многочленов вида (1) вычисляется по формуле

(3)

где степенные суммы Sj корней многочлена f(z) опре-
деляются рекуррентными формулами Ньютона.

Осуществив в (3) предельный переход по , по-
лучаем утверждение о результанте относительно
целой функции и многочлена (или целой функ-
ции с конечным числом нулей).

Теорема 2. ([10]). Пусть g(z) – целая функция на
комплексной плоскости  вида

а f(z) – многочлен вида (1). Тогда результантом
 является выражение

где ряды в правой части абсолютно сходятся.

4. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА
Алгоритм состоит из функции, реализующей

вычисление степенных сумм с помощью класси-
ческих формул Ньютона (2) и основной функции,
вычисляющей результант системы (1), вычислен-
ный по формуле (3).
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5. ПРИМЕРЫ

Алгоритм был реализован в среде Maple 2016
64bit. Полный код программы доступен по адресу
https://github.com/aakytmanov/Resul-
tant2n. Вычисления производились на машине
Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) c 32 Gb RAM под
управлением Windows 7 Enterprise x64SP1. Время
счета для приведенных примеров составило ме-
нее 0.2 секунды.

Алгоритм 1: Алгоритм вычисления классических 
рекуррентных формул Ньютона.

Function RecurrNewton( , ):

Input: Список коэффициентов ; нату-
ральное число .

Output: Список  степенных сумм, 
вычисляющихся по формулам (2)
begin

for  do

if  then
for  do

return 

Алгоритм 2: Алгоритм построения результанта двух 
целых функций.

Input: Список коэффициентов , список коэффи-
циентов .
Output: Результант системы (1), вычисленный по 
формуле (3).
begin

for  do

return 
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Пример 1. Рассмотрим систему уравнений 

В данном случае

Тогда формула (3) примет вид

Поскольку , то в этих суммах останутся
лишь слагаемые, соответствующие  и t = 0,
то есть

Поскольку , то в одномерной сумме оста-
нутся лишь слагаемые при s = 2. Таким образом,

Найдем степенную сумму корней , не исполь-
зуя значения самих корней, а именно по рекур-
рентным формулам Ньютона. Так, для нашего
случая

Таким образом, .
Входными данными алгоритма в этом случае

будут списки коэффициентов  и :
> Res([0, –1], [–4, 0, 1]);

Пример 2. Данные методы приводят к вычисле-
нию сумм некоторых типов кратных числовых ря-
дов, ранее отсутствовавших в известных справоч-
никах. Эти результаты представляют самостоя-
тельный интерес. Рассмотрим систему уравнений

Вычисляя результант , используя теорему 2 с
одной стороны, и используя определение резуль-
танта в виде формулы для произведения с другой
стороны, получим соотношение (см. [10])

При этом первая сумма является известной спе-
циальной функцией. Это функция Бесселя 1-го
рода, а именно .

Частичные суммы выражения в левой части
могут быть получены с помощью предложенного
алгоритма, например, используя входные данные
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> Res([-a^2, 0], [1, b, b^2/2!, b^3/3!,
b^4/4!, b^5/5!, b^6/6!]);
получим
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