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1. ВВЕДЕНИЕ
Составные квантовые системы представляют

особый интерес из-за наличия запутанных состо-
яний. Понятие запутанности лежит в основе
квантовых вычислений и квантовой информати-
ки. Запутанность ответственна за такие, противо-
речащие обыденной интуиции, но эксперимен-
тально наблюдаемые явления, как нелокальные
квантовые корреляции и квантовая телепорта-
ция. В настоящее время популярна идея о том,
что геометрическое пространство физических
теорий не фундаментально, а возникает за счет
квантовой запутанности как приближенная фе-
номенологическая (“эмерджентная”) структура.
При этом предполагается, что метрику физиче-
ского пространства можно вывести из числовых
характеристик квантовых корреляций, исходя из
представления о том, что чем выше квантовые
корреляции между подсистемами составной си-
стемы, тем меньше геометрическое расстояние
между ними.

Компьютерное моделирование представляет-
ся естественным методом исследования проблем,
связанных с квантовой запутанностью. Любое
компьютерное моделирование возможно только
если проблема сформулирована в конечных тер-
минах. Более того, физика, как эмпирическая на-
ука, нечувствительна к замене бесконечностей в
физических теориях подходящими конечными
конструкциями. В данной работе мы используем
подход, называемый для краткости “конечной

квантовой механикой”. Также мы старались из-
бегать введения далеко идущих феноменологиче-
ских упрощений и приближений, по возможно-
сти придерживаясь твердо установленных зако-
нов и правил квантовой механики.

2. КОНЕЧНАЯ КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА
Конечной квантовой механикой мы называем

версию квантовой теории, в которой унитарные
группы операторов эволюции заменяются уни-
тарными представлениями конечных групп1, а
поля комплексных и вещественных чисел заме-
няются их плотными конструктивными подполя-
ми, естественно возникающими из структур кон-
кретных групп. Этот подход подробно описан в
[1, 2]. Недавно Т. Бэнкс [3] проанализировал бо-
лее раннее изложение [4] подхода с точки зрения
реальной физики и космологии и пришел к за-
ключению, что в его рамках можно воспроизве-
сти результаты всех возможных экспериментов,
объясняемых любой традиционой квантовой тео-
рией.

В основе конечной квантовой механики лежит
тот факт, что любое линейное представление ко-
нечной группы является подпредставлением под-
ходящего перестановочного представления. Из
этого следует, что формализм квантовой механи-

1 Любое линейное представление конечной группы над по-
лем характеристики нуль является унитарным.
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ки можно полностью2 воспроизвести исходя из
перестановок некоторого множества элементов

(2.1)

Здесь “изоморфизм”  означает взаимно одно-
значное соответствие множеств. Для упрощения
обозначений будем считать, что Ω = 

Г. ’т Хоофт в своей интерпретации квантовой
механики [5] выделяет особые множества взаимно
ортогональных состояний в гильбертовых про-
странствах, переходящие друг в друга под действи-
ем перестановок. Такие состояния ’т Хоофт наде-
ляет статусом быть “элементами реальности” и на-
зывает “онтологическими” или, для краткости,
“онтическими”. Мы будем придерживаться анало-
гичной терминологии, называя элементы множе-
ства  и связанные с ними конструкции онтически-
ми. Интерпретируя  как множество базисных эле-
ментов, введем полумодуль  над полукольцом
натуральных чисел . Элементы полу-
модуля, |n = , , будем на-
зывать натуральными векторами.

Пусть на множестве  действует группа пере-
становок  Это действие определяет пере-
становочное представление группы G в полумоду-
ле . Матрицы перестановочного представле-
ния имеют вид

где ig обозначает действие (справа) элемента
группы  на элемент множества .

Для каждой конечной группы  однозначно
строится список всех ее неприводимых представ-
лений из которых можно составить любое пред-
ставление как прямую сумму. Поле, над которым
любое линейное представление группы G можно
разложить на неприводимые компоненты, назы-
вается расщепляющим полем для G. Для получения
расщепляющего поля для данной группы G доста-
точно к натуральным числам  добавить -й при-
митивный корень из единицы , где  – некото-
рый делитель наименьшего общего кратного по-
рядков элементов группы. При этом получается
кольцо, полем частных которого является абелево
расширение поля рациональных чисел , на-
зываемое -м круговым полем. Расщепляющим
полем будет некоторое подполе кругового поля:

. Расширение полукольца  до поля 
индуцирует расширение полумодуля  до -
мерного гильбертова пространства , в котором

2 Если пренебречь эмпирически несущественными элемен-
тами традиционного формализма, такими как разного ро-
да бесконечности.
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элементы полумодуля  представлены целочис-
ленными векторами в неотрицательном ортанте.
Поле  является плотным подполем либо поля
вещественных чисел , либо поля комплексных
чисел , в зависимости от структуры группы G, и
поэтому эмпирически неотличимо от одного из
этих континуальных полей.

Любое перестановочное представление имеет
тривиальное подпредставление в одномерном под-
пространстве, порождаемом вектором .

-мерное подпредставление, дополнитель-
ное к тривиальному, называется стандартным
представлением. Для симметрической группы 
(в отличие от ее собственных подгрупп) стандарт-
ное представление всегда является неприводи-
мым.

Квантово-механическое поведение (интерфе-
ренции и т.д.) проявляется именно в стандартном
представлении, а квантовые состояния можно
описать с помощью проекций натуральных век-
торов в -мерное стандартное пространство.
Скалярное произведение для нормированных
проекций в стандартное пространство натураль-
ных векторов  и  имеет вид

где , 

В статье [3] используется естественное пред-
положение о том, что для описания реальных фи-
зических систем число  должно быть порядка
числа фундаментальных (планковских) степеней
свободы рассматриваемой системы (приводятся
оценки  для 1 см3 материи и  ~
~ Exp(10123) для всей Вселенной). Там же для уста-
новления соответствия между конечной кванто-
вой механикой и традиционной теорией, осно-
ванной на непрерывных унитарных группах, ис-
пользуется утверждение о том, что для достаточно
больших  (согласно [6] ) наиболее общая
конечная подгруппа группы  имеет струк-
туру полупрямого произведения конечной абелевой

 и симметрической групп:

(2.2)

С помощью проекций натуральных векторов в
стандартное пространство можно с произвольной
точностью воспроизвести любое квантовое состоя-
ние. Однако, квантовые состояния, соответствую-
щие коллинеарным векторам, эквивалентны. Что-
бы устранить эту избыточность, можно предвари-
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тельно спроектировать натуральные векторы на
пересечение единичной сферы  с неот-
рицательным ортантом. Это пересечение мы обо-
значим символом . Проекции натуральных
векторов составляют плотное подмножество в .
Для моделирования физических систем можно,
отказавшись от требования плотности, восполь-
зоваться конечными подмножествами натураль-
ных векторов.

Назовем векторами порядка  натураль-
ные векторы, координаты которых принадлежат
множеству . Полное число таких век-
торов равно , тогда как площадь  равна

. Мы видим, что с ро-

стом  число векторов порядка m быстро растет
при любом m, тогда как площадь  быстро убы-
вает, т.е. векторы порядка m хорошо представляют
значительную часть квантовых состояний.

2.1. Онтические векторы
Натуральные векторы порядка 2 мы будем на-

зывать онтическими. Такие векторы обладают
наиболее естественными и удобными для вычис-
лений свойствами. Онтический вектор |q можно за-
писать в виде битовой строки длины . Интерпре-
тируя эту строку, как характеристическую функ-
цию, можно отождествить онтический вектор с
соответствующим нетривиальным подмножеством
множества онтических элементов (2.1): .
Полное множество онтических векторов имеет вид

, . Для нормализованных
проекций онтических векторов  и  в стан-
дартное пространство имеем скалярное произве-
дение

и соответствующее правило Борна для квантовых
вероятностей

Здесь  означает побитовое “И” для битовых
строк, ~a – побитовую инверсию,  – число
единиц в битовой строке (вес Хэмминга).

Из очевидных тождеств  – a и a & b +
+  = a следуют симметрии для скаляр-
ного произведения и вероятности Борна относи-
тельно замены подмножеств онтических элемен-
тов их дополнениями:
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3. СОСТАВНЫЕ КВАНТОВЫЕ СИСТЕМЫ

Пусть компоненты -компонентной кванто-
вой системы индексируются элементами множе-
ства

(3.1)

Гильбертово пространство такой составной си-
стемы имеет вид

(3.2)

Мы будем рассматривать “однородные” системы,
для которых все пространства  изоморфны, т.е.

, где  – представитель класса изомор-
физма, который мы будем называть локальным
гильбертовым пространством. Если , то

. Как принято в физике, ортонор-
мированные базисные элементы гильбертовых про-

странств записываются в виде ,  и

т.д. Таким образом, базисные элементы локаль-
ного  и полного  пространств имеют, соответ-
ственно, вид ,  и , .
Связь между базисными элементами полного и
локального пространств выражается взаимно од-
нозначным соотношением

(3.3)

где индекс  вычисляется по формуле

Из взаимной однозначности соответствия (3.3)
видно, что любое гильбертово пространство, раз-
мерность которого равна степени натурального
числа, можно разложить в тензорное произведе-
ние изоморфных “локальных” гильбертовых про-
странств.

Состояние квантовой системы, описываемое
одним вектором , называется чистым. В общем
случае квантовое состояние можно описать мат-
рицей плотности ρ, которая представляет собой
положительно полуопределенную эрмитову мат-
рицу с единичным следом. Матрица плотности
чистого состояние имеет вид
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(3.4)

и является оператором проектирования ранга
один. Матрица плотности общего вида описывает
состояния, называемые смешанными, и представ-
ляет собой взвешенную сумму матриц плотно-
стей чистых состояний.

Статистика поведения выделенной подсисте-
мы составной системы полностью описывается
редуцированной матрицей плотности, получаемой
из матрицы плотности всей системы взятием сле-
дов по всем компонентам, не входящим в рас-
сматриваемую подсистему. В общем случае реду-
цированная матрица плотности описывает сме-
шанное состояние, даже если состояние системы
в целом является чистым. С другой стороны, лю-
бое смешанное состояние можно получить редук-
цией некоторого чистого состояния в гильберто-
вом пространстве большей размерности3.

Некоторые состояния составной системы мож-
но представить как тензорные произведения состо-
яний подсистем. Такие состояния называются се-
парабельными. Состояния, не являющиеся сепа-
рабельными, называются запутанными.

Для иллюстрации рассмотрим пример четырех-
мерного гильбертова пространства, представленно-
го как тензорное произведение двух двумерных:

. Базисные элементы пространства
 выражаются через базисные элементы про-

странства  следующим образом:

Для примера рассмотрим только онтические век-
торы. Из четырнадцати онтических векторов в че-
тырехмерном пространстве восемь являются се-
парабельными:

3 Метафора “Church of the Larger Hilbert Space” (J.A. Smolin)
характеризует убеждение, что любое смешанное состояние
фактически происходит из более фундаментального чи-
стого состояния большей системы.
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и шесть запутанными:

4. СИММЕТРИИ СИСТЕМ
С ГЕОМЕТРИЧЕСКИМ ПРОСТРАНСТВОМ

Любая подгруппа симметрической группы онти-
ческого множества имеет перестановочное пред-
ставление в гильбертовом пространстве составной
квантовой системы и может служить группой сим-
метрий этой системы. Здесь мы рассмотрим специ-
альный тип групп симметрий составных систем –
подгруппы симметрической группы, cконструиро-
ванные из заданных групп “геометрических” и
“локальных” симметрий.

Для однородной составной системы изоморф-
ные локальные гильбертовы пространства  ле-
жат на орбите некоторой группы , действующей
на множестве X, которое можно интерпретиро-
вать как “геометрическое пространство” с груп-
пой “пространственных симметрий” 

Пусть локальное гильбертово пространство  яв-
ляется пространством перестановочного представ-
ления группы “локальных симметрий” , дей-
ствующей перестановками на “локальном” множе-
стве

(4.1)
являющемся базисом локального пространства.

Исходя из групп F и G и естественных свойств,
которыми должно обладать геометрическое про-
странство, можно конкретизировать структуру
группы симметрий , унитарное представление
которой в полном гильбертовом пространстве (3.2)
описывает квантовые свойства системы в целом.
Прежде всего, группа  переставляет компоненты
составной системы, ассоциированные с точками
пространства  (3.1), в соответствии с действием
пространственной группы , поэтому должен су-
ществовать гомоморфизм . Образ этого
гомоморфизма – вся группа , т.е.,  =
= G. Естественно предположить, что, если все
точки пространства неподвижны (т.е., на  дей-
ствует единица  пространственной груп-
пы), то группа  должна действовать как прямое
произведение M экземпляров локальной группы

+ = ⊗ + ⊗ ,

+ = ⊗ + ⊗ ,
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� �

� �

� � �

1 2 0 1 1 0

0 3 0 0 1 1

0 1 2 0 0 0 1 1 0

+ + = ⊗ + ⊗ + ⊗ ,

+ + = ⊗ + ⊗ + ⊗ ,

+ + = ⊗ + ⊗ + ⊗ .

� � �

� � �

� � �

0 1 3 0 0 0 1 1 1

0 2 3 0 0 1 0 1 1

1 2 3 0 1 1 0 1 1

* x
G

.G
*

S≤ nF

{ }≅ , , − ,…0 1V n

�W

�W

X
G

: →�h W G
G = �im( ) ( )h h W

X
∈1G G

�W



38

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2021

КОРНЯК

F (которое мы будем обозначать символом FX) по-
компонентно на декартово произведение M эк-
земпляров множества (4.1) (которое мы обозна-
чим символом ). Это означает, что ,
т.е., ядро гомоморфизма  изоморфно группе
функций на точках пространства со значениями в
локальной группе. Ядро любого гомоморфизма
является нормальной подгруппой, поэтому  со-
держит нормальную подгруппу, изоморфную FX.
Таким образом, группа  представляет собой
расширение группы функций FX с помощью груп-
пы  пространственных симметрий. Это означа-
ет, что  или, эквивалентно, что суще-
ствует короткая точная последовательность

Множество элементов группы  можно отожде-
ствить (как множество) с декартовым произведени-
ем множеств  и G, т.е., элементы группы  мож-
но представить в виде пар , где ,

.
При построении расширения следует учесть,

что расширения групп определяются с точностью
до эквивалентности расширений [7]. В нашем слу-
чае эквивалентность описывается групповым
изоморфизмом , обеспечивающим
коммутативность диаграммы

(4.2)

Проведя вычисления для рассматриваемого слу-
чая, получаем следующее

Предложение.
• Классы эквивалентности расширений (4.2) па-

раметризуются антигомоморфизмами4 простран-
ственной группы: .

• Изоморфизм эквивалентных расширений име-
ет вид

• где  – произвольная функция.

4 Антигомоморфизм – это отображение групп, обращающее
порядок группового умножения: .

XV ≅ker( ) Xh F
h
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• Основные групповые операции имеют следую-
щий явный вид:

(4.3)

(4.4)

(4.5)

где (4.3) – действие элемента группы 
на функцию  (4.4) – групповое умножение
в  и (4.5) – взятие обратного элемента.

Известны два универсальных, т.е. существую-
щих для любых групп вне зависимости от их кон-
кретных свойств, антигомоморфизма:  и

Случай  неинтересен, так как приво-
дит к тривиальное расширению, т.е. прямому
произведению групп: 

Антигомоморфизм  приводит к по-
лупрямому произведению групп FX и  называе-
мому сплетением групп  и G:

(4.6)

Что касается произвольной функции ϕ, в матема-
тической литературе при описании сплетений
обычно используется выбор . В реали-
зации наших алгоритмов мы используем два ва-
рианта:  и . В этих случаях вы-
ражения (4.3)–(4.5) для групповых операций по-
лучаются относительно компактными:
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Сплетения играют важную роль в теории групп и
имеют мночисленные приложения в других раз-
делах математики [8, 9]. В частности, согласно
универсальной теореме вложения Калужнина–
Краснера [10], сплетение  содержит в каче-
стве подгруппы любое расширение группы A с по-
мощью группы , т.е. сплетение является универ-
сальным объектом, содержащим все расширения.

Сплетение локальной F и пространственной 
групп является естественной группой симметрий
составных квантовых систем, гильбертово про-
странство которых подразумевает наличие гео-
метрической структуры.

5. КВАНТОВЫЕ ЭНТРОПИИ
Энтропией вероятностного распределения

 называется вещественная функция
H(P), обладающая некоторыми естественными
свойствами, в частности, аддитивностью на ком-
бинации независимых распределений:

(5.1)

А. Реньи показал [11], что требуемым свойствам
удовлетворяет семейство функций

(5.2)

называемых энтропиями Реньи порядка .
Квантовая версия семейства энтропий Реньи

имеет вид

(5.3)

где  – матрица плотности квантового состояния.
Если условие (5.1), отказавшись от предполо-

жения о независимости P и Q, заменить более
сильным условием , то
получится единственная функция, называемая
энтропией Шэннона

которую также можно включить в семейство (5.2)
с помощью предельного перехода . Кванто-
вая версия энтропии Шэннона

(5.4)

называется энтропией фон Неймана.
Семейство энтропий Реньи обладает свой-

ством монотонности: , если .
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Энтропия H0, равная логарифму числа элемен-
тов распределения, имеющих ненулевую вероят-
ность: , называется энтропией
Хартли или max-энтропией (поскольку ,
для любых ).

Соответственно, min-энтропией называется
энтропия . Квантовая версия
min-энтропии представляет интерес в физиче-
ских задачах, в которых выраженно доминирует
одно из собственных значений матрицы плотно-
сти (состояния “близкие” к чистым).

Наиболее употребительной в физике является,
обладающая “хорошими” статистическими свой-
ствами, энтропия фон Неймана (5.4).

Заметим, что для чистого состояния, матрица
плотности которого (3.4) имеет ровно одно, рав-
ное единице, собственное значение, любая эн-
тропия из семейства (5.3) равна нулю.

В данной работе мы используем квантовую эн-
тропию Реньи

которая называется квадратичной энтропией или
энтропией столкновений. Вычисление этой энтро-
пии, в отличие от вычислительно проблемных
энтропии фон Неймана и min-энтропии, сводит-
ся к простой формуле

где  –  матрица плотности.
Кроме того, 2-я энтропия Реньи привлекатель-

на, с нашей точки зрения, по следующей причине.
Теорема Глисона [12] устанавливает взаимно одно-
значное соответствие между вероятностными мера-
ми на подпространствах гильбертова пространства
и квантовыми состояниями в этом пространстве5.
Согласно этой теореме, наиболее общее выражение
для борновской вероятности имеет вид

(5.5)

где  и  – квантовые состояния “наблюдателя”
и “наблюдаемой системы”, соответственно. По-
скольку правило Борна это единственный фунда-
ментальный источник вероятности в квантовой
теории, представляется естественным связать со-
стояние ρ с некоторой борновской вероятностью.
С этой точки зрения 2-я энтропия Реньи это просто
логарифм борновской вероятности  –
“система наблюдает саму себя”. Это единственная
возможность составить формулу глисоновского ти-

5 За исключением гильбертовых пространств размерности два.
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па (5.5), имея в наличии только состояние ρ и не
вводя дополнительные элементы в описание (типа
“влияния среды” или наличия других систем).

6. КВАНТОВАЯ ЗАПУТАННОСТЬ
В ОДНОРОДНЫХ СИСТЕМАХ

В настоящее время активно разрабатывается
идея о том, что геометрическое (физическое) про-
странство не фундаментально, а возникает за счет
запутанности как приближенная феноменологи-
ческая структура внутри гильбертова пространства
составной квантовой системы [13]–[15]. При этом
метрика и топология определяется мерами запутан-
ности между компонентами составной системы.

Для однородной составной системы матрица
плотности наиболее общего квантового состоя-
ния в обозначениях раздела 3 имеет вид

где связь между “локальными” ,  и “гло-
бальными” ,  базисными векторами задается
соотношением (3.3). Из правил квантовой механи-
ки следует, что статистическое поведение подсисте-
мы, относящейся к подмножеству точек ,
правильно описывается редуцированной матрицей
плотности, получаемой взятием следа по всем ком-
понентам, относящимся к точкам, не входящим в A:

Для краткости редуцированные матрицы плотно-
сти одноточечных и двухточечных подсистем мы
будем обозначать символами типа  и .

Представление о геометрии, как о феномене
квантовой запутанности, основано на идее опре-
делять расстояния между точками пространства X
через квантовые корреляции: чем выше корреля-
ции, тем расстояния меньше. Существует множе-
ство мер квантовой запутанности и множество
способов построения метрических пространств
исходя из этих мер. Эти способы используют раз-
личные модельные упрощения и аппроксимации
[13]–[15]. Чтобы не углубляться в эти упрощения,
мы рассмотрим только наиболее часто использу-
емую меру квантовых корреляций.

Типичной мерой запутанности для пары точек
 является взаимная информация

(6.1)

Строго говоря, взаимная информация (6.1) имеет
“достаточно хороший” смысл только для энтро-
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пии фон Неймана . Для энтропий Реньи c
 могут возникать различные проблемы, на-

пример, выражение (6.1) может оказаться отрица-
тельным. Однако это выражение всегда обраща-
ется в нуль на сепарабельных и отлично от нуля
на запутанных парах подсистем и поэтому, в лю-
бом случае, может служить мерой запутанности.

Мы будем изучать эволюции величин I(x, y) на
ребрах {x, y} полного графа с вершинами X для
проекций онтических векторов в стандартное
пространство и его подпространства.

7. ПРИМЕР КОМПЬЮТЕРНОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИНАМИКИ 

ЗАПУТАННОСТИ

В качестве примера небольшой размерности
построим однородную составную квантовую си-
стему, исходя из следующих элементов

•  – геометрическое пространство
из  точкам;

•  – группа симметрий пространства X;

•  – базис локального гильбертова
пространства  размерности n = 3;

•  – группа локальных симметрий.

Эти данные являются входными для компью-
терной программы, написанной на языке Си.

Программа конструирует гильбертово про-
странство составной системы, которое, в соответ-
ствии с (3.2), имеет структуру

Базис этого пространства мы будем отождеств-
лять с онтическим множеством (2.1), поэтому

.

Также конструируется сплетение (4.6), являю-
щееся группой симметрий составной системы:

(7.1)

Заметим, что группа (7.1) имеет, важную для опи-
сания конечных подгрупп унитарных групп,
структуру (2.2).

Далее, с помощью алгоритма, описанного в
[16]–[18], строится набор локальных проекторов,
обеспечивающих разложение перестановочного
представления локальной группы F на неприво-
димые подпредставления:
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.

Следующим шагом, программа, используя ал-
горитм, описанный в [19, 20], вычисляет непри-
водимые проекторы сплетения (7.1) в виде тен-
зорных полиномов от локальных проекторов:

Эти проекторы определяют неприводимые инва-
риантные подпространства . Размерно-
сти этих подпространств равны рангам соответ-
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ствующих проекторов: . Таким
образом, 27-мерное перестановочное представле-
ние сплетения (7.1) расщепляется на 3 одномер-
ных, 6 трехмерных и одно 6-мерное неприводи-
мые подпредставления.

Как отмечалось ранее, для построения кванто-
вых моделей пригодны только подпространства,
принадлежащие стандартному -мерному
подпространству, т.е. в нашем случае, простран-
ства  либо их прямые суммы.

С помощью формулы Глисона для борновской
вероятности (5.5) можно показать, что для разбие-
ния гильбертова пространства на взаимно ортого-
нальные подпространства, вероятность обнаружить
квантовое состояние в одном из подпространств
пропорциональна его размерности. Поэтому наибо-
лее предпочтительным является полное 26-мерное
стандартное подпространство. Оператор проекти-
рования в это подпространство в терминах тен-
зорных полиномов от локальных проекторов
имеет вид

(7.2)

Представление в виде тензорных полиномов поз-
воляет свести вычисления с матрицами больших
размерностей к последовательности операций с
небольшими матрицами.

Для управления вычислениями создаются три
множества:

1. Множество проекторов в подпространства,
вычисления в которых представляют интерес.
По умолчанию это множество состоит из одного
элемента .

2. Множество онтических векторов, эволюция
которых будет вычисляться. Это множество зада-
ется либо вручную, либо строится с помощью ге-
нератора случайных чисел.

3. Множество элементов группы , порожда-
ющих эволюции. Это множество также либо зада-
ется вручную, либо генерируется случайно. Эле-
менты, порождающие эволюцию, являются дис-
кретными аналогами гамильтонианов6.

Выбрав по одному элементу из каждого мно-
жества мы строим полную эволюцию. Вследствие
конечности группы  эволюция циклична. Дли-
на цикла не превышает порядок группового эле-
мента , порождающего эволюцию. При
этом для каждого ребра  полного графа

6 Любую унитарную матрицу можно представить в виде экс-

поненты эрмитовой, а соответствующую формулу 
интерпретировать как унитарную эволюцию за один шаг
по времени, порождаемую гамильтонианом H.
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вычисляется выражение (6.1) (аналог взаимной
информации для энтропии Реньи порядка 2).

Приведем примеры результатов вычислений
для эволюций проекции запутанного онтическо-
го вектора

в стандартное подпространство. Здесь  – со-
кращение для .

Эволюция длины 3

Эволюция длины 6

Эволюция длины 9

В этих таблицах эволюции в момент времени 
вычисляются как степень  некоторого элемента
сплетения . Эле-
мент пространственной группы gt описывает
“движение” точек пространства  в про-
цессе эволюции: () означает отсутствие движе-
ния, (0, 2) – перестановку двух точек, (0, 1, 2) –
поворот “по часовой стрелке” и (0, 2, 1) – поворот
“против часовой стрелки”. 

gt I(0, 1) I(0, 2) I(1, 2)

0 () 1.34 0.80 0.66

1 () 1.34 0.80 0.66

2 () 1.34 0.80 0.66

gt I(0, 1) I(0, 2) I(1, 2)

0 () 1.34 0.80 0.66

1 (0, 2) 0.66 0.80 1.34

2 () 1.34 0.80 0.66

3 (0, 2) 0.66 0.80 1.34

4 () 1.34 0.80 0.66

5 (0, 2) 0.66 0.80 1.34

gt I(0, 1) I(0, 2) I(1, 2)

0 () 1.34 0.80 0.66

1 (0, 2, 1) 0.66 1.34 0.80

2 (0, 1, 2) 0.80 0.66 1.34

3 () 1.34 0.80 0.66

4 0.66 1.34 0.80

5 0.80 0.66 1.34

6 () 1.34 0.80 0.66

7 0.66 1.34 0.80

8 0.80 0.66 1.34

+ + + + + +
+ + + + + +
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Как видно из таблиц, эволюции взаимной ин-
формации полностью определяются элементами
пространственной группы. Аналогичным образом
ведут себя эволюции любых энтропий Реньи для
любых подсистем составной системы. Это обу-
словлено тем, что рассматриваемая нами группа
операторов эволюции имеет структуру сплетения.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Методы компьютерной алгебры и вычислительной

теории групп использовались в [21] для исследования
классических дискретных динамических систем и ме-
зоскопических решеточных моделей, обладающих ко-
нечными группами симметрий. Геометрические струк-
туры моделей, изучаемых в [21], являются заранее за-
данными и не зависящими от состояний системы и
ее динамики дискретными пространствами, т.е., гра-
фами фиксированной структуры, обладающими
подходящими симметриями. Квантовая теория
предоставляет возможность “вывести геометрию”
из более фундаментальных правил, связанных с
квантовой запутанностью. Предлагаемый нами
подход позволяет для заданных “начальных кван-
товых состояний” и “гамильтонианов” получить
эволюцию во времени набора весов на ребрах
полного графа, характеризующих запутанность
между вершинами этого графа. Следующим есте-
ственным шагом является разработка алгоритмов
выделения геометрических структур в этих наборах
данных. В основе таких алгоритмов должно быть
выделение подграфов полного графа с доминирую-
щими весами ребер с последующим использовани-
ем методов типа многомерного шкалирования [22] для
приближенного воспроизведения (в тех случаях,
когда это возможно и имеет смысл7) непрерывных
метрических пространств (по возможности невы-
сокой размерности).
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