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Рассматривается задача построения начальных членов формальных лорановых рядов, являющихся
решениями для заданной компоненты yk ( ) вектора неизвестных y дифференциальной си-

стемы , где , A – m × m-матрица, элементами которой являются d-усечения
формальных лорановых рядов, т.е. их начальные члены до степени  включительно. Предлага-
ется алгоритм решения задачи с использованием алгоритма TSLS (Truncated Series Laurent Solution).
Строящиеся предлагаемым алгоритмом первые члены формальных лорановых решений для yk яв-
ляются инвариантными относительно возможных продолжений элементов матрицы исходной си-
стемы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Дифференциальные системы вида

(1)

где A – матрица размера m × m, а  –
вектор неизвестных, которые часто называют
нормальными дифференциальными системами,
находят широкое применение в различных обла-
стях математики. Под решением системы (1) по-
нимается вектор y из m компонент. К настоящему
времени известно много алгоритмов построения
решений дифференциальных систем разного ви-
да, многие из которых реализованы и доступны в
современных системах компьютерной алгебры.
В некоторых прикладных задачах интерес могут
представлять не все компоненты вектора неиз-
вестных, а только их часть. В этом случае целесо-
образна постановка задачи частичного решения
системы, т.е. построение некоторых заранее вы-
бранных компонент вектора решений. Методы
построения частичных решений также известны
(см., например, [1]).

Отдельный интерес представляют системы,
коэффициентами которых являются формальные
ряды (степенные или лорановы). Поскольку ряды
являются потенциально бесконечными объекта-
ми, их использование вызывает ряд трудностей
при реализации в компьютерных системах сим-
вольных вычислений. При этом некоторые зада-
чи оказываются алгоритмически неразрешимы-
ми (см. [2, 3]). Тем не менее, методы для построения
решений дифференциальных систем, коэффици-
ентами которых являются ряды, существуют ([4]).

Ряды, использующиеся в качестве коэффици-
ентов систем, могут быть заданы в приближенном
виде, а именно в виде так называемых усечений –
начальных отрезков рядов. Задачи, связанные с
дифференциальными уравнениями, коэффици-
енты которых являются усеченными рядами, рас-
сматриваются в некоторых работах ([3, 5]).

В настоящей работе также будут рассматри-
ваться дифференциальные системы вида (1), ко-
эффициентами которых являются усечения фор-
мальных лорановых рядов. Нас будет интересо-
вать задача построения частичного решения, т.е.

≤ ≤1 k m
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построение некоторой заранее заданной компо-
ненты решения yk ( ), в виде такого усече-
ния лоранового ряда, которое не зависит от воз-
можных продолжений коэффициентов системы.

В разделе 2 приводятся обозначения и опреде-
ления основных понятий, используемых в работе.
В разделе 3 приводится постановка задачи и об-
щая схема решения. Описание предлагаемого ал-
горитма решения поставленной задачи приведе-
но в подразделе 4.4, некоторые детали его реали-
зации в системе Maple – в подразделе 4.5.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Пусть K – поле характеристики 0, под которым

будет пониматься некоторое числовое поле, на-
пример, поле рациональных чисел . Также бу-
дем использовать стандартное обозначение K[x] для
кольца многочленов переменной  с коэффициен-
тами из K: если p – ненулевой многочлен из K[x], то

, где  (i =

= 0, 1, ..., n), ,  – степень многочле-
на p; при этом .

Наряду с обычными многочленами из K[x], бу-
дем также рассматривать многочлены Лорана (ло-

рановы многочлены) из кольца : если p –

ненулевой многочлен Лорана, то ,

где , ,  ( ), ,
, .

Кольца K[x] и  будем рассматривать
как дифференциальные кольца с обычным диф-

ференцированием , для которых K будет яв-

ляться полем констант.
Для кольца квадратных матриц размера m × m

над кольцом R будем использовать стандартное
обозначение . Пусть A = ,
x–1]), тогда .

Для кольца формальных степенных рядов и
для кольца формальных лорановых рядов с коэф-
фициентами из K будем использовать стандарт-
ные обозначения  и  соответственно.

Для ненулевого элемента  его
валюация valα определяется как , при
этом . Пусть , то-
гда .

Пусть , , тогда d-усече-

ние  получается отбрасыванием всех членов a
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степени большей, чем d; если , то .
Пусть , тогда d-усечением
матрицы B назовем такую матрицу A =
= , x–1]), элементы которой явля-
ются d-усечениями соответствующих элементов

матрицы : ; d-усечение матрицы B будем

обозначать .

Пусть  для некоторой матрицы
. Матрицу 

будем называть продолжением матрицы A, если

для всех   выполняется ,
т.е. .

Дифференциальным модулем M называется m-
мерное линейное пространство над K, на котором
определено аддитивное отображение ,
удовлетворяющее следующему свойству (см. [6]):

 для всех  и . Отоб-
ражение  будем называть дифференцированием в M.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Будем рассматривать систему (1), ненулевая мат-
рица A которой является d-усечением некоторой

неизвестной матрицы : .
Нас будут интересовать частичные лорановы ре-
шения системы (1), т.е. решения в виде лорано-
вых рядов для некоторых заранее фиксированных
компонент вектора неизвестных. При этом нас не
будет интересовать вопрос построения всех коэф-
фициентов таких решений (если они есть), а воз-
можность определения максимального количе-
ства начальных членов лорановых рядов, которые
являются инвариантными относительно возмож-
ных продолжений A, а также вычисление коэф-
фициентов этих членов.

Для простоты задачу частичного решения бу-
дем рассматривать в постановке определения од-
ной компоненты решений yk ( ). Таким
образом задача сводится к определению, суще-
ствуют ли решения исходной системы (1), k-я
компонента которых может быть представлена в
виде лоранового ряда вне зависимости от продол-
жения коэффициентов системы, и если ответ по-
ложительный, то требуется определить макси-
мальное число первых членов такого ряда, не за-
висящих от возможных продолжений элементов
матрицы A.

Для решения поставленной задачи сведем ее к
задаче построения лорановых решений скалярных
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линейных дифференциальных уравнений с коэф-
фициентами в виде усеченных степенных рядов,
которая подробно рассмотрена в работе [5]. Там
же предложен алгоритм, который для краткости
будем называть TSLS (Truncated Series Laurent
Solution). Для решения задачи с использованием
TSLS алгоритма потребуется:

1. для заданной компоненты yk исходной си-
стемы (1) построить скалярное дифференциаль-
ное уравнение, позволяющее строить решения
k-й компоненты исходной усеченной системы;

2. представить коэффициенты построенного
скалярного уравнения в виде усеченных степен-
ных рядов, приняв во внимание усеченность ко-
эффициентов исходной системы;

3. применить алгоритм TSLS для построения
начальных элементов лорановых решений для
компоненты yk исходной системы.

3.1. Алгоритм TSLS

В работе [5] авторами подробно рассмотрена
задача построения лорановых решений скаляр-
ных дифференциальных уравнений вида

(2)

где , неотрицательные целые ,

. Числа ti являются степенями усечения ко-

эффициентов:  для некоторого .
Алгоритм TSLS (подробности см. [5]) по урав-

нению (2) строит индуцированное рекуррентное
уравнение

(3)

такое, что уравнение (2) имеет лораново решение

 тогда и только тогда, ко-
гда двусторонняя последовательность

удовлетворяет уравнению (3), т.е.

где каждый из многочленов  (k = 0, 1,
...) строится по коэффициентам при степенях xk в
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равную r; коэффициент  играет роль опреде-
ляющего многочлена – множество его целых кор-
ней содержит все возможные валюации лорано-
вых решений. Для каждой возможной валюации
выполняется попытка вычислить начальные ко-
эффициенты лоранового решения. Анализ полу-
чающихся значений коэффициентов лорановых
решений позволяет отфильтровать только те ва-
люации, решения с которыми существуют и не
зависят от возможных продолжений коэффици-
ентов исходного уравнения (2), а также построить
максимальное число начальных членов лорано-
вых решений, инвариантных относительно про-
должения коэффициентов исходного уравнения.

4. ЧАСТИЧНЫЕ ЛОРАНОВЫ РЕШЕНИЯ

Для применения алгоритма TSLS необходимо
по исходной системе (1) построить скалярное
уравнение вида (2), позволяющее строить реше-
ния для компоненты yk. Также потребуется опре-
делить степени усечения коэффициентов постро-
енного скалярного уравнения, чтобы учесть степе-
ни усечения коэффициентов исходной системы.

4.1. Построение скалярного уравнения

Задача решения нормальных дифференциаль-
ных систем относительно части неизвестных по-
дробно рассмотрена в [1], где приводится алгоритм
(AB-алгоритм), который в частности позволяет по-
строить по заданной системе для фиксированной
неизвестной yk ( ) скалярное дифферен-
циальное уравнение, все решения которого и толь-
ко они являются первыми компонентами всех ре-
шений исходной системы (см. [1, предл. 2]). Будем
использовать метод, основанный на AB-алгоритме.

Чтобы скалярное дифференциальное уравне-
ние, строящееся AB-алгоритмом, использовало в
качестве дифференцирования θ, будет удобно пе-
рейти от системы (1) к системе

где матрица системы . Рассмотрим диффе-

ренциальный модуль  с дифференцирова-

нием ΔxA : . Определим матрицу
, x–1]), столбцы которой  =

= , , считая .

0( )u n

≤ ≤1 k m

θ = ,ˆy Ay

=Â xA

[ ]mK x

→ θ +v v v
TxA

Δ ∈v[ ] Mat ( [xA m K x ,Δ v[ ]*xA i

−Δ v
1i

xA ≤ ≤1 i m Δ =v v
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Возьмем вектор , в
котором “1” стоит в k-й позиции. Пусть  ≠
≠ 0, тогда коэффициенты скалярного уравнения

(4)

строящегося AB-алгоритмом, могут быть вычис-
лены по формулам:

(5)

Здесь [ΔxAek](i) – матрица, получающаяся из [ΔxAek]

заменой i-го столбца вектором ek.
Корректность формул (5) следует непосред-

ственно из корректности AB-алгоритма (см. [1]).
Решениями уравнения (4) являются k-е компо-
ненты решений системы (1) в произвольном диф-
ференциальном расширении основного поля.

Поскольку элементами матрицы A являются
многочлены Лорана, в случае  коэффи-
циенты ai ( ), вычисляемые по форму-
лам (5), в общем случае являются многочленами
Лорана. Чтобы гарантировано получить скалярное
уравнение, коэффициенты которого являются мно-
гочленами, в случае  домножим каждый из

коэффициентов на , где :

(6)

Замечание 1. При вычислении коэффициентов
скалярного уравнения по формулам (5) или (6)
возможно появление общих множителей. Для
дальнейшего будет важно, что сокращение на об-
щие множители не производится.

4.2. Оценки коэффициентов
скалярного уравнения

Поскольку коэффициенты системы (1) явля-
ются усечениями лорановых рядов, мы не облада-
ем всей полнотой информации о системе. Раз-
личные продолжения коэффициентов системы
могут влиять на строящиеся решения. Строящиеся
коэффициенты скалярного уравнения для ком-
поненты yk, являющиеся многочленами, также
нужно рассматривать как усечения рядов. На сле-
дующем этапе необходимо установить соответ-
ствие степеней усечения коэффициентов скаляр-
ного уравнения со степенями усечения коэффи-
циентов исходной системы.
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Определим  – как матрицу, полученную
продолжением -го элемента A, тогда ее (i, j)-й
элемент будет выражаться следующим образом:

где d = degA, α – символьный коэффициент (кон-

станта). Матрицу  будем называть одноэле-
ментным -продолжением .

Поскольку формулы вычисления коэффициен-
тов скалярного дифференциального уравнения для
неизвестной yk различаются в зависимости от зна-
чения , рассмотрим случаи

 и  отдельно.

Предложение 1. Пусть , ,
x–1]), такая, что , d = degA, q =
= ,  ( ) – коэффициенты
скалярного дифференциального уравнения, вы-

численные по формулам (5). Пусть ,
где  – произвольная матрица такая,
что , и  ( ) – коэффициен-
ты скалярного дифференциального уравнения, вы-
численные по формулам (5) для матрицы .

Тогда:

1) для : , где  –
– q(m – 2);

2) , где .

Доказательство. Достаточно рассмотреть од-

ноэлементное продолжение . Обозначим pj

( ) – минимальную степень x среди эле-

ментов вектора , в коэффициенте при ко-
торой появляется символьный коэффициент α;
если α вообще не появляется ни в одном из эле-

ментов вектора , то положим . Че-

рез  ( ) обозначим минимальную ва-

люацию элементов вектора . Для pj и 
верны следующие оценки, непосредственно следу-
ющие из определения : ; для

(7)
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Символьный коэффициент α будет присутство-
вать в определителях, участвующих в формулах
(5), в качестве коэффициента при минимальной
степени x, если оценки (7) обратятся в равенства.

1) Поскольку  состоит из векторов

 ( ), то минимальная сте-
пень x, в коэффициенте при которой возможно
появление символьного коэффициента α в

, определяется как

Для  в коэффициентах an участвуют мат-
рицы , отличающиеся от 
одним (n + 1)-м столбцом, вместо которого под-

ставляется вектор . Минимальная сте-
пень x, в коэффициенте при которой возможно
появление символьного коэффициента α в

, определяется как

2)  отличается от  первым
столбцом, в качестве которого используется век-

тор . Поэтому минимальная степень x, в
коэффициенте при которой возможно появление
символьного коэффициента α в ,
определяется как

Предложение 2. Пусть , ,
x–1]), такая, что , d = degA, q =
=  > 0, ai ( ) – коэффициенты
скалярного дифференциального уравнения, вы-

численные по формулам (6). Пусть ,
где  – произвольная матрица такая,
что , и  ( ) – коэффициенты
скалярного дифференциального уравнения, вычис-
ленные по формулам (6) для матрицы .
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Тогда:

1) , где ;

2) для : , где  + 2q;

3) , где .
Доказательство отличается от доказательства

предложения 1 оценками величин pj, . В случае
q > 0 для  будут справедливы следующие не-
равенства:

1) Поскольку  состоит из векторов

 ( ), то минимальная степень
x, в коэффициенте при которой возможно появле-
ние символьного коэффициента α в ,
определяется как

Учитывая множитель  в (6), получаем

 + 
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мальная степень x, в коэффициенте при которой
возможно появление символьного коэффициен-
та α в , определяется как

Учитывая множитель  в (6), получаем
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символьного коэффициента α в ,
определяется как

Учитывая множитель  в (6), получаем

 + . h

Пример 1. Рассмотрим усеченную систему ,
где

 и степень усечения коэффициентов
d = 1. Построим начальный отрезок лоранового
решения для компоненты y1, не зависящий от
продолжений коэффициентов системы. Коэф-
фициенты скалярного дифференциального урав-
нения для y1 вычисляются по формулам (5), само
уравнение будет иметь вид:

(8)

Не все слагаемые в коэффициентах уравнения (8)
являются инвариантными относительно возмож-
ных продолжений коэффициентов исходной си-
стемы. Применяя оценки из предложения 1, урав-
нение (8) можно переписать в виде

после сокращения на x2, окончательно получаем

(9)

Алгоритм TSLS, примененный к уравнению (9), по-

строит определяющий многочлен ,
откуда получаем множество возможных валюа-
ции решений {0, 2}. Далее будет построено реше-

ние с валюацией 2: , где c2 – про-
извольная постоянная. При этом решение с ва-
люацией 0 построено не будет, поскольку не при
всех продолжениях коэффициентов уравнения (9)
оно будет иметь лораново решение с валюацией 0.
В то же время valA = 0 и, согласно [7, Theorem 13.1],
эта система должна иметь два линейно независи-
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мых решения в виде степенных рядов. Поскольку
, два линейно независимых решения

в виде степенных рядов должна иметь компо-
нентна y1.

Продолжения коэффициентов построенного ска-
лярного дифференциального уравнения (9) не явля-
ются произвольными и зависят от продолжений ко-
эффициентов исходной системы. Чтобы учесть это,
применим метод наращивания коэффициентов, заклю-
чающийся в следующем: добавим к коэффициентам
исходной системы символьные коэффициенты до xn

(n > d) включительно, построив матрицу A[n], элемен-

ты которой , где  – сим-
вольные коэффициенты. Добавленные коэффици-
енты считаются известными, поэтому они будут ис-
пользованы алгоритмом TSLS в строящихся
решениях. Будем последовательно наращивать ко-
эффициенты, пока в каждое из решений, строящих-
ся алгоритмом TSLS, не попадут добавленные
символьные коэффициенты. После этого усечем
полученные решения так, чтобы в них не оста-
лось символьных коэффициентов. Так построен-
ные решения будут содержать максимальное чис-
ло начальных членов лорановых рядов, не завися-
щих от возможных продолжений коэффициентов
исходной усеченной системы.

Для рассматриваемого примера матрица A[2]

будет иметь вид:

Скалярное уравнение для неизвестной y1 системы
с матрицей A [2], коэффициенты которого вычис-
лены по формулам (5) и усечены, используя оцен-
ки предложения 1, будет иметь вид (x2 + x3α122 +

+  +  +

+  = 0, применение ал-
горитма TSLS к этому уравнению даст два линей-

но независимых решения  и

 + O(x4) с валюациями 0 и 2

соответственно. Поскольку в первое решение не
вошли элементы с добавленными символьными
коэффициентами α, нет гарантии, что первое ре-
шение содержит максимальное число слагаемых,
не зависящих от возможных продолжений коэф-
фициентов исходной системы, и нужно добавить
символьные коэффициенты с x3, т.е. рассмотреть
систему с матрицей
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Применение TSLS алгоритма к скалярному диф-
ференциальному уравнению с усеченными коэффи-
циентами, строящемуся по системе с матрицей A [3]

относительно y1, дает два линейно независимых ре-

шения  –  +  –

–  + O(x4) и c2x2 +  +

+  + O(x5). Отбрасывая

элементы, начиная с которых в коэффициенты
входят добавленные символьные коэффициенты
α, окончательно получаем два линейно независимых
решения с максимальным числом элементов, инва-
риантных относительно возможных продолжений

коэффициентов исходной системы:  +

+ O(x3) и . Заметим, что второе реше-
ние является частным случаем первого решения
при c1 = 0.

4.3. Вполне определенные системы

Не всегда наращивание коэффициентов поз-
воляет решить поставленную задачу. Рассмотрим
следующий пример.

Пример 2. Пусть матрица усеченной диффе-
ренциальной системы (1) с вектором неизвестных

 имеет вид

(10)

Будем интересоваться лорановыми решениями
для компоненты y1. Скалярное уравнение для y1

после усечения коэффициентов будет иметь вид

Алгоритм TSLS не применим к уравнениям тако-
го вида, поскольку в коэффициентах содержится
слишком мало информации, из-за чего не воз-
можно построить определяющий многочлен 
для определения возможных валюаций решений.
Добавление символьных коэффициентов к эле-
ментам A до степени x4 дает A [4] с элементами
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Скалярное уравнение для , построенное по A[4],
после усечения коэффициентов будет иметь вид

 + ((24α134 – 6)x6 +

+  +  =
= 0. Определяющий многочлен, строящийся ал-
горитмом TSLS, будет иметь вид u0(n) =

=  +  +  =
= , т.е. будет зависеть от
значения добавленного символьного коэффици-
ента α134. Добавление символьных коэффициен-
тов с большими степенями не изменит определяю-
щий многочлен. И в этом случае без дополнитель-
ных исследований алгоритм TSLS оказывается
неприменим.

Определение 1. Пусть  –
матрица системы (1), ,  = –
valA – 1, . Пусть  ( ), ai

( ) – коэффициенты, вычисленные по фор-
мулам (5) (по формулам (6)), ,

 ( ). Систему (1)
будем называть вполне определенной относительно
неизвестной yk, если .

Алгоритм TSLS для построения частичных ре-
шений для неизвестной yk может быть гарантиро-
ванно применен только к вполне определенным от-
носительно yk системам. В этом случае определяю-
щий многочлен, строящийся алгоритмом TSLS,
гарантированно не зависит от возможных про-
должений коэффициентов исходной системы.
Возможность использования алгоритма TSLS для
систем, не являющихся вполне определенными
относительно yk, требует дополнительного иссле-
дования, которое в настоящей работе не прово-
дится.

Система с матрицей (10) из предыдущего при-
мера не является вполне определенной относи-
тельно y1: в этом случае d = 3, , R = 6,  и
условие  не выполняется. Также система из
примера 3 не является вполне определенной отно-
сительно y2, но в то же время она является вполне
определенной относительно неизвестной y3.

 − − + + α − + α α
 

− + α + + α + α . 
 + α + α + α 

2 3 4 4 4
114 124 134

4 4 3 4
214 224 234

4 4 4
314 324 334

1

1 1

1 1

x x x x x x

x x x x x

x x x x

1y

− α + + θ6 7 3
134 1(( 4 1) ( ))x O x y

θ7 2
1( ))O x y − α + + θ +6 7 8

134 1 1(( 20 5) ( )) ( )x O x y O x y

− α + 3
134( 4 1)n α − 2

134(24 6)n − α +134( 20 5)n
− − − α134( 1)( 5)(1 4 )n n n

−∈ , 1Mat ( [ ])mA K x x
= degd A = −val( )q xA

≤ ≤1 k m ≤ 0q > 0q
≤ ≤0 i m

≤ ≤=v 0min vali m ia
= + − −2 ( 2)R d q m = + +2R d q

<v R

= −1q =v 6
<v R



52

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2021

ПАНФЁРОВ

4.4. Алгоритм

Предлагаемый алгоритм построения частич-
ных решений усеченной дифференциальной си-
стемы (1) принимает на вход матрицу A системы,
являющейся d-усечением некоторой неизвестной
матрицы  и номер  не-
известной, для которой необходимо построить
лораново решение.

Алгоритм состоит из следующих шагов:
1. ; ;
2. ;

3. построить матрицу , добавив к элементам
A члены до степени xp с символьными коэффици-

ентами:  ( );

4. построить скалярное дифференциальное
уравнение для компоненты yk, используя для ко-
эффициентов формулы (5), если , или фор-
мулы (6), если ;

5. усечь коэффициенты скалярного дифферен-
циального уравнения, используя оценки предложе-
ния 1 (при ) или предложения 2 (при q > 0);

6. применить к полученному скалярному диф-
ференциальному уравнению с усеченными коэф-
фициентами алгоритм TSLS;

7. если результатом алгоритма TSLS является
пустое множество, то закончить выполнение ал-
горитма, лорановых решений нет;

8. если хотя бы в одно из решений, выданных
алгоритмом TSLS, не входят добавленные сим-
вольные коэффициенты α, то вернуться к шагу 2;

9. усечь полученные решения так, чтобы в них
остались только члены, в коэффициенты которых
не входят α, и выдать их в качестве результата ра-
боты.

Предложение 3. Пусть усеченная дифференци-
альная система (1) является вполне определенной
относительно неизвестной yk ( ). Тогда
предложенный алгоритм построит максимальное
число начальных членов лоранового решения k-й
компоненты решений системы (1), независящих
от продолжений коэффициентов системы, либо
установит, что таких решений не существует.

Доказательство. Поскольку заданная усеченная
система (1) является вполне определенной относи-
тельно неизвестной yk, определяющий многочлен,
строящийся алгоритмом TSLS по скалярному диф-
ференциальному уравнению для yk, не зависит от
возможных продолжений коэффициентов систе-
мы и позволяет определить все возможные валю-
ации лорановых решений для компоненты yk или
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установить, что лорановых решений нет. Дока-
жем, что алгоритм всегда завершает свою работу,
т.е. что процесс наращивания коэффициентов
системы (шаги 2 и 3) обязательно приводит к то-
му, что все полученные алгоритмом TSLS реше-
ния будут зависеть от символьных коэффициен-
тов α. Для этого покажем, что для достаточно
больших значений p условие шага 8 не выполня-
ется и возврата к шагу 2 не происходит.

Пусть . Рассмотрим отдельно слу-
чаи  и .

1) Пусть , тогда коэффициенты скалярно-
го уравнения для yk вычисляются по формулам (5)
и усекаются, используя оценки предложения 1.
Поскольку степень усечения коэффициента am не
больше степени усечения других коэффициентов
скалярного уравнения, достаточно, чтобы сим-
вольные коэффициенты α остались после усече-
ния в коэффициенте am. Пусть , обо-

значим  – старший коэффициент
скалярного уравнения, построенного для неиз-
вестной  дифференциальной системы (1) с мат-
рицей A[p]. Не трудно видеть, что  = m(m –
– 1)(p + 1)/2, причем старший коэффициент, т.е.

коэффициент при  в , вычисляется толь-
ко через  ( ). После наращивания ко-

эффициентов получаем , при-

чем коэффициент при  в  отличается от

коэффициента при той же степени x в  слагае-
мыми, в каждое из которых множителем входят
добавленные коэффициенты , подстановка
нулей вместо которых необходимо приводит к ко-

эффициенту при  в . Таким образом, ко-

эффициент при  обязательно будет содер-
жать символьные коэффициенты α при .

Чтобы член с  остался после усечения в ко-
эффициенте , должно выполняться условие
p + 2 –  > . Чтобы коэффициент

при  участвовал в построении решений (см.
[3, Prop. 1]), дополнительно требуется выполнение
условия  – ,
где ai ( ) – коэффициенты скалярного
дифференциального уравнения для yk, вычислен-
ные по формулам (5),  – соответственно наи-
больший и наименьший целые корни определяю-
щего многочлена, строящегося алгоритмом TSLS.
Окончательно получаем, что для
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в коэффициенты решений, строящихся алгорит-
мом TSLS, попадут добавленные символьные ко-
эффициенты α, поэтому рост p на шаге 2 алгорит-
ма ограничен сверху значением pmax, для которого
справедлива оценка

(11)

2) Пусть q > 0, коэффициенты скалярного урав-
нения для yk вычисляются по формулам (6) и усека-
ются, используя оценки предложения 2. Поскольку
наименьшая из оценок усечения соответствует ко-
эффициенту a0, рассуждения аналогичны п. 1, но
относительно коэффициента a0. Пусть  = de-

gA, обозначим  =  – млад-
ший коэффициент скалярного уравнения, по-
строенного для неизвестной yk дифференциаль-

ной системы (1) с матрицей A[p]. Тогда  =
=  = m(m – 1)(p + q + 1)/2,
поскольку, как нетрудно показать,  =

= . Чтобы член с  остался

после усечения в коэффициенте , должно вы-

полняться условие , и чтобы ко-

эффициент при  участвовал в построении
решений (см. [3, Prop. 1]), дополнительно требуется
выполнение условия  >
> , где ai ( ) – коэффициенты ска-
лярного дифференциального уравнения для yk,
вычисленные по формулам (6),  – соответ-
ственно наибольший и наименьший целые корни
определяющего многочлена, строящегося алго-
ритмом TSLS. Окончательно получаем, что для

в коэффициенты решений, строящихся алгорит-
мом TSLS, попадут добавленные символьные ко-
эффициенты α, поэтому рост p на шаге 2 алгорит-
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ма ограничен сверху значением pmax, для которого
справедлива оценка

(12)

□
Пример 3. Рассмотрим работу алгоритма на при-

мере усеченной системы , где ,

Данная система является вполне определенной от-
носительно y1. Найдем лорановы решения для ком-
поненты y1, используя предложенный алгоритм.

Для заданной системы степень усечения d = 0.
На шаге 1 устанавливаем , .
На шаге 2, являющимся началом цикла, увеличи-
ваем p до 1. На шаге 3 строим матрицу

На шаге 4 получаем скалярное дифференциаль-
ное уравнение для неизвестной y1, которое, после
усечения коэффициентов на шаге 5, примет вид

 +  +

+ O(x5))θy1 +  = 0. Лораново ре-
шение, строящееся для этого скалярного уравне-
ния с помощью алгоритма TSLS на шаге 6, имеет

вид . Поскольку построен-
ное решение не содержит добавленных символь-
ных коэффициентов α, возвращаемся к шагу 2 и
увеличиваем p до 2. На шаге 3 строим матрицу A [2],
которая примет вид

Скалярное дифференциальное уравнение, строящее-

ся по , после усечения коэффициентов на шаге 5,

будет иметь вид:  + O(x7))θ2y1 +

+  +  – α122 –

‒ α221)x5 + O(x6))θ2y1 +  +

+  = 0. Применение к нему алгоритма
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TSLS дает в результате решение  +

+ . Отбрасывая чле-

ны, начиная со степени x3, поскольку в коэффи-
циент перед ней вошли добавленные ,

окончательно получаем .
Замечание 2. Оценки (11) и (12) степени наращи-

вания коэффициентов системы зачастую оказыва-
ются завышенными. Для системы из примера 2, ис-
пользуя оценку (12), можно получить условие

 хотя алгоритм завершил
работу уже при p = 2. Последовательное наращи-
вание коэффициентов зачастую позволяет избе-
жать лишних вычислений.

4.5. Реализация

Предложенный алгоритм реализован в систе-
ме компьютерной алгебры Maple в виде процеду-
ры LaurentPartialSolution(A,k,d), при-
нимающей в качестве параметров матрицу A систе-
мы (1), элементами которой являются многочлены
или многочлены Лорана, порядковый номер k ком-
поненты вектора неизвестных, для которой будут
строиться частичные решения, и необязательный
параметр d, задающий степень усечения коэффи-
циентов системы. Если параметр d не указан, в ка-
честве степени усечения берется максимальная
степень элементов матрицы A.

Процедура LaurentPartialSolution ис-
пользует для работы ряд вспомогательных проце-
дур: MinimalEquationTheta, MinimalTrun-
catedEquationTheta, ReduceSolutions.

Процедура MinimalEquationTheta(A,k)
предназначена для построения скалярного диф-
ференциального уравнения, записанного с помо-

щью оператора , для компоненты реше-

ний yk дифференциальной системы (1) с матри-
цей A. Для этого используются формулы (5) или
(6) в зависимости от вычисляемого значения q =
= –valA – 1.

Процедура MinimalTruncatedEquation-
Theta(A,k) строит скалярное дифференциаль-
ное уравнение с помощью процедуры Minima-
lEquationTheta и усекает его коэффициенты с
помощью оценок предложений 1 или 2 в зависи-
мости от значения q = –valA – 1.

Процедура ReduceSolutions(L), которой
передается список L лорановых решений, строя-
щихся алгоритмом TSLS, сокращает его, убирая
решения с большими валюациями, являющиеся

частными случаями решений с меньшими валюа-
циями при занулении свободных постоянных.

Результатом работы процедуры LaurentPar-
tialSolution является список найденных ло-
рановых решений (начальные члены, инвариант-
ные относительно продолжения коэффициентов
системы) для компоненты yk дифференциальной
системы (1), либо сообщение об ошибке, если си-
стема не является вполне определенной относи-
тельно неизвестной yk. Строящийся список реше-
ний в частности может быть пустым, если для k-й
компоненты нетривиальных лорановых решений
не существует.

В своей работе процедура LaurentPartialSo-
lution обращается к реализации алгоритма TSLS,
разработанной авторами [5] и доступной по адресу
http://www.ccas.ru/ca/truncatedseries.
Исходный код процедуры LaurentPartialSo-
lution и всех вспомогательных процедур доступен
по адресу http://www.ccas.ru/ca/_media/
tslps.mpl.

Пример 4. Продемонстрируем работу процедур
на примере дифференциальной системы (1) с
матрицей

> A:=Matrix([[1, x], [-x, 1]])

> MinimalEquationTheta(A,1)

> MinimalTruncatedEquationTheta(A,1)

> LaurentPartialSolution(A,1)
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