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В работе исследуется задача символьного представления общего решения системы обыкновенных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, заданными в символьном виде,
при условии, что некоторые символьные константы могут обращаться в ноль. Кроме того, символь-
ное представление собственных векторов матрицы коэффициентов системы не единственно.

В работе на примере исследуемой системы показано, что стандартные процедуры компьютерной
алгебры отыскивают конкретные символьные представления собственных векторов, игнорируя су-
ществование других символьных представлений собственных векторов. В свою очередь предлагае-
мые системой компьютерной алгебры собственные векторы могут быть непригодны для построе-
ния численных алгоритмов на их основе, что продемонстрировано в работе.

Авторами предложен алгоритм отыскания различных символьных представлений собственных век-
торов символьно заданных матриц. В работе рассматривается конкретная система дифференциаль-
ных уравнений, полученная при исследовании решений уравнений Максвелла, однако предложен-
ный алгоритм исследования применим к произвольной системе с нормальной матрицей коэффи-
циентов.

DOI: 10.31857/S0132347421010040

1. ВВЕДЕНИЕ
Существуют различные подходы к моделиро-

ванию оптических явлений, которые можно раз-
бить на две большие группы: символьный и чис-
ленный.

1.1. Символьный подход
Символьный подход состоит в ряде аналитиче-

ских упрощений уравнений, выделяющих важные
частные случаи, допускающие при этом исследо-
вание на символьном уровне [1, 2]. При таком под-
ходе стараются получать символьные либо сим-
вольно-численные выражения, позволяющие ка-
чественно исследовать упрощенную модель.

1.2. Численный подход
В рамках численного подхода за постановкой

задачи следует построение приближенного мето-
да ее решения – либо разностного [3–5], либо ка-

кого-то иного, вроде методов Галеркина [6–8],
Канторовича [9, 10] или метода конечных эле-
ментов [11, 12]. Численный подход требует от ис-
следователя внимательного построения матема-
тического метода решения задачи и почти всегда
исключает аналитическое упрощение представ-
ленной модели и угадывания вида решения. Одна-
ко в численном подходе можно строить методы,
подходящие для исследования широкого класса
задач с большим произволом параметров модели.

1.3. Цель исследования
Авторский подход относится к группе сим-

вольных методов решения уравнений Максвелла,
отвечающих волноводному распространению в
плавно-нерегулярных протяженных волновод-
ных структурах [1, 2].

Основа подхода – представление электромаг-
нитного поля в виде асимптотического ряда [13], в
котором явно разделены амплитудная и фазовая ча-
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сти поля. Такое представление электромагнитного
поля позволяет в нулевом приближении редуциро-
вать уравнения Максвелла к двум алгебраическим
уравнениям и системе четырех обыкновенных диф-
ференциальных уравнений относительно ампли-
тудных частей электромагнитного поля, причем
матрица коэффициентов этой системы задана в
символьном виде. Общее решение такой системы
обыкновенных дифференциальных уравнений
можно записать с помощью собственных векто-
ров и собственных значений матрицы коэффици-
ентов. Так как матрица коэффициентов задана в
символьном виде, собственные значения и соб-
ственные векторы нужно по этой причине отыс-
кивать в символьном виде.

Настоящая работа посвящена исследованию
различных возможных вариантов символьного
представления собственных векторов матрицы
коэффициентов системы, от которого зависит
представление общего решения и дальнейшие
численные расчеты. Особенность исследования
также состоит в том, что некоторые символьные
константы в матрице коэффициентов могут обра-
титься в ноль, что также нужно учитывать при
символьных манипуляциях с целью исключения
возникновения особенностей, которые подробно
описаны в следующем разделе.

2. МОТИВАЦИЯ

В рамках предлагаемого авторами подхода по-
лучается система обыкновенных дифференци-
альных уравнений следующего вида [2]

(2.1)

в которую входит производная искомой вектор-
функции  только по x, однако коэффициенты
системы есть кусочно-постоянные функции пе-
ременной x, а также функции от y, z, поэтому ис-
комая величина  зависит от x, y, z.

Если рассмотреть систему в какой-нибудь об-
ласти постоянства коэффициентов по x, то она
будет иметь вид

(2.2)

то есть это система обыкновенных дифференци-
альных уравнений с постоянными по x коэффи-
циентами, так как коэффициенты системы зави-
сят только от y, z. Также важно отметить, что среди
коэффициентов системы встречаются неизвест-
ные функции от y, z, которые определяются из
условия разрешимости системы граничных урав-
нений [2]. Система граничных уравнений форми-
руется из записи граничных условий [2], следую-
щих из условий сопряжения электромагнитных
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полей на всех поверхностях разрыва коэффици-
ентов системы (2.1).

Для каждой системы вида (2.2), отвечающей
каждой области постоянства коэффициентов по
x, можно записать ее общее решение с помощью
собственных векторов и собственных значений
матрицы коэффициентов, в которые будут входить
в виде символьных выражений неизвестные функ-
ции от y, z. Поэтому для записи общего решения не-
обходимо в символьном виде решать задачу на соб-
ственные значения и собственные векторы квад-
ратной матрицы, элементы которой заданы в
символьном виде. Подобные возможности заложе-
ны в различных системах компьютерной алгебры.

Практика символьного отыскания собствен-
ных векторов в системе Maple показывает, что
символьное представление собственного вектора
может быть не единственно. Другими словами,
для каждого собственного значения символьно
заданной матрицы может существовать некото-
рое множество различных символьных представ-
лений собственного вектора, поэтому важно
иметь алгоритм отыскания множеств различных
символьных представлений собственных векто-
ров. Он необходим для выбора наиболее подходя-
щих для последующих этапов исследования сим-
вольных представлений собственных векторов.

В символьное представление собственных
векторов могут входить неизвестные функции от
y, z, поэтому необходимо, чтобы:

1) символьное представление собственного
вектора имело смысл для всей области значений
неизвестных функций: например, если функция
находится в знаменателе выражения и может об-
ращаться в ноль, то это выражение может устре-
миться к бесконечности и использовать его в об-
щем случае некорректно;

2) линейно независимые собственные векторы
оставались таковыми для всей области значений
неизвестных функций, если это возможно: на-
пример, если функция может обращаться в ноль,
то она может обнулять компоненты собственных
векторов и, тем самым, линейно независимые
собственные векторы могут стать линейно неза-
висимыми.

Учитывая описанные особенности рассматри-
ваемой системы дифференциальных уравнений
вида (2.1), для построения эффективного числен-
ного алгоритма ее решения необходимо исследо-
вать символьное представление собственных век-
торов ее матрицы коэффициентов с учетом тре-
бований 1) и 2) выше. Исследованию этой задачи
и посвящена настоящая работа.

Результаты исследования ценны как промежу-
точный шаг, на базе которого строится последую-
щий численный алгоритм расчета электромаг-
нитного поля.
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3. МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ

3.1. Асимптотическое разложение решения

3.1.1. Вид решения. Электромагнитное поле
представляем в виде асимптотического ряда [13],
в котором явно разделены амплитудная и фазовая
части поля [2]:

(3.1)

(3.2)

где k0 – волновое число,  определяет фазу, а

  определяют амплитуду s-го

порядка. В записи   отделение
x точкой с запятой означает следующее предполо-
жение:     являются
малыми величинами. Другими словами справедли-
вы следующие выражения для производных:

и аналогичные выражения:

в которых ϕy и ϕz – частные производные 
по y и z соответственно.

3.1.2. Редукция уравнений Максвелла – общий
случай. Уравнения Максвелла в нулевом прибли-
жении (s = 0) асимптотического разложения ре-
дуцируются к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка [2]:

(3.3)

и двум дополнительным соотношениям

(3.4)

где искомая вектор-функция  содержит величи-

ны , которые описыва-
ют распределение по x соответствующей компо-
ненты поля в каждой точке (y, z). Матрица A опре-
делена следующим образом [2]
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(3.5)

где  и  есть кусочно-по-
стоянные функции – диэлектрическая и магнит-
ная проницаемости соответственно. В каждом
слое волновода с постоянными диэлектрической
и магнитной проницаемостями  решение си-
стемы дифференциальных уравнений (3.3) мож-
но представить в следующем виде [2], который
получен с помощью функции Eigenvectors пакета
LinearAlgebra в Maple [14]:

(3.6)

где , , , γ =
= k0η, а  – неопределенные константы в
каждой точке (y, z).

Замечание. Собственному значению γ =

=  отвечают два собственных вектора

(3.7)

а собственному значению –γ отвечают два других
собственных вектора

(3.8)

При  они линейно независимы.
3.1.3. Редукция уравнений Максвелла – част-

ный случай. Уравнения Максвелла в нулевом при-
ближении (s = 0) асимптотического разложения
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при  редуцируются к системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого по-
рядка [2]:

(3.9)

и двум дополнительным соотношениям

(3.10)

где искомая вектор-функция  содержит величи-

ны , которые описы-
вают распределение по x соответствующей ком-
поненты поля в каждой точке (y, z). Матрица A0

определена следующим образом

(3.11)

В слое с постоянными диэлектрической и маг-
нитной проницаемостями  решение системы
дифференциальных уравнений (3.10) можно
представить в следующем виде [2], который полу-
чен с помощью функции Eigenvectors пакета
LinearAlgebra в Maple [14]:

(3.12)
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(y, z).

Замечание. Собственному значению γ0 =
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Причем, по сравнению с общим случаем

Главная мотивация исследования. Неудобство
использования приведенных выше символьных
представлений собственных векторов состоит в
том, что при  собственные векторы (3.7),
(3.8) не переходят в (3.13), (3.14) и становятся ли-
нейно зависимыми. С физической точки зрения
ϕy может равняться нулю, причем, так как ϕy ис-
комая величина, заранее мы не знаем при каких y,
z она обратится в ноль, и потому нам нужно уни-
версальное представление собственных векторов.
А именно такое, при котором собственные векто-
ры в общем случае переходят в (3.13), (3.14) при

 и, аналогично, при . С целью до-
биться такого соответствия проведем дополни-
тельное исследование возможных символьных
представлений собственных векторов, основан-
ное на преобразованиях перестановок.

3.2. Основа алгоритма исследования – 
преобразование перестановок

Рассмотрим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами

(3.15)

где  – вектор искомых величин,
A – квадратная невырожденная матрица коэффи-
циентов. Рассмотрим эту же систему, но при другом
порядке следования искомых величин , где
матрица перестановок P определяет новый поря-
док следования искомых величин. Система (3.15)
при новом порядке следования искомых величин

 преобразуется следующим образом:

(3.16)
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рицы перестановок .

Будем рассматривать случай диагонализируе-
мой матрицы A. В таком случае общее решение
однородной системы (3.15) можно записать в сле-
дующем виде
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где  – собственные векторы матрицы A, от-

вечающие ее собственным значениям . Не-
трудно проверить, что собственные значения мат-
рицы  совпадают с собственными значениями
матрицы A. Собственные векторы  матрицы

 связаны с собственными векторами матри-
цы A следующим образом

(3.18)

где нумерация векторов выбрана таким образом,
чтобы при фиксированном j векторы  и  отве-
чали одному и тому же собственному значению λj.
Отсюда же следует связь между матрицами соб-
ственных векторов

(3.19)
где столбцами матриц W и V выступают векторы

 и  соответственно.
Замечание. Существует множество различных

невырожденных преобразований, фактически лю-
бая невырожденная матрица P определяет некото-
рое преобразование искомых величин исследуе-
мой системы дифференциальных уравнений

. В настоящей работе мы рассматриваем
только преобразования перестановок.

Как показывает практика в случае, когда ко-
эффициенты системы (3.15) заданы в символьном
виде, в зависимости от преобразования порядка
следования искомых величин  символьное
представление собственных векторов различно.
Другими словами, в зависимости от порядка сле-
дования искомых величин системы (3.15) могут
получаться различные символьные представле-
ния собственных векторов.

Задача настоящего исследования состоит в
том, чтобы исследовать все возможные различные
символьные представления собственных векторов,
получаемые при различных перестановках иско-
мых величин, заданных различными матрицами
перестановок P.

Для изучения возможных символьных пред-
ставлений собственных векторов используем сле-
дующий алгоритм.

3.3. Алгоритм исследования
Ниже приведем формулировку метода, с по-

мощью которого в рамках работы мы изучаем
собственные векторы, определяющие решение
системы (3.15).

1. Для изучения различных вариантов символь-
ного представления собственных векторов сначала
сгенерируем все возможные матрицы перестано-
вок , где sj определяет текущую переста-
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новку из n элементов, причем  – тож-
дественная перестановка.

Генерацию всех возможных различных пере-
становок  в Maple осуществляем с помо-
щью функций firstperm и nextperm пакета
combinat [14].

Для каждой перестановки sj определяем мат-
рицу перестановок Pj, элементы которой состоят
из нулей и единиц: , а остальные рав-
ны нулю.

2. Далее формируем матрицу  и для
нее символьно определяем матрицу собственных
векторов Wj.

Символьное вычисление собственных векто-
ров осуществляем в Maple с помощью функции
Eigenvectors пакета LinearAlgebra [14].

Учитывая формулу (3.19) каждая матрица соб-
ственных векторов Wj определяет матрицу соб-
ственных векторов  исходной матрицы
A. Собственные значения исходной матрицы A и
любой матрицы  совпадают, однако
символьное представление собственных векторов
могут отличаться.

3. После вычисления всех матриц собственных
векторов , полученных всеми возмож-
ными различными перестановками sj, необходи-
мо избавиться от всех линейно зависимых соб-
ственных векторов, отвечающих каждому соб-
ственному значению.

Если векторы  и  линейно зависимы, то
 при  и из векторов  и 

достаточно оставить только один любой вектор.
4. В результате получим некоторое множество

различных символьных представлений собствен-
ных векторов, отвечающих каждому собственно-
му значению. В тривиальном случае каждому соб-
ственному значению отвечает множество из един-
ственного собственного вектора, в нетривиальном
случае одному собственному значению может со-
ответствовать несколько различных символьных
представлений собственных векторов.

Применим описанный алгоритм для исследо-
вания собственных векторов, определяющих ре-
шения системы (3.9) в частном случае  и си-
стемы (3.3) в общем случае.

3.4. Численный эксперимент
В качестве демонстрации применения полу-

ченных символьных результатов проведем числен-
ный эксперимент, в качестве структуры рассмат-
риваем структуру из [2]. В рамках предположения
линейной фазы из [2] , где β – коэффици-

=1 (1 2 )s … n

, = , !1js j n

[ ] =[ ] 1j jkP k s
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ент фазового замедления. Вычислим коэффици-
енты фазового замедления и соответствующие им
направляемые волноводные моды для волновод-
ной структуры из [2].

Структура представляет собой трехслойный вол-
новод с двумя полубесконечными слоями – под-
ложкой с , занимающей область x < 0 и по-
кровным слоем с , занимающей область x > h.
Между двумя полубесконечными слоями 
расположен волноводный слой с . На грани-
цах между слоями x = 0 и x = h должны выпол-
няться условия непрерывности компонент Ey, Hz,

. Поля направляемых мод характеризуются
также убыванием при бесконечном удалении от вол-
новодного слоя, то есть для направляемых мод долж-
ны выполняться асимптотические условия вида

, .
Зная символьное представление общего реше-

ния системы (3.3) в каждом слое (причем в полу-
бесконечных слоях общее решение должно удо-
влетворять асимптотическим условиям) можно
записать условия непрерывности компонент по-
ля. В итоге получится однородная система линей-
ных алгебраических уравнений – система гра-
ничных уравнений. Из условия разрешимости
системы граничных уравнений определяется фа-
за, а решение системы граничных уравнений есть
набор коэффициентов разложения решения в
каждом слое по ФСР. Численные параметры рас-
чета следующие:

(3.20)

Проведем численный эксперимент: для рас-
сматриваемой структуры вычислим допустимые
коэффициенты фазового замедления и поля со-
ответствующих волноводных мод используя три
различных представления общего решения в сло-
ях волновода:

1. первое представление соответствует случаю
;

2. второе представление соответствует случаю
, собственные векторы для которого вы-

берем с помощью описанного в разделе 3 символь-
ного алгоритма;

3. третье представление соответствует случаю
, собственные векторы для которого

определены с помощью встроенной функции
Eigenvectors (без использования описанного
алгоритма).

Мы ожидаем, что при стремлении δ к нулю ко-
эффициенты фазового замедления и поля соот-
ветствующих волноводных мод, полученные на
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ϕ = δ ≠ 0y
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основе собственных векторов с помощью предло-
женного алгоритма (второе представление), схо-
дятся к аналогичным результатам для случая

 (первое представление). Исследуем также
сходимость коэффициентов фазового замедле-
ния и полей соответствующих волноводных мод,
построенных на основе собственных векторов,
определенных с помощью встроенной функции
Eigenvectors (третье представление) к анало-
гичным результатам для случая  (первое
представление).

Поля волноводных мод для каждого из трех
представлений задаются в каждой подобласти в
виде отдельного символьного выражения:

(3.21)

где m = 1, 2, 3. Для каждого из трех представлений
система граничных уравнений формулируется из
условий сопряжения при x = 0 и x = h:

(3.22)

(3.23)
где m = 1, 2, 3. В результате получаем для каждого
m = 1, 2, 3 однородную систему линейных алгеб-
раических уравнений относительно искомых ве-
личин  для m = 1,  для m = 2 и  для m = 3.
Коэффициенты каждой системы зависят от

 при фиксированном . Условие разре-
шимости однородной системы линейных алгебраи-
ческих уравнений – это равенство нулю определите-
ля матрицы коэффициентов системы  = 0,
m = 1, 2, 3.

Отыскиваем численно такие значения 
(индекс s определяет номер направляемой моды),
при которых  при m = 1, 2, 3, а также
для каждого из таких значений отыщем набор ис-
комых величин, которые определяют поле соот-
ветствующей волноводной моды:  для m = 1, 

для m = 2 и  для m = 3.
Для поиска нулей воспользуемся классиче-

ским методом деления отрезка пополам [15], для
поиска решений однородных систем уравнений
воспользуемся командой Eigenvectors и выберем
тот собственный вектор, который соответствует
минимальному по модулю собственному значе-
нию. Для почти вырожденной матрицы мини-
мальное по модулю собственное значение близко
к нулю, поэтому собственный вектор, отвечаю-
щий минимальному по модулю собственному
значению, будет приближенным решением соот-
ветствующей однородной системы.
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Определив искомые величины  для m = 1, 

для m = 2 и  для m = 3, можно построить поля
волноводных мод.

Замечание. Поля волноводных мод определя-
ются с помощью посчитанных численно компо-
нент собственного вектора, отвечающего почти
нулевому собственному значению матрицы. Соб-
ственный вектор известен с точностью до мульти-
пликативной константы, поэтому и соответствую-
щие поля также известны с точностью до мульти-
пликативной константы. Поэтому, для корректного
сравнения полей необходимо их нормировать в ка-
ком-либо функциональном пространстве. Учиты-
вая только непрерывность компонент поля на гра-
ницах раздела и их убывание на бесконечности,
каждую компоненту поля можно рассматривать
как элемент пространства  на всей веще-
ственной оси. Поэтому рассматриваемые нами
вектор-функции , m = 1, 2, 3, состоящие
из четырех компонент поля, могут рассматри-
ваться как элементы пространства ,
состоящего из таких вектор-функций , для кото-
рых справедливо  . Скалярное
произведение в пространстве H определено как

(3.24)

где черта сверху обозначает комплексное сопря-
жение. Норма элемента  определена следующим
образом .

Вычисленные для каждого  вектор-функ-
ции 

• во-первых нормируем, чтобы норма каждой
функции была единичной, то есть  = 
для m = 1, 2, 3;

• во-вторых подбираем такие комплексные
числа  и , что  = 1,  = 1, чтобы

 и  были мини-
мальны (для этого воспользуемся алгоритмом,
представленным ниже в разделе 3.5).

В рамках численных экспериментов оценим
для различных значений δ и для различных на-
правляемых мод (индекс s определяет номер на-
правляемой моды) следующие величины

(3.25)

(3.26)
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характеризующие близость вычисленных коэф-
фициентов фазового замедления при  с ис-
пользованием приведенного алгоритма (m = 2) и
без его использования (m = 3) к соответствующим
коэффициентам фазового замедления при 
(m = 1).

Также оценим для различных значений  и для
различных направляемых мод (индекс s определяет
номер направляемой моды) следующие величины

(3.27)

(3.28)

характеризующие близость вычисленных (нор-
мированных) полей направляемых волноводных
мод при  с использованием приведенного
алгоритма (m = 2) и без его использования (m = 3)
к соответствующим (нормированным) полям на-
правляемых мод при  (m = 1).

3.5. Алгоритм подбора констант
для сравнения полей

Рассмотрим абстрактное гильбертово про-
странство H [16, 17]. Пусть имеется два элемента

 такие, что . Ищем такую ком-
плексную константу , , чтобы элементы

 и u отличались минимально друг от друга в
метрике рассматриваемого пространства H. Други-
ми словами ищем такую комплексную константу

,  (при таком выборе норма элемента 
остается единичной, так как ) что-

бы . Для простоты рассмотрения

введем параметр : α =  и отыщем мини-
мум неотрицательной функции

(3.29)

на отрезке .
Правая часть f(t) в развернутом виде имеет сле-

дующий вид :

(3.30)

Для поиска точек экстремума функции f(t) поль-
зуемся необходимым условием экстремума [18]:
находим ее производную

(3.31)

и решаем уравнение . Уравнение  = 0

тождественно выполнено, если .
Обозначим , поэтому  и с учетом
этих обозначений:
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(3.32)

Замечание. В случае, когда элементы  ор-
тогональны друг другу, c = 0. В таком случае задача
не имеет смысла, так как f(t) не имеет ни миниму-
ма, ни максимума, потому что  при

. Поэтому рассматриваем случай .

Одно из двух значений  обеспечивает
минимум функции f(t), а второе – максимум на
отрезке . Для определения искомого зна-
чения константы α воспользуемся достаточным
условием минимума [18]: находим вторую произ-
водную функции 

(3.33)

и проверяем в какой из точек  значение второй
производной положительно.

Непосредственной подстановкой проверяется,
что  при . Поэтому искомое зна-
чение константы α определено следующим образом

(3.34)

Замечание. Для решения описанной задачи
требуется вычислить только одно скалярное про-
изведение для расчета константы c.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ
Применим алгоритм, описанный в предыду-

щем разделе, сначала для исследования собствен-
ных векторов системы (3.9), описывающей важ-
ный частный случай .

4.1. Символьные результаты для частного случая
Исследуя этот частный случай при любых воз-

можных преобразованиях перестановок, мы полу-
чаем тривиальный случай – каждому собственному
значению ,  соответствует
единственное символьное представление соб-
ственного вектора, а именно:

(4.1)
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где .

Замечание. В действительности мы получили
по два ортогональных собственных вектора, отве-
чающих каждому из двух двукратных собственных

значений . Однако, если за первое и второе соб-

ственные значения принять  и усло-
виться за первый собственный вектор принять тот
из собственных векторов, у которого первые две
компоненты отличны от нуля, а за второй – тот, у
которого две последних компоненты отличны от
нуля, то в таком случае представление собственных
векторов, отвечающих первым двум собственным

значениям , единственно. Также един-
ственны представления третьего и четвертого соб-
ственных векторов, принимая аналогичную услов-
ность для них, отвечающих третьему и четвертому
собственным значениям –γ0.

4.2. Символьные результаты
для общего случая

В общем случае (  ) мы получаем
нетривиальный случай – каждому собственному
значению ,  соответствует
по два различных представления каждого соб-
ственного вектора, а именно:

(4.2)

(4.3)
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(4.4)

(4.5)

где .

Замечание 1. Нумерация собственных значений
выбрана по аналогии с частным случаем, причем

 . Нумерация собственных век-

торов выбрана исходя из условия 

 . Другими словами, нуме-

рация выбрана таким образом, чтобы каждый соб-
ственный вектор в общем случае переходил при

 в соответствующий собственный вектор
при .

Замечание 2. Фактически любая линейная
комбинация  – собственный век-
тор, отвечающий собственному значению λj.

Замечание 3. Используя какие-либо другие
преобразования, например, преобразования пово-
рота, возможно получится большее число различ-
ных символьных представлений собственных век-
торов.

На основе полученных символьных выраже-
ний запишем для каждого из трех представлений
вид решения в каждом из слоев.

Первое представление  характеризуется
следующим видом решения для каждого из слоев:

(4.6)
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(4.7)

(4.8)

где ,  и  при

, причем  определены согласно фор-
мулам (4.1).

Второе представление  характеризует-
ся следующим видом решения для каждого из
слоев:

(4.9)

(4.10)

(4.11)

где ,  и  при

, причем  определены согласно фор-
мулам (4.2)–(4.5).

Третье представление  характеризует-
ся следующим видом решения для каждого из
слоев:

(4.12)

(4.13)

(4.14)

где , ,  =

= ,  и  при

, причем  определены согласно фор-
мулам (3.7), (3.8).

Для каждого из трех представлений полей со-
гласно разделу 3.4 формируется система гранич-
ных уравнений (3.22), (3.23), после чего вычисля-
ются коэффициенты фазового замедления и коэф-
фициенты, определяющие поля волноводных мод.
Полученные численно величины коэффициентов
фазового замедления и полей соответствующих
волноводных мод анализируются в разделе ниже.

( ) γ ⋅

−γ

; , = ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ ,

v v

v v

� � �

� �

1

1

1 1
1 1 1, 2 2,

1 1
3 3, 4 4,

( )

( )

f

f

xf f f
f f

txf f
f f

u x y z A A e

A A e

( ) γ ⋅; , = ⋅ + ⋅ ,v v

� � �

11 1
1 1 1, 2 2,( ) ss s s x

s su x y z A A e

α α
α ε=ε ,μ=μ

=v v

� �1 1
,j j = ,1 4j

α α
α ε=ε , =μ

γ = γ1 0

u

α = , ,c f s v

�0
j

; ,�

2( )u x y z

( ) ( )−γ ⋅ −
, ,; , = ⋅ + ⋅ ,v v

� � �

22 2
2 3 3 4 4( ) c x hc c c

c cu x y z B B e

( ) γ ⋅
, ,

−γ
, ,

; , = ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ ,

v v

v v

� � �

� �

2

2

2 2
2 1 1 2 2

2 2
3 3 4 4

( )

( )

f

f

xf f f
f f

txf f
f f

u x y z B B e

B B e

( ) γ ⋅
, ,; , = ⋅ + ⋅ ,v v

� � �

22 2
2 1 1 2 2( ) ss s s x

s su x y z B B e

α α
,α , ε=ε ,μ=μ

=v v

� �2
1j j = ,1 4j

α αα ε=ε ,μ=μγ = γ2

α = , ,c f s ,v

�

1j

( ); ,�

3u x y z

( ) ( )−γ ⋅ −
, ,; , = ⋅ + ⋅ ,v v

� � �

33 3
3 3 3 4 4( ) c x hc c c

c cu x y z D D e

( ) γ ⋅
, ,

−γ
, ,

; , = ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ ,

v v

v v

� �
�

� �

3

3

3 3
1 1 2 23

3 3
3 3 4 4

( )

( )

f

f

xf ff
f f

txf f
f f

x y z D D eu

D D e

( ) γ ⋅
, ,; , = ⋅ + ⋅ ,v v

� � �

33 3
3 1 1 2 2( ) ss s s x

s su x y z D D e

α α

+
,α ε=ε ,μ=μ

=v v

� �3
1 1

α α

+
,α ε=ε ,μ=μ

=v v

� �3
2 2 ,αv

�3
3

α α

−

ε=ε ,μ=μ
v

�

1
α α

−
,α ε=ε ,μ=μ

= ,v v

� �3
4 2 α αα ε=ε ,μ=μγ = γ3

α = , ,c f s ±
,v

�

1 2



20

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2021

ДИВАКОВ, ТЮТЮННИК

4.3. Численные результаты

Ниже приведем вычисленные c точностью 10–14

коэффициенты фазового замедления для первого
случая , где :

(4.15)

Ниже приведены графики величин ,
определенных формулами (3.25), (3.26) для пер-
вой моды (s = 1).

Для старших мод  поведение величин
 полностью идентично их поведению при

s = 1, поэтому ограничимся только одним графи-
ком.

Далее приведем графики величин ,
определенных формулами (3.27), (3.28) для четы-
рех направляемых мод .

5. ОБСУЖДЕНИЕ
5.1. Символьные результаты

Задача отыскания собственных векторов явля-
ется одной из основных задач алгебры. Собствен-
ные значения и собственные векторы часто пред-
ставляют интерес отдельного исследования, ча-
сто также используются при решении системы
обыкновенных дифференциальных уравнений,
если собственные значения и собственные векто-
ры известны.

В рамках настоящей работы исследовались соб-
ственные векторы, определяющие решение систе-
мы дифференциальных уравнений для амплитуд-
ных частей электромагнитного поля в качестве ис-
комых величин. Особенность исследуемой системы
состоит в том, что коэффициенты системы заданы
в символьном виде и отыскивать собственные
векторы и собственные значения также необхо-
димо в символьном виде. Некоторые символьные
константы, входящие в коэффициенты системы
дифференциальных уравнений, могут обращать-
ся в ноль и потому для построения универсально-
го вида решения важно иметь набор линейно не-
зависимых собственных векторов, переходящий
также в линейно независимый набор собствен-
ных векторов при обнулении соответствующих
констант.

Благодаря предложенному алгоритму сим-
вольного отыскания различных собственных век-
торов, удалось исследовать множество различных
символьных представлений собственных векторов,
отвечающих каждому собственному значению, и

,β 1s = ,1 4s
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,
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( ),Δ δ2 3 su

= ,1 4s

выделить для каждого собственного значения под-
множество различных символьных представлений
собственных векторов. Кроме того, удалось также
сгруппировать собственные векторы таким обра-
зом, чтобы обеспечить корректный предельный
переход собственных векторов при стремлении к
нулю символьных констант, которые могут обра-
щаться в ноль.

Как показывают символьные расчеты, каждо-
му собственному значению матрицы коэффици-
ентов отвечают минимум два различных пред-
ставления собственного вектора, что дает иссле-
дователю больший выбор представления общего
решения системы дифференциальных уравнений
и использовать в каждом конкретном случае наи-
более удобную комбинацию из этих двух или бо-
лее собственных векторов.

Важно отметить, что стандартный функционал
системы компьютерной алгебры Maple при сим-
вольном отыскании собственных векторов выдает
некоторый конкретный набор собственных векто-
ров, который не обязательно обеспечивает коррект-
ный предельный переход при обнулении символь-
ных констант, и потому для дальнейших численных
расчетов такой набор собственных векторов может
не подходить.

Настоящее исследование не претендует на ис-
черпывающее множество всех различных сим-
вольных представлений собственных векторов, а
скорее дает минимальное множество, которое по-
лучается при преобразованиях перестановок. Это
минимальное множество тем не менее позволило
получить собственные векторы, которые обеспе-
чивают корректный предельный переход при об-
нулении символьных констант модели. Однако су-
ществует значительно больше преобразований –
например, преобразования поворота – которые
могут дать большее количество различных сим-
вольных представлений собственных векторов и
дать исследователю еще больше вариантов раз-
личных символьных представлений собственных
векторов для дальнейшего численного и каче-
ственного анализа.

5.2. Численные результаты

Замечение. Все приведенные выше графики
необходимо читать в направлении убывания δ –
то есть справа налево.

В рамках численных расчетов демонстрируется
практическая польза от разработанного символьно-
го алгоритма (см. раздел 3). В рамках расчетов пока-
зано, что при любом выборе собственных векторов –
как с ипользованием предложенного алгоритма, так
и с использованием встроенной функции Eigen-
vectors – коэффициенты фазового замедления
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Рис. 1. Графики величин , определенных формулами (3.25), (3.26) для первой моды (s = 1).
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Рис. 2. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для первой моды (s = 1).
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Рис. 3. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для второй моды (s = 2).
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сходятся при уменьшении δ к значениям при δ = 0
(см. рис. 1).

Практическая польза от применения алгорит-
ма видна при рассмотрении графиков сходимо-
стей полей направляемых волноводных мод – см.
рис. 2–5. Как видно из рисунка 2, погрешность
вычисленных полей первой волноводной моды без
использования предложенного алгоритма 
на несколько порядков меньше, чем при использо-
вании предложенного алгоритма , эти вели-
чины имеют порядок 10–5 и 10–12 соответственно.

Рисунок 3 демонстрирует эффективность ис-
пользования предложенного алгоритма: погреш-
ность вычисленного поля второй волноводной
моды без использования предложенного алгорит-
ма  растет с уменьшением параметра δ и

достигает значения порядка 1.1 при , при-
чем сравниваемые поля имеют единичную норму
(то есть относительная погрешность более 100%).
При этом погрешность вычисленного поля вто-
рой волноводной моды с использованием пред-

( )Δ δ3 1u

( )Δ δ2 1u

( )Δ δ3 2u
−δ = 1710

ложенного алгоритма  имеет порядок 10–5

при .
Рисунок 4 показывает, что обе величины

 и  достаточно малы для численных
расчетов и имеют порядок 10–12 и 10–5 соответ-
ственно.

Рисунок 5 демонстрирует эффективность ис-
пользования предложенного алгоритма: величина

 растет с уменьшением параметра δ и дости-
гает значения порядка 1.3, при том что сравнивае-
мые поля имеют единичную норму (то есть относи-
тельная погрешность более 100%) при .
При этом относительная погрешность вычислен-
ного поля четвертой волноводной моды с исполь-
зованием предложенного алгоритма  име-
ет порядок 10–5.

Другими словами, использование собствен-
ных векторов, полученных в символьном виде без
использования предложенного в разделе 3 алго-
ритма, позволяет корректно вычислять коэффи-
циенты фазового замедления направляемых вол-
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( )Δ δ3 3u ( )Δ δ2 3u

( )Δ δ3 4u

−δ = 1710
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Рис. 5. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для четвертой моды (s = 4).
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Рис. 4. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для третьей моды (s = 3).

Δ2u3(δ) Δ3u3(δ)

10−6

10−7

10−8

10−9

10−12
10−11
10−10

10−5

10−17 10−16 10−15 10−14 10−13 10−12

δ

( ),Δ δ2 3 su



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2021

СИМВОЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 23

новодных мод при малых δ. Однако поля соответ-
ствующих волноводных мод могут вычисляться с
недопустимо большими погрешностями, дости-
гающими порядка 100% и более, и потому пред-
ложенный алгоритм необходим для проведения
корректных практических расчетов.

Расчеты с использованием разработанного
символьного алгоритма показывают невысокую
точность: относительная погрешность вычислен-
ных полей направляемых волноводных мод со-
ставляет 10–5. Однако, эта величина относитель-
ной погрешности сохраняется для всех вычислен-
ных полей направляемых волноводных мод, в то
время как вычисления без использования разра-
ботанного алгоритма могут характеризоваться от-
носительными погрешностями более единицы.

Отдельного внимания также заслуживает во-
прос неравномерной сходимости вычисленных
полей. По мнению авторов численные артефак-
ты, которые наблюдаются на рис. 2–5, связаны с
тем, что при расчетах были использованы сим-
вольные представления собственных векторов
без дополнительной численной нормировки. Од-
нако вопрос разработки устойчивого численного
алгоритма вычисления полей выходит за рамки
настоящего исследования и будет отдельно рас-
смотрен в рамках будущих исследований.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построен символьный алгоритм
отыскания различных символьных представле-
ний собственных векторов символьно заданных
нормальных матриц, основанный на преобразо-
ваниях перестановок. С помощью представлен-
ного алгоритма можно строить различные сим-
вольные представления общего решения системы
обыкновенных дифференциальных уравнений с
постоянными коэффициентами в случае, когда
матрица коэффициентов задана в символьном
виде, что позволит исследователю использовать
наиболее универсальное представление (либо
наиболее компактное, либо универсальное с точ-
ки зрения существования при различных числен-
ных значениях символьных констант) для даль-
нейших численных расчетов.

Численные расчеты с применением предло-
женного алгоритма демонстрируют его эффектив-
ность на фоне аналогичных результатов, получен-
ных без его использования. На примере задачи вы-
числения полей направляемых волноводных мод
планарного трехслойного волновода показано, что
поля волноводных мод, вычисленные без приме-
нения предложенного алгоритма, могут вычис-
ляться с недопустимо большими погрешностями,
достигающими порядка 100% и более.

Приведенный алгоритм расширяет функцио-
нал системы компьютерной алгебры и позволяет
рассматривать различные символьные представ-
ления собственных векторов, а не одно фиксиро-
ванное.
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