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В данной работе представлен алгоритм вычисления решения задачи Коши для двумерного разност-
ного уравнения с постоянными коэффициентами в точке по коэффициентам разностного уравне-
ния и начальным данным задачи Коши методами компьютерной алгебры. В одномерном случае ре-
шение задачи Коши для разностного уравнения не представляет сложности, однако уже в двумер-
ном случае число неизвестных растет на каждом шаге очень быстро. Для автоматизации процесса
вычисления решения задачи Коши для двумерного разностного уравнения с постоянными коэффи-
циентами в заданной точке в среде MATLAB был разработан алгоритм, где входными данными яв-
ляются: матрица коэффициентов, полученная исходя из структуры двумерного полиномиального
разностного уравнения; координаты точки, регламентирующей структуру матрицы начальных дан-
ных; координаты точки, регламентирующей размерность матрицы начальных данных; матрица на-
чальных данных. Результатом работы алгоритма является решение задачи Коши для двумерного
разностного уравнения, представляющее собой значение функции в искомой точке.

DOI: 10.31857/S0132347421010039

1. ВВЕДЕНИЕ
Линейные разностные уравнения имеют мно-

гочисленные приложения в различных областях
науки и техники, а поиск их решений является
сложной математической задачей. Например,
разностные уравнения часто используются в моде-
лях динамики с дискретным временем ([1, 2]), для
приближенного (численного) решения дифферен-
циальных уравнений ([3]), а в комбинаторном ана-
лизе разностные уравнения в сочетании с методом
производящих функций (дискретным аналогом
преобразования Фурье) дают мощный аппарат ис-
следования перечислительных задач (см., напри-
мер, [4–6]). Для пространства решений много-
мерного разностного уравнения задаются допол-
нительные условия (“начальные”, “граничные”,
“данные Коши”), которые позволяют из беско-
нечного множества решений выделить един-

ственное, а возникающая при этом задача назы-
вается задачей Коши для многомерного разност-
ного уравнения.

Разработке алгоритмов решения многомерных
разностных уравнений с постоянными и полино-
миальными коэффициентами посвящено значи-
тельное число работ (см., например, [7–9]), а в
[10] рассмотрены разностные уравнения с коэф-
фициентами в виде рациональных функций. Ал-
горитм вычисления производящей функции ре-
шения задачи Коши для двумерного разностного
уравнения с постоянными коэффициентами по
коэффициентам разностного уравнения и на-
чальным данным задачи Коши представлен в ра-
ботах [11] и [12]. В данной работе представлен ал-
горитм вычисления решения задачи Коши для
двумерного разностного уравнения с постоянны-
ми коэффициентами в точке по коэффициентам
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разностного уравнения и начальным данным за-
дачи Коши.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ИЗВЕСТНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Обозначим через  множество целых чисел,

 – n-мерную целочисленную ре-
шетку и  – подмножество этой решетки, состо-
ящее из точек с целыми неотрицательными коор-
динатами (в частности,  и  – двумерная ре-
шетка и ее подмножество). Пусть δ1 – оператор
сдвига по переменной x1, т.е.  = f(x1 + 1,
x2), а δ2 – оператор сдвига по переменной x2, т.е.

.
Рассмотрим полиномиальный разностный

оператор вида

где  – мультииндекс, , δα =

= , cα – постоянные коэффициенты, m –
порядок оператора P(δ).

Будем рассматривать разностные уравнения
вида

(1)

где  – неизвестная функция.

Для точек x и y решетки  неравенство 
означает, что  для , а запись 
означает, что найдется  такое, что

.

Фиксируем  такое, что ,
  и . Обозначим

и сформулируем задачу: найти функцию ,
которая для всех  совпадает с задан-
ной функцией , т.е. удовлетворяет условию

(2)

Задачу (1)–(2) будем называть задачей Коши для
полиномиального разностного оператора P(δ), ϕ(x) –
функцией начальных данных этой задачи, а  –
решением задачи Коши.
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Известно (см. [13, 14]), что задача (1)–(2) одно-
значно разрешима, если выполняется условие

(3)

Поставим задачу: вычислить значение функ-
ции  в точке с координатами .

3. ОПИСАНИЕ ВХОДНЫХ ДАННЫХ
Решение задачи Коши (1)–(2) для двумерного

разностного уравнения с постоянными коэффи-
циентами в точке  представляет собой
значение функции  в заданной точке. Ал-
горитм вычисления значения функции  в
заданной точке  имеет рекурсивный ха-
рактер и сводится к вычислению значений функ-
ции  на конечном подмножестве точек x из
множества точек X0, y = {(x1, ,
y2)} и удовлетворяющих условию .

Начальные данные (2) задаются квадратной
матрицей F, содержащей конечное подмножество
значений начальных данных задачи Коши. Мат-
рица начальных данных F будет иметь размер-
ность .

Коэффициенты двумерного разностного урав-
нения задаются квадратной матрицей C, имею-
щей нижнетреугольный вид.

Проиллюстрируем процедуру задания функ-
ции начальных данных на примере.

Для разностного уравнения

(4)

и β = (1, 1) матрица коэффициентов C имеет вид

а матрица начальных данных F размерности, на-
пример, 4 × 4 будет иметь вид

β α
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Здесь элементы, обозначенные , вычисляют-
ся при выполнении алгоритма. Например ϕ(1, 1)
вычисляется с помощью разностного уравнения
(4) и начальных данных , , ,

, .

Итак, входные данные конечны и имеют вид:

1. точка , определяющая размер-
ность матрицы коэффициентов C,  = m;

2. нижнетреугольная матрица , α1 =
= ,  размера  из
коэффициентов  двумерного разностного
уравнения;

∗

ϕ ,(0 2) ϕ ,(0 1) ϕ ,(0 0)
ϕ ,(1 0) ϕ ,(2 0)

β = β ,β1 2( )
β + β +1 2 1

α ,α=
1 2

( )C c
, ,0 … m α = , ,2 0 … m + × +( 1) ( 1)m m

α ,α1 2
c

3. точка f с координатами , определяющая
координаты искомого значения функции  и
размерность матрицы начальных данных F;

4. матрица начальных данных F = , раз-
мера , где ,
для всех остальных значений  значения

 = 0.

Поскольку координаты элементов матрицы
коэффициентов разностного оператора и матри-
цы начальных данных в декартовой системе коор-
динат (X, Y) не совпадают с их координатами в мат-
рице (строка × столбец), то для технической реали-
зации работы алгоритма целесообразно перейти из

,1 2( )y y
,1 2( )f x x

ϕ ,1 2( ( ))x x
+ + × + +1 2 1 2( 1) ( 1)y y y y ,β, ∈1 2 (0 )( )x x X

,1 2( )x x
ϕ ,1 2( )x x

Рис. 1. Расположение элементов матрицы C в декартовой системе координат.

x

y

β0

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

f

Рис. 2. Расположение элементов матрицы F в декартовой системе координат.

β0

x

y

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

f



8

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2021

АПАНОВИЧ и др.

декартовой системы координат ( ) в “мат-
ричную” ( ) по правилу: D(d1, ,
m2), где , , p – размерность
матрицы коэффициентов или матрицы началь-
ных данных.

Например, элемент c00 матрицы коэффициен-
тов C, имеющий в декартовой системе координат
координаты  = (0, 0), в “матричной” систе-
ме координат будет иметь координаты  =
= (3, 1), а, например, элемент ϕ(1, 0) матрицы на-
чальных данных F в “матричной” системе коор-
динат будет иметь координаты (4, 2).

Далее необходимо будет проверить задачу Ко-
ши (1)–(2) на разрешимость, т.е. проверить, вы-
полняется ли условие (3) для коэффициентов раз-
ностного оператора P(δ).

4. ПРИМЕР

Алгоритм был реализован в среде Matlab 2014
32bit. Вычисления производились на машине In-
tel(R) Core(TM) i5-3330S CPU 2.70 GHz, 32bit,
ОЗУ 4.00 Гб под управлением Windows 7 Корпо-
ративная SP1. Время счета для приведенного при-
мера составило менее 1 секунды.

Пример 1. Фиксируем .

Будем рассматривать полиномиальный раз-
ностный оператор

Множество начальных данных будет иметь вид:

Зададим матрицу коэффициентов полиноми-
ального разностного оператора 

Расположение элементов матрицы C в декар-
товой системе координат представлено на рис. 1

Поставим задачу найти значения функции f в
точке с координатами (2, 3), т.е. .

Зададим матрицу начальных данных:

,1 2( )D d d
,1 2( )M m m →2 1) (d M m

= −1 2m p d = +2 1 1m d
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c
C c c

c c c

,(2 3)f

Расположение элементов матрицы F в декар-
товой системе координат представлено на рис. 2.

1. Переход из декартовой системы координат в
“матричную”:

 – размерность матрицы коэффициентов
 – размерность матрицы начальных дан-

ных
 – координаты точки β0 в “матрич-

ной” системе координат.
“Матричная” система координат для коэффи-

циентов разностного оператора P(δ):

Здесь  – коэффициенты cα.
 – координаты точки f в “матричной”

системе координат.
“Матричная” система координат начальных

данных:

Здесь  – начальные данные.
2. Проверка матрицы C на разрешимость зада-

чи Коши (1)–(2): |10| =  = 5, следо-
вательно выполняется условие (3) и задача Коши
разрешима.

3. Вектор диагонали матрицы коэффициентов
C: .

4. Получение общей теплицевой матрицы [15],
размер которой зависит от искомого значения

:

1 2 3
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3

1 2 3 4 5 6
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3 f
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5. Решение системы линейных уравнений с це-
лью нахождения значений f, которые могут по-
требоваться для вычисления искомого значения.

На каждом шаге размер матрицы Теплица по-
стоянно увеличивается с ростом числа неизвест-
ных, а также происходит запись найденных зна-
чений функции F в матрицу начальных данных .

6. Переход к декартовой системе координат
.

Output: значение функции в искомой точке
.

Входными данными алгоритма в этом случае
будут:

1. 
2. матрица коэффициентов

3. ;
4. матрица начальных данных

>Plan((1,1), (1 3 4, 0 10 2, 0 0 4), (2,
3), (7 1 2 3 4 5, 0 0 0 0 0 6, 0 0 0 0 0
7, 0 0 0 0 0 8, 0 0 0 0 0 9, 0 0 0 0 0 10));

( )= ,10 4 0 0crow

 
 
 = .
 
 
 

1

10 4 0 0
1 10 4 0
0 1 10 4
0 0 1 10

T

F

 
 − .
 

− . − . =  . . .
 

− . − . − . − 
 
 

7 0 0 0 0 0
1 0 02 0 0 0 0
2 4 90 1 98 0 0 0
3 0 72 7 14 4 33 0 0
4 7 50 4 82 7 26 7 0
5 6 7 8 9 10

F

, = ,(2 3) (3 3)f F

, = − .(2 3) 1 98f

β = , ;0 (1 1)

 
 = ;
  
 

1 0 0
3 10 0
4 2 4

C

= ,0 (2 3)f

 
 
 
 = . 
 
 
 
 

7 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0
5 6 7 8 9 10

F

Алгоритм 1: Пример оформления алгоритма
Input: Точка β0, матрица коэффициентов C, точка f0, 
матрица начальных данных F.
Output: Значение функции  в точке с коор-
динатами .

Procedure Plan(Β0,C; f0:F)
begin
  размерность матрицы C
  размерность матрицы F
  координаты точки  в “матричной” системе 
координат
  координаты точки f0 в “матричной” системе 
координат
 if 
  then
  Ошибка ввода матрицы C
  вектор диагонали матрицы C
 
 
 
 while  do

 
 
 

 длина вектора a
 for m from  to l do

 
 for k from  to  do

 
 
 for s from 1 to k do

 
 for m from 1 to k do

 return 

,1 2( )f x x
,1 2( )y y

:=p
:=i

β :=1 β0

:=1f

β ,β ≤1 1| ( (1) (2))|C
− β ,β 1 1diag(| |) | ( (1) (2))|C C

:= ( )a diag C
:= β1(1)e

:= − ,( 2 1)ccolumn zeros i
:= 1col

≥ 1e
:=( ) ( )ccolumn col a e

:= + 1col col
:= − 1e e

:= , −( 2)crow zeros l i
:= β1(1)e
:= 1r
:=l

β1(1)
=( ) ( )crow r a e

:= + 1r r
:= + 1e e

:= ,1 ( )c cT toeplitz colomn row
1 − + 1i p

:= : , :1(1 1 )T T k k
:= ,( 1)b zeros k

:= − + − + :(( ( 1))P f end p s k
+ − , : + −( ( )) ( ( 1))))end s k s p s
:= �workP P C
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