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Современные функциональные языки программирования, такие, как Haskell, Scala, ML, F# обла-
дают свойствами, позволяющими с их помощью относительно легко реализовывать логически
сложные алгоритмы. К таким свойствам можно отнести композицию функций, каррирование, ме-
тафункции (функции над функциями) и ряд других. Это позволяет путем комбинирования простых
функций получать более сложные функции. В качестве примера сложного алгоритма упомянем раз-
бор строки (парсер). В языке Haskell имеется библиотека Parsec, представляющая из себя набор эле-
ментарных парсеров, комбинируя которые, можно создать более сложные парсеры. Это делает ее
относительно простой и в то же время мощной. В языке C++ большинство из этих возможностей в
явном виде отсутствуют. В то же время язык C++ достаточно мощный и позволяет реализовать мно-
гие из свойств функциональных языков. В предлагаемой библиотеке делается попытка по мере воз-
можности решить данную задачу.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Решение написать данную библиотеку функ-

ционального программирования (funcprog) было
принято под впечатлением от языка Haskell [1] в
процессе его изучения. Его мощная система ти-
пов, функциональная “чистота”, “ленивость”,
бесконечные списки, поддержка каррирования
функций и их композиции, монады и трансфор-
меры монад, а также многое другое, делают этот
язык мощным инструментом для написания ло-
гически сложных алгоритмов. Другие современ-
ные языки функционального программирования
(Scala [2], ML [3], F# [4]) также обладают анало-
гичными свойствами. При изучении языка Has-
kell ставилась задача понять, как на нем можно
было бы максимально легко реализовать парсер
математических формул (калькулятор). При этом
выяснилось, что парсер общего назначения в
библиотеке языка уже есть, и реализовать на нем
парсер формул оказалось несложной задачей.

В то же время основным языком, которым
пользуются многие математики, в том числе и ав-
тор данной статьи, для решения повседневных за-
дач (в основном для реализации численных мето-
дов газовой динамики), является язык C++. При
решении таких задач логически сложные алго-
ритмы тоже часто встречаются (например, тот же

разбор формул), и использовать возможности
функциональных языков программирования для
их реализации кажется весьма привлекательным.
Но совместить в одной программе два языка
представляется сложной задачей, поэтому встал
вопрос – а можно ли, оставаясь в рамках языка
C++, писать на нем в стиле языка Haskell, ис-
пользуя многие из его свойств, включая карриро-
вание функций и их композицию, монады, “ле-
нивые” вычисления и т.д. Речь, по сути, идет о ре-
ализации в виде библиотеки классов и функций
предметно-ориентированного языка (DSL, Do-
main Specific Language) функционального про-
граммирования.

Основное свойство всех функциональных
языков – то, что функция в них является полно-
правным участником вычислений, т.е. функцию
можно передать в качестве параметра функции и
вернуть как результат вычислений. В частности,
во всех функциональных языках есть понятие
лямбда-выражения, результатом которого явля-
ется функция, которую можно передать как пара-
метр в другую функцию или вернуть как результат
работы. В современном языке C++ такое понятие
также есть, но появилось оно только в стандарте
языка от 2011 года. Так как без поддерживаемых
языком лямбда-выражений реализовать библио-

УДК 519.6

ЯЗЫКИ, КОМПИЛЯТОРЫ
И СИСТЕМЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ



48

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 5  2020

КРАСНОВ

теку функционального программирования пред-
ставляется сложным, да и не нужным (компиля-
тор с поддержкой стандарта 2011 года есть почти
на всех системах), то было принято решение не
поддерживать более ранние версии языка. Биб-
лиотек функционального программирования для
языка C++ много (см., например, [5, 6]). Особен-
ностью данной библиотеки является, во-первых,
то, что в ней делается попытка максимально пол-
но реализовать функционал языка Haskell и, во-
вторых, максимально используются возможно-
сти современного стандарта языка C++ от 2011
года и более поздних. При реализации библиоте-
ки активно используется метапрограммирование
шаблонов языка C++ (см. [7–9]). Далее дается
описание модулей, реализованных в рамках биб-
лиотеки funcprog.

2. БАЗОВЫЕ КОМПОНЕНТЫ
БИБЛИОТЕКИ

В данной библиотеке максимально использу-
ются имеющиеся возможности, во-первых, стан-
дартной библиотеки языка C++, и, во-вторых,
библиотеки boost [10]. Библиотека boost является
полигоном для развития языка C++, прежде все-
го – его стандартной библиотеки. Многое из
boost-а уже перекочевало в нее, что-то ждет свое-
го часа. В частности, под функцией в библиотеке
funcprog подразумевается объект класса std::func-
tion (в библиотеке boost это класс boost::function).
Объект этого класса может быть обвязкой обыч-
ной функции, лямбда-функции (функции, по-
рожденной лямбда-выражением) или функцио-
нального объекта (объекта, имеющего функцио-
нальный оператор). Таким образом, если
функция принимает аргумент-функцию, то это
значит (в рамках данной библиотеки), что она
принимает аргумент класса std::function, а если
функция возвращает функцию, то это значит, что
она возвращает объект класса std::function. Шаб-
лон класса std::function имеет один аргумент вида
Ret(Args), где Ret – тип возвращаемого значения, а
Args – список типов аргументов. Например,
функция, принимающая аргументы типа int и
double и возвращающая строку, имеет следующее
описание:

s t d  : : f u n c t i o n <s t d  : : s t r i n g  (int, double )>f ;

Также в библиотеке активно используется пере-
менное число параметров шаблона функции
(variadic templates). Например, функция, прини-
мающая первый параметр типа int и, возможно,
еще какие-то параметры и возвращающая резуль-
тат типа double, может быть описана так:

template<typename . . . Types>
s t d  : : f u n c t i o n <double (int , Types . . . )> f ;

Для реализации класса Maybe (который может
содержать или нет значение некоторого типа) ис-
пользуется класс boost::optional, а если использует-
ся C++ стандарта 2017 г., то std::optional, а для
класса Either (который содержит значение одного
из двух типов) используется класс boost::variant, а
если используется C++ стандарта 2017 г., то
std::variant.

3. ОСОБЕННОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ
Как уже писалось выше, при написании биб-

лиотеки ставилась задача как можно полнее реа-
лизовать функционал языка Haskell. Но языки
C++ и Haskell отличаются очень сильно, и поэто-
му может возникнуть законный вопрос: в какой
степени возможности языка Haskell реализуемы
на C++? Неполный список нетривиальных для
реализации вещей включает ленивые вычисле-
ния, каррирование функций, η (эта)-редукцию
(или η-преобразование), бесконечные списки,
мощную систему вывода типов, конструкторы
типов, полиморфные функции и много другое.
Кое-что из перечисленного реализовать не уда-
лось (например, бесконечные списки и η-редук-
цию), что-то – с определенными ограничениями
(полиморфные функции), что-то реализовать
удалось достаточно полно, но выглядит это менее
элегантно, чем в Haskell-е. Особенно следует упо-
мянуть переопределенные операторы. В языке
Haskell почти любую последовательность симво-
лов можно определить как оператор, и в языке и
его библиотеке это активно используется. С дру-
гой стороны, в языке C++ мы ограничены только
тем набором операторов, которые изначально
встроены в язык. Мы их можем переопределять
для наших типов, но добавить новый оператор
язык не позволяет. При реализации библиотеки
те операторы языка Haskell, для которых есть ана-
логи в C++, сохранялись, другим (наиболее по-
пулярным) подыскивалась замена из числа имею-
щихся, часть операторов или заменялась на
функции, или просто оставалась без реализации.

3.1. Функции
Как уже говорилось выше, под функцией в биб-

лиотеке подразумевается объект класса std::function
(по умолчанию) или boost::function. Конкретный
класс, реализующий функцию, скрыт за типом
function_t:

template<typename F>
using f u n c t i o n _t = s t d  : : f u n c t i o n <F>;
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В дальнейшем, чтобы избегать неоднозначно-
сти в термине “функция”, словом “функция” бу-
дем обозначать объект класса function_t, а про
обычную функцию так всегда и будем писать –
“обычная функция”. Любая обычная функция
или функциональный объект (в том числе резуль-
тат лямбда-выражения) могут быть преобразова-
ны в функцию (к классу function_t). Для автомати-
ческого такого преобразования в библиотеке
имеется специальная обычная функция с одно-
символьным именем _ (подчерк):

template<typename F>
f u n c t i o n _t y p e _t<F> _(F f ) { return f ; }

Эта обычная функция принимает в качестве
параметра или указатель на обычную функцию,
или ссылку на функциональный объект (в т.ч. на
результат лямбда-выражения). Для преобразова-
ния типа параметра в тип функции используется
метафункция function_type:

template<typename Ret , typename . . . Args>
struct f u n c t i o n _ t y p e  {
using type = f u n c t i o n _ t <Ret (Args . . . ) >;};

// Common case for functors & lambdas
template<class F> struct f u n c t i o n _ t y p e :
f u n c t i o n _ t y p e <d e c l t y p e  (&F : : operator (

) ) >{};

template<typename Ret , class Cls ,
 typename . . . Args>
struct f u n c t i o n _ t y p e
<Ret ( Cl s : : * ) (Args . . . )> :
 f u n c t i o n _ t y p e _<Ret , Args . . . > { } ;

template<typename Ret , class Cls ,
 typename . . . Args>
struct f u n c t i o n _ t y p e
<Ret ( Cl s : : * ) (Args . . . ) const> :
 f u n c t i o n _ t y p e _<Ret , Args . . . > { } ;

// Common functions
template<typename Ret , typename . . . Args>
struct f u n c t i o n _ t y p e <Ret ( * ) (Args . . . )> :
 f u n c t i o n _ t y p e _<Ret , Args . . . > { } ;

template<typename F>
using f u n c t i o n _ t y p e _t =
 typename f u n c t i o n _ t y p e <F>: : type ;

3.2. Ленивые вычисления
Допустим, нам надо описать прототип некото-

рой функции f, принимающей аргумент некото-
рого типа a и возвращающей результат некоторо-
го типа b. В языке Haskell прототип такой функции
записывается так: f::a–>b. При этом фактически в
качестве параметра этой функции можно передать
или значение (константу) типа a, или функцию
без параметров, возвращающую результат типа a.
С точки зрения языка Haskell это одно и то же.
В языке C++ этому прототипу можно соотнести
три разных прототипа:

b f ( a ) ;
b f ( a const&) ;
b f ( f u n c t i o n _t<a ( )> const&) ;

Первый из этих прототипов принимает пара-
метр по значению, второй – по константной
ссылке и третий – функцию без параметров. С
точки зрения языка C++ это три разных прототи-
па. Как же на C++ написать функцию, “готовую”
к ленивым вычислениям, т.е. функцию, которой
в качестве параметра можно было бы передать как
значение нужного типа, как и функцию без пара-
метров, возвращающую значение этого типа? В
библиотеке funcprog для этого определяются не-
сколько типов и функций. Во-первых, есть спе-
циальный тип для функций без параметров:

template<typename T>
using f 0 = f u n c t i o n _t<T( ) >;

Далее, есть функция value_of, которая, если ей
в качестве параметра передать ссылку на функ-
цию без параметров, вызывает ее и возвращает
результат этой функции, в остальных случаях (ес-
ли параметр не является ссылкой на функцию без
параметров), просто возвращает этот параметр
(его копию):

template<typename T>
T v a l u e _ o f  (T const& a r g  )
{ return arg ; }

template<typename T>
T v a l u e _ o f  ( f0<T> const& f )
{ return f ( ) ; }



50

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 5  2020

КРАСНОВ

Имеется метафункция remove_f0, преобразую-
щая тип функции без параметров в простой тип:

template<typename T>
struct remove_f0
{ typedef T type ; } ;

template<typename T>
struct remove_f0<f0<T> >
{ typedef T type ; } ;

template<typename T>
using remove_f0_t =

typename remove_f0<T>: : type ;

Теперь мы можем написать функцию, прини-
мающую как значение некоторого типа, так и
функцию без параметров:

template<typename Arg>
remove_f0_t<Arg> myfunc (Arg const& a ) {

const remove_f0_t<Arg> a_ =
v a l u e _ o f  ( a ) ;

return a_ * a_;
}

Обратиться к этой функции можно, например, так:

const f0<int> f = [ ] ( ) { return 5 ; } ;
s td : : cout
<< m y f u n c  ( 5 ) << s t d  : : e n d l
<< m y f u n c  ( f ) << s t d  : : e n d l  ;

3.3. Каррирование
Каррирование не является обязательным ат-

рибутом функциональных языков программиро-
вания (в отличие, например, от лямбда-выраже-
ний, которые есть во всех языках функциональ-
ного программирования). Например, в одном из
первых языков функционального программиро-
вания Lisp каррирования нет. Тем не менее, этот
механизм очень удобный и современные функци-
ональные языки его, как привило, имеют. Смысл
каррирования в следующем. Если мы при вызове
функции укажем не все параметры (опустив не-
сколько последних), то результатом такого вызо-
ва будет функция с меньшим числом параметров
(равным числу опущенных параметров), при вы-
зове которой будет вызвана исходная функция.
На самом деле язык Haskell идет еще дальше. Да-
же если указать все параметры функции, то и в
этом случае фактического вызова функции не

происходит. Вместо этого создается функция без
параметров, т.е. каррирование идет “до конца”.
На этом основаны “ленивые” вычисления. Факти-
ческий вызов функции откладывается как можно
дальше.

Каррирование в библиотеке funcprog реализова-
но с помощью перегруженных (overloaded) функ-
ций. Пусть имеется некоторая функция (например,
с именем myfunc) с тремя параметрами. Тогда при
определении этой функции будет создано дополни-
тельно еще 2 перегруженных функции с именем
_myfunc, имеющих один и два параметра и возвра-
щающих, соответственно, функции, имеющие
два и один параметр. Каждая из этих возвращае-
мых функций при вызове будет обращаться к
функции myfunc. Вот как, например, выглядит
определение функции liftA2:

DEFINE_FUNCTION_3( 3 ,LIFTA2_T(T0 ,T1 ,T2) ,
l i f t A 2  , f u n c t i o n _ t <T2> const&, f ,
T1 const&, x , T0 const&, y ,
return f / x * y ; )

Макрос DEFINE_FUNCTION_3 создаст
определение функции liftA2:

template<typename T0 , typename T1 ,
typename T2> LIFTA2_T(T0 , T1 , T2)
l i f t A 2  ( f u n c t i o n _ t <T2> const& f ,

T1 const& x , T0 const& y )
{ return f / x * y ; }

а также определение двух перегруженных
функций (с одним первым и с двумя первыми па-
раметрами) с именем _liftA2. Вот как, например,
будет выглядеть определение функции с двумя
первыми параметрами:

template<typename T0 , typename T1 ,
typename T2> f u n c t i o n _ t <
LIFTA2_T(T0 ,T1 ,T2) (T0 const&)

> _ l i f t A 2  ( f u n c t i o n _ t <T2> const& f ,
T1 const& x ) {

return [ f , x ] (T0 const& y ) {
return l i f t A 2  ( f , x , y ) ; } ;

}

3.4. Применение функции
Применение функции к значению для функ-

ций с одним параметром в языке C++ – это, по
сути, просто вызов функции и, как известно, де-
лается с помощью выражения типа f(x). В языке
Haskell скобки опускаются и это выглядит как f x,
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или, с использованием оператора $ (специально-
го оператора применения функции к параметру),
как f $ x. Кроме того, как уже говорилось выше, в
языке Haskell фактического вызова функции при
этом не происходит, вместо этого порождается
функция без параметров.

В случае же функции с несколькими парамет-
рами ситуация иная. В языке C++ мы не можем
указать только часть параметров и при вызове
функции должны всегда указывать все парамет-
ры, так что применение функции с несколькими
параметрами к одному параметру невозможно.
В языке Haskell с этим никаких проблем нет, в
этом случае просто порождается функция с мень-
шим на единицу числом параметров. Отказ от
скобок при вызове функций в языке Haskell имеет
глубокий смысл. Он позволяет интерпретировать
применение функции к нескольким параметрам
как применение функции последовательно к
каждому параметру по одному: .

Таким образом, важной является возможность
применения функции к одному (первому) пара-
метру. При этом должна порождаться функция с
меньшим на единицу числом параметров, кото-
рую, в свою очередь, можно применить к ее пер-
вому параметру (второму параметру исходной
функции) и т.д. В библиотеке funcprog для этой
цели был выбран оператор <<. Он является весь-
ма точным аналогом оператора $ языка Haskell. В
частности, если применяемая функция имеет
один параметр, то в результате получится функ-
ция без параметров. Тип значения, к которому
применяется функция, должен соответствовать
типу первого параметра функции. Оператор <<
определен следующим образом:

template<typename Ret , typename Arg0 , typename . . .
Args>
function_t<Ret (Args . . . )> operator<<(

function_t<Ret (Arg0 , Args . . . )>const& f ,
fdecay<Arg0> const& arg0 )

{
return [ f , arg0 ] ( Args . . . args ) {

return f ( arg0 , args . . . ) ; } ;
}

Это определение относительно несложное. По су-
ти, делается привязка (bind) первого параметра
функции. В стандартной библиотеке языка C++
есть функция std::bind, делающая практически то
же самое. Проблема с этой функцией состоит в том,
что ее результат (функциональный объект) трудно
преобразовать в объект std::function из-за того, что
функциональный оператор этого объекта шаблон-
ный.

≡ ( )f x y f x y

3.5. Композиция функций
В языке Haskell для композиции функций при-

меняется оператор . (точка). В библиотеке
funcprog для этого был выбран оператор &:

( g & f ) (x , a r g s  . . . ) =
g ( i n v o k e _ f 0  ( f << x ) , a r g s  . . . )

Здесь x – первый параметр функции f, а args –
дополнительные параметры функции g. Тип ре-
зультата функции f должен соответствовать (быть
преобразуем к) типу первого параметра функции
g. Результатом композиции функций будет функ-
ция, имеющая то же число параметров, что и
функция g, но тип первого параметра этой функ-
ции будет тот же, что и тип первого параметра
функции f. Если функция f имеет более одного
параметра, то функция g должна первым парамет-
ром принимать функцию (результат применения
функции f к ее первому параметру).

4. ФУНКТОРЫ, АППЛИКАТИВНЫЕ 
ФУНКТОРЫ, МОНАДЫ

4.1. Функторы

Функторы и монады в функциональном про-
граммировании обычно рассматриваются либо
как контейнеры, либо как контексты вычисле-
ний. Примеры функторов – списки и класс May-
be. Выход из такого контейнера или контекста, как
правило, невозможен, т.е. результатом любых вы-
числений со значениями внутри функтора или мо-
нады является некоторое значение в том же функ-
торе или монаде. Функтор или монада могут со-
держать любое количество значений, в частности,
могут их не содержать вообще (пример – список).
Поэтому извлечь явно значение из функтора или
монады невозможно. Если стоит задача применить
некоторую функцию (с одним аргументом) к зна-
чению, хранящемуся в контейнере, то сделать это
может только сам контейнер, только он знает,
сколько в нем хранится значений и как их извлечь.
Для этого предназначен специальный класс Func-
tor. В нем есть специальная функция fmap, осу-
ществляющая такое применение. Этой же цели
служит оператор ($) (в библиотеке funcprog –
operator/), синоним функции fmap. Каждый кон-
тейнер может реализовать свою специализацию
класса Functor со своей реализацией функции
fmap. Вот определение класса Functor:

class Functor f where
fmap : : ( a −> b) −> f a −> f b

Прототип функции fmap можно записать в
другом эквивалентном виде:
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fmap : : ( a −> b) −> ( f a −> f b)

Таким образом, функцию fmap можно рассматри-
вать как функцию с одним параметром, принима-
ющим функцию, принимающую и возвращающую
обычные значения и преобразующую ее в функ-
цию, принимающую и возвращающую функторы.

Вот так выглядит специализация класса Func-
tor для списков:

instance Functor [ ] where
fmap _ [ ] = [ ]
fmap f ( x : xs ) = f x : fmap f xs

Результатом применения функции к списку
является список из преобразованных значений
(возможно, другого типа).

Но если стоит задача применить функцию с
двумя аргументами к двум контейнерам (напри-
мер, просуммировать два списка), то функционала
класса Functor будет недостаточно. Для решения
этой задачи предназначен другой класс – апплика-
тивный функтор (аппликатив). Вот определение
класса Applicative:

class Functor f => A p p l i c a t i v e  f where
p u r e  : : a−>f a
(<*>) : : f ( a−>b)−>f a−>f b
l i f t A 2  : : ( a−>b−>c )−>f a−>f b−>f c
l i f t A 2  f x y = f <$> x <*> y

Оператор (*) (в библиотеке funcprog opera-
tor*) принимает в качестве первого параметра
функцию, помещенную в функтор и второго па-
раметра – значение, помещенное в тот же функ-
тор и возвращает результат в том же функторе.
Если мы теперь посмотрим на прототип и реали-
зацию функции liftA2, то мы увидим, что она пе-
редает функцию с двумя параметрами в оператор
($), который принимает функцию с одним пара-
метром. Но противоречия тут нет, так как функ-
цию с прототипом a->b->c мы можем записать
так: a->(b->c), т.е как функцию с одним парамет-
ром, возвращающую функцию. Тогда оператор
($) нам как раз и вернет функцию (b->c), поме-
щенную в функтор, которая затем передается в
оператор (*). По аналогии с функцией fmap,
прототип функции liftA2 мы можем записать так:

l i f t A 2  : : ( a−>b−>c )−>( f a−>f b−>f c )

т.е. рассматривать ее как функцию с одним аргу-
ментом, принимающую функцию, работающую с
обычными значениями и возвращающую функ-
цию, работающую с функторами, “поднимаю-

щую” функцию с двумя аргументами (отсюда и ее
название) в аппликатив. По аналогии с функцией
liftA2 можно написать функцию, “поднимаю-
щую” в аппликатив функцию с тремя (и любым
другим числом) аргументами:

l i f t A 3  : : A p p l i c a t i v e  f =>
( a−>b−>c−>d)−>f a−>f b−>f c−>f d

l i f t A 3  f x y z = f <$> x <*> y <*> z

В классе Applicative есть также функция pure,
помещающая обычное значение в “чистый” ап-
пликатив. С ее помощью можно, например, на-
писать функцию, “поднимающую” в аппликатив
функцию с одним параметром:

l i f t A  : : A p p l i c a t i v e  f=>( a−>b)−>f a−>f b
l i f t A  f x = pure f <*> x

4.2. Монады
Монады можно рассматривать как дальней-

шее продолжение аппликатива, они предназна-
чены для построения цепочек монадных вычис-
лений. Каждая монада имеет две основных опера-
ции: mreturn (в языке Haskell return) и mbind (в
языке Haskell и в библиотеке funcprog оператор

). Операция mreturn аналогична операции pure
для аппликативов (фактически для большинства
монад mreturn определяется как pure), а операция
mbind (>>=) имеет следующее определение:

(>>=) : : (Monad m) −> m a −> ( a −> m b) −> m b

Она принимает в качестве параметров монаду
и функцию, принимающую обычное (не монад-
ное) значение и возвращающую монадное значе-
ние (возможно, другого типа, но в той же монаде).
Если исходная монада пустая, то возвращается
также пустая монада, иначе значение извлекается
из монады, к нему применяется функция и воз-
вращается ее результат.

Для каждой монады две монадные операции
должны удовлетворять трем т.н. “монадным зако-
нам”. Для того, чтобы их сформулировать, введем
операцию монадной композиции функций
(mcompose или оператор ( )). Она определяется
следующим образом:

(>=>) : : f >=> g = \x −> ( f x >>= g )

Оба операнда – функции, принимающие обыч-
ные значения и возвращающие монадные. Резуль-
татом монадной композиции функций также явля-
ется функция, принимающая обычное значение и
возвращающее монадное. Следовательно, опера-

=@

>=>
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цию монадной композиции можно рассматри-
вать как групповую операцию в пространстве та-
ких функций (принимающих обычное значение и
возвращающих монадное в некоторой монаде). В
терминах этой групповой операции монадные за-
коны формулируются так:

1 . m r e t u r n  >=> f == f
2 . f >=> m r e t u r n  == f
3 . ( f >=> g ) >=> h == f >=> ( g >=> h)

Другими словами, монадные операции mreturn и
mbind должны быть определены так, чтобы, во-
первых, операция mreturn являлась единичным
элементом (левым и правым) монадной компози-
ции (первые два закона), и, во-вторых, монадная
композиция должна быть ассоциативной (третий
закон).

Еще одна очень широко применяемая при ра-
боте с монадами конструкция – т.н. do-нотация.
Она позволяет существенно сократить запись и
сделать ее более наглядной. Смысл ее в следую-
щем. Пусть m – некоторое монадное значение, а
action – некоторое вычисление, которое нужно
провести со значением, хранящимся в m (и кото-
рое, естественно, возвращает монадное значение
в той же монаде). Это можно было бы записать на
языке Haskell следующим образом:

m >>= \x −> a c t i o n

С помощью -нотации то же самое записывает-
ся так:

do x <− m; a c t i o n

Если нужно извлечь значения из двух монад,
то разница еще существеннее. Вместо

m1 >>= \x −> m2 >>= \y −> a c t i o n

можно написать:

do x <− m1; y <− m2; a c t i o n

Библиотека funcprog также поддерживает do-
нотацию. Она реализована с помощью макроса
_do:

#define _do( var , mexpr , e x p r  ) \
( (mexpr ) >>= _( [=] ( typename \

s t d  : : d e c a y _ t <d e c l t y p e  (mexpr )> \
: : v a l u e _ t y p e  const& v a r  ) { e x p r  }) )

do

С помощью этого макроса описанное выше вы-
числение можно записать так:

 _do(x , m, action )

Для большего числа переменных (от двух до
пяти) есть макросы от _do2 до _do5, реализован-
ные через цепочку обращений к макросу _do. Вот
текст реализации макросов _do2 и _do3:

#define _do2( v1 ,m1 , v2 ,m2, e x p r  ) \
_do( v1 ,m1 , return _do( v2 ,m2, e x p r  ) ; )

#define _do3( v1 ,m1, v2 ,m2 , v3 ,m3, e x p r  ) \
_do2( v1 ,m1, v2 ,m2,

return _do( v3 ,m3, expr ) ; )

Соответственно, пример с двумя монадами мож-
но записать так:

_do2(x , m1, y , m2, action )

4.3. Реализация функторов и монад
С помощью библиотеки funcprog любой под-

ходящий класс (в том числе и внешний) можно
сделать функтором и монадой. В сам класс ника-
ких изменений вносить не требуется. В рамках са-
мой библиотеки монадами являются, к примеру,
классы Identity, Maybe и List. Рассмотрим общие
принципы реализации. Любой функтор или мо-
нада являются типом с одним параметром. В язы-
ке C++ типы с параметром реализуются с помо-
щью шаблонов классов. Например, шаблон клас-
са Maybe определен так:

template<typename A> s t r u c t Maybe;

Но сам шаблон класса типом не является, и его
нельзя передать как параметр шаблона другого
класса, что бывает иногда нужно. Чтобы это мож-
но было сделать, определяется еще один класс
(без шаблона) с именем _Maybe (с подчерком впе-
реди). Это уже настоящий класс, его можно пере-
давать как параметр шаблона. В нем определена
метафункция type, возвращающая класс Maybe:

struct _Maybe {
template<typename A>
using type = Maybe<A>;

} ;

Шаблон класса Maybe наследуется от этого
класса:



54

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 5  2020

КРАСНОВ

template<typename A>
struct Maybe : _Maybe , optional_ t <A>{

. . .
} ;

Для того, чтобы класс Maybe сделать функто-
ром, нужно написать специализацию шаблонов
классов is_functor и is_same_functor для класса
Maybe и специализацию шаблона класса Functor
для класса _Maybe. Шаблон класса (метафунк-
ции) is_functor принимает тип и возвращает в пе-
ременной value булевское значение, говорящее о
том, является этот тип функтором. Шаблон клас-
са (метафункции) is_same_functor принимает два
типа и возвращает булевское значение, говоря-
щее о том, являются эти типы одним и тем же
функтором. По умолчанию обе эти метафункции
всегда возвращают значение false:

template<typename T>
struct i s_f u n c t o r : s t d : : f a l s e_type { } ;
template<typename T1 , typename T2>
struct is_same_functor : s td : : f a l s e_type { } ;

Шаблон класса Functor просто продекларирован:

template<typename T> s t r u c t  F u n c t o r  ;

Специализация этих классов для класса Maybe
выглядит так:

template<typename A>
struct i s _ f u n c t o r <Maybe<A> > :

std : : t r u e _ t y p e  { } ;
template<typename A1 , typename A2>
struct i s _ s a m e _ f u n c t o r <Maybe<A1>,

Maybe<A2> > : s t d  : : t r u e _ t y p e  { } ;
template<> struct Functor<_Maybe>{

. . .
} ;

Внутри класса Functor<_Maybe> требуется
определить метафункцию fmap_result_type и ста-
тическую функцию fmap. Метафункция fmap_re-
sult_type принимает в качестве параметра тип
функции – первого параметра функции fmap и
возвращает в переменной type тип возвращаемого
функцией fmap значения.

Определение аппликатива и монады анало-
гично определению функтора. Нужно создать
специализации шаблонов классов is_applicative,
is_same_applicative и Applicative для аппликатива и
шаблонов классов is_monad, is_same_monad и
Monad для монады. Для аппликатива в специализа-
ции шаблона класса Applicative нужно определить

статические функции pure и ap, а также метафунк-
цию ap_result_type, вычисляющую тип результата
функции ap. Для монады в специализации шабло-
на класса Monad нужно определить статические
функции mreturn и mbind, а также метафункцию
mbind_result_type, вычисляющую тип результата
функции mbind.

5. ПОЛУГРУППЫ, МОНОИДЫ
Полугруппа (Semigroup) в общей алгебре – мно-

жество с заданной на нем ассоциативной бинарной
операцией. В языке Haskell эта операция задается
оператором ( ), а в библиотеке funcprog – опера-
тором %. Моноид – это полугруппа с единичным
элементом. Единичный элемент моноида возвра-
щается функцией mempty. Аналогично функторам
и монадам, для того, чтобы некоторый класс сде-
лать полугруппой и моноидом, нужно создать
специализации шаблонов классов is_semigroup,
is_same_semigroup и Semigroup для полугруппы и
шаблонов классов is_monoid, is_same_monoid и
Monoid для моноида. Для полугруппы в специали-
зации класса Semigroup нужно создать статиче-
ские функции semigroup_op и stimes, а для моноида –
mempty и mappend.

Аналогично функторам, монадам, полугруп-
пам и моноидам реализованы классы Alternative
(моноиды над аппликативами) с операциями
empty и ( ) (в библиотеке оператор |) и Monad-
Plus – монады с поддержкой выбора и неудачи
(failure) с операциями mempty и mplus.

6. FOLDABLE И TRAVERSABLE
6.1. Класс Foldable

Класс Foldable является обобщением сверточ-
ного функционала, первоначально определенно-
го для списков, на произвольные типы данных,
поддерживающих свертку. Основные сверточные
операции – это правая и левая свертки (foldr и
foldl). Эти функции принимают в качестве пара-
метров функцию, по которой делается свертка,
начальное значение и свертываемый объект (реа-
лизующий класс Foldable). Если тип данных, хра-
нящихся в свертываемом объекте, является моно-
идом, то для такого объекта в классе Foldable
определена также функция fold, принимающая
единственный параметр – свертываемый объект.
Этот объект сворачивается в моноид, например,
список списков свернется в один список, вклю-
чающий все объекты из всех списков. В качестве
начального значения при свертке берется еди-
ничный элемент моноида (возвращаемый функ-
цией mempty), а в качестве сверточной функции –
функция mappend. Так как моноидная операция
ассоциативна, то правая и левая свертки дают
одинаковый результат.

 

|
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Еще одна важная функция класса Foldable – fold-
Map. Ее прототип на языке Haskell выглядит так:

foldMap : ( F o l d a b l e  t , Monoid m) =>
( a −> m) −> t a −> m

Эта функция принимает в качестве параметров
функцию (в свою очередь принимающую в каче-
стве параметра значение того типа, который хра-
нится в свертываемом объекте и возвращающую
моноид) и свертываемый объект и возвращающую
моноид. Как и функция fold, она делает свертку
объекта в моноид. Значения, хранящиеся в свер-
тываемом объекте (произвольного типа), предва-
рительно пропускаются через функцию, прини-
маемую в качестве первого параметра (и, таким
образом, преобразуются в моноид). Функцию fold
можно естественным образом определить через
функцию foldMap:

f o l d  = f o l d M a p  id

Здесь id – функция, возвращающая свой аргу-
мент: ( ), или, на C++:

template<typename T>
T id (T const& v a l u e  ) { return v a l u e  ; }

В последнем определении функции fold ис-
пользовалась упоминавшаяся выше -редукция.
Полное определение выглядит, естественно, так:

. Но в языке Haskell парамет-
ры, стоящие в самом конце левой и правой частей
определения функции, можно опускать, если они
совпадают. Библиотека funcprog, к сожалению,

-редукцию не поддерживает, поэтому определе-
ние функции fold в библиотеке выглядит так:

template<typename F>
typename F : : v a l u e _ t y p e  fmap (F const& x ) {
return foldMap (

_(_id<typename F : : v a l u e _ t y p e >) , x ) ;
}

Смотрится более громоздко, но видно, что напи-
сано в принципе то же самое, просто типы прихо-
дится указывать явно, что удлиняет запись.

Функция foldMap похожа на функцию fmap (не
случайно сходство их названий). Это видно из срав-
нения определений этих функций для списков:

i n s t a n c e  Functor [ ] where
fmap _ [ ] = [ ]
fmap f ( x : xs ) = f x : fmap f xs

instance F o l d a b l e  [ ] where

=idx x

η

=foldx foldM ap id x

η

foldMap _ [ ] = mempty
foldMap f ( x : xs ) = f x <> foldMap f xs

Обе функции проходят по списку, при этом функ-
ция fmap формирует результат, перестраивая спи-
сок, а foldMap – свертывая значения в моноид с по-
мощью функции mappend (оператора ).

6.2. Класс Traversable
Класс Traversable играет для аппликативов ту же

роль, что класс Foldable для моноидов. Основная
функция класса Traversable – traverse. Вот ее прото-
тип:

t r a v e r s e  : :A p p l i c a t i v e  f =>
( a −> f b) −> t a −> f ( t b)

Функция, передаваемая первым параметром,
возвращает значение в аппликативе, значит, и
функция traverse должна вернуть результат в том
же аппликативе (выход за пределы функтора за-
прещен). Определение этой функции для спис-
ков выглядит так:

instance T r a v e r s a b l e  [ ] where
t r a v e r s e  _ [ ] = p u r e  [ ]
t r a v e r s e  f ( x : xs ) = ( : ) <$> f x <*>

t r a v e r s e  f xs

Сравнение этого определения с определением
функции foldMap класса Foldable показывает
большое внешнее сходство. Функция traverse про-
ходит по элементам списка (в общем случае – по
элементам объекта класса Traversable), преобразует
каждый элемент в аппликатив с помощью функ-
ции – первого параметра и формирует новый ап-
пликатив, внутри которого хранится исходная
структура объекта, но с новыми значениями. Дру-
гими словами, функция traverse создает новый
внешний (аппликативный) уровень для исходно-
го контекста.

Если значения, хранящиеся внутри объекта
класса Traversable, являются аппликативами, воз-
можен простой обход данного объекта. Для этого
предназначена другая функция класса Traversable –
sequenceA. Вот ее прототип и определение на язы-
ка Haskell:

s e q u e n c e A  : : A p p l i c a t i v e  f =>
t ( f a ) −> f ( t a )

s e q u e n c e A  = t r a v e r s e  id

В классе Traversable есть еще две функции –
mapM и sequence. Они аналогичны функциям tra-
verse и sequenceA (фактически их вызывают), но
работают с монадами.
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7. READER, WRITER И STATE
7.1. Монада Reader

Монада Reader предназначена для предостав-
ления общей информации (например, общих па-
раметров системы) одновременно нескольким
функциям. Альтернативный подход – передавать
эту информацию во все функции в качестве пара-
метров или хранить ее в глобальных переменных,
оба подхода часто оказываются неудобными. Мо-
нада Reader позволяет решить эту проблему,
предоставляя общий для всех контекст, в котором
любая функция может запросить информацию.
Тип хранимого значения передается как пара-
метр класса Reader. Основные функции класса
Reader – ask, возвращающая значение, local, вре-
менно меняющая контекст и reader, создающая
объект Reader. Вот небольшой демонстрацион-
ный пример использования этой монады на язы-
ке Haskell:

h e l l o  = r e a d e r  $ \name −>
(“hello , " ++ name ++ "!")

b y e  = r e a d e r  $ \name −>
(“bye , " ++ name ++ "!")

c o n v o  = r e a d e r  ( const (++) ) <*>
h e l l o  <*> bye

main = print . runReader convo $ “Fred”

Функция main печатает: “Hello,Fred!Bye,Fred!”.
Обе функции hello и bye прочитали переданное
значение (“Fred”). Вот как выглядит та же про-
грамма на C++:

using R = String ;
using _Rdr = _Reader<R>;
const Reader<R, String>
h e l l o =_Rdr : : r e a d e r  (_( [ ] (R const& name ) {
return String (“Hello , "+name+"!") ; }) ) ,

b y e =_Rdr : : r e a d e r  (_( [ ] (R const& name ) {
return String (“Bye, "+name+"!") ; }) ) ,

c o n v o =_Rdr : : r e a d e r  (_const_<String>(
_( c o n c a t 2 <char>) ) ) * h e l l o  * b y e  ;
BOOST_TEST(c o n v o .  r u n (“Fred”). r u n ( ) ==

“Hello ,Fred!Bye,Fred!") ;

Как обычно, на C++ получилось несколько длин-
нее, но видно, что делается все то же самое.

7.2. Монада Writer
Монада Writer предназначена для вывода ин-

формации в некоторое общее для всех функций
место (например, для логирования). При этом
функция не должна заботиться о том, как и куда
выводить логи. Если функция оказалась в кон-

тексте монады Writer, ей становятся доступными
функции класса Writer. Writer выводит информа-
цию в любой моноид, например, в строку (тип
моноида передается как параметр класса). Вот
пример, демонстрирующий использование мона-
ды Writer на примере функции, делящей число
пополам:

h a l f  x = do
t e l l  (“I␣just␣halved␣"++(show x )++"!")
return ( x ‘div ‘ 2)

main = print . e x e c W r i t e r  $
h a l f 8  >>= h a l f

Функция main печатает: “I just halved 8!I just
halved 4!”. Вот тот же самый пример на C++:

using W = String ;
using _Wrt = _ W r i t e r <W>;
using mWrt = Monad<_Wrt>;
const f u n c t i o n _ t <W r i t e r <W, int>( int )>
h a l f  = [ ] ( int x ) { return _Wrt : : t e l l  (
W(“I␣just␣halved␣” + e v a l  ( x ) + “!") )
>> mWrt : : m r e t u r n  ( x / 2) ; } ;

BOOST_TEST(half ( 8 ) . e x e c  ( ) . r u n  ( )
 == “I␣just␣halved␣8!") ;
BOOST_TEST((h a l f  ( 8 )>>=h a l f ). exec ( ). run ( )
 == “I␣just␣halved␣8! I␣just␣halved␣4!") ;

7.3. Монада State
Монада State похожа на монаду Reader в том,

что она также хранит некоторое значение (состо-
яние), его тип передается как параметр класса.
Отличие же состоит в том, что это хранимое зна-
чение можно менять. Эту монаду можно, напри-
мер, использовать в качестве аналога обычной
(изменяемой) переменной в императивных язы-
ках программирования. Смысл же этого класса в
том, чтобы хранить некоторое общее для всех
функций состояние, которое все функции могут
запрашивать и при необходимости менять. Ос-
новные функции класса State –get, put и modify,
которые, соответственно, запрашивают состоя-
ние, устанавливают новое и модифицируют.

8. ТРАНСФОРМЕРЫ МОНАД
В реальных вычислениях обычно бывает нужно

использовать не какую-то одну монаду, а одновре-
менно несколько. Например, все три описанные в
предыдущей главе монады – явные кандидаты на
одновременное использование. Есть еще монады
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Maybe и Either, обрабатывающие ошибки вычисле-
ний, и другие монады. Поэтому встает вопрос об
объединении монад. Этой цели служат т.н. транс-
формеры монад, позволяющие вносить одну мо-
наду внутрь другой. С помощью трансформеров
монад строится стек монад, позволяющий вести
вычисления одновременно в нескольких мона-
дах. В настоящий момент в библиотеке funcprog
реализованы трансформеры монад IdentityT, May-

beT, ReaderT, WriterT и StateT. А сами классы Read-
er, Writer и State реализованы, как и в языке Has-
kell, как “неподвижные точки” (fixed points) соот-
ветствующих трансформеров монад, а именно,
каждый из этих классов является соответствую-
щим трансформером монады Identity, не меняю-
щей значение. В следующем примере параметр
делится на число из монады Reader, лог пишется в
монаду Writer:

type D i v i d e =W r i t e r T  String (Reader Int )
runApp k n=r u n R e a d e r  ( r u n W r i t e r T  k ) n

d i v i d e  : : Int −> Divide Int
d i v i d e  x = do
n <− ask
t e l l  $ “Dividing␣” ++ (show x ) ++
“␣by␣” ++ (show n) ++ “!"

return $ x ‘div ‘ n

main = print . runApp (d i v i d e  8) $ 2

Функция main печатает: (4,"Dividing 8 by 2!"). Здесь 4 – это результат деления. Монады Reader и Writ-
er можно поменять местами. При этом изменятся только две первых строки:

type D i v i d e =ReaderT Int (W r i t e r  String)
runApp k n=r u n W r i t e r  ( runReaderT k n)

То же самое на языке C++ выглядит так:

template<typename _ D i v i d e >
typename _ D i v i d e  : : template type<int>
d i v i d e  ( int x ) { return _do(

n , MonadReader<int , _ D i v i d e  >: : ask ( ) ,
return MonadWriter<String , _ D i v i d e >

: : t e l l (“Dividing␣” + e v a l  ( x ) +
“␣by␣” + e v a l  (n) + “!")

>> Monad<_Divide >: :m r e t u r n  ( x / n) ;
) ;

}
BOOST_AUTO_TEST_CASE( t e s t _ M o n a d T r a n s  ) {

BOOST_TEST( e v a l  (
d i v i d e <_WriterT<String , _Reader<int>>>
( 8 ) . r u n  ( ) . r u n  ( 2 ) . r u n  ( ) ) ==
“(4 ,\"Dividing␣8␣by␣2!\")") ;

}

При изменении порядка монад Reader и Writer меняются местами две строки:

d i v i d e <_ReaderT<int , _W r i t e r <S t r i n g >>>
( 8 ) . run ( 2 ) . run ( ) . run ( ) ) ==
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9. КОМБИНАТОРНЫЙ ПАРСЕР PARSEC
В языке Haskell Parsec [11] – это простой, хоро-

шо документированный и быстрый парсер. Он
определяется как неподвижная точка трансфор-
мера монад ParsecT. Библиотека Parsec представ-
ляет из себя набор достаточно простых парсеров с
широкими возможностями их комбинирования.
Сам класс ParsecT является функтором, аппликати-
вом, монадой и моноидом. Соответственно, все
возможности, которые предлагают эти классы, для
парсеров также доступны. Парсер Parsec достаточно
полно реализован в библиотеке funcprog.

Главная проблема при его реализации была
следующая. Функция unParser в определении
класса ParsecT определена как полиморфная:

u n P a r s e r  : : f o r a l l  b .
S t a t e  s u

. . . − − Текст опущен
−> m b

В терминах языка C++ это означает, что unParser –
это шаблон функции с параметром шаблона b.
А такую функцию (function_t) описать невозможно.
Метод в классе с таким определением нельзя сде-
лать виртуальным. Единственный выход – сделать в
классе метод с таким определением и передать тип
класса, реализующий этот метод как дополнитель-
ный параметр шаблона класса ParsecT. Это создало
дополнительные трудности при реализации парсе-
ра, но в конце концов все получилось. И калькуля-
тор заработал. Опишем вкратце эти трудности.

Класс ParsecT в языке Haskell имеет 4 парамет-
ра: ParsecTS, U, M, A, где S – тип входного пото-
ка, U – пользовательские данные, M – монада и A –
тип выходных данных. Таким образом, два раз-
ных (имеющих разную реализацию функции un-
Parser) парсера, у которых эти 4 параметра совпа-
дают, имеют один тип, следовательно, некоторая
функция, которая должна вернуть парсер, может,
в зависимости от некоторого условия, вернуть
один из двух этих парсеров (if cond then p1 else p2).
В библиотеке funcprog по указанной выше причи-
не к классу ParsecT был добавлен еще один пара-
метр P, отвечающий как раз за реализацию метода
unParser. Таким образом, в библиотеке funcprog
разные парсеры всегда имеют разные типы и на-
писать подобную конструкцию оказывается не-
возможным. Если в исходном тексте на языке
Haskell встречается такая конструкция, то такую
функцию перенести на C++ не удается. К сча-
стью, такие случаи встречаются нечасто.

10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Функциональное программирование – мощ-

ный инструмент при реализации логически слож-

ных алгоритмов. Изящность и красота языков
функционального программирования, таких, как
Haskell, основаны на возможности комбинирова-
ния функций, когда сложное строится из простого.
Язык C++, хотя и содержит в себе элементы функ-
ционального программирования (например, лямб-
да-выражения), в полной мере такими возможно-
стями не обладает. Но опыт написания библиотеки
funcprog показал, что язык C++ достаточно мощ-
ный для того, чтобы средствами библиотеки шаб-
лонов функций и классов реализовать многие из
возможностей языка Haskell. В частности, уда-
лось достаточно полно реализовать парсер Parsec.

Функциональный стиль программирования
позволяет упростить запись логически сложных
алгоритмов за счет того, что такой стиль позволя-
ет “поднять” запись алгоритмов на более высо-
кий логический уровень, что делает эту запись бо-
лее понятной и одновременно менее громоздкой.
Функциональное программирование широко ис-
пользуется во многих областях программирова-
ния, в частности, для обработки текстов (напри-
мер, при компиляции). Данная библиотека ставит
цель привнести этот стиль программирования в
численные методы, в частности, в планах – встро-
ить библиотеку funcprog в разработанный авто-
ром сеточно-операторный подход к программи-
рованию (см. [12, 13]), что позволит создавать
сложные операторы путем комбинирования бо-
лее простых, легко “превращать” обычные функ-
ции в сеточные (свойство функторов) и т.д. Ис-
следование влияния применения этого стиля на
быстродействие (что является чрезвычайно важ-
ным в численных методах) пока полноценно не
проводолись. Ясно, что замедление будет (при-
внесение нового уровня абстракции к этому при-
водит неизбежно), но важным является не сам
этот факт, а численные оценки. Замедление в ра-
зы, конечно же, неприемлемо, но автор надеется,
что это будут скорее проценты, и плата за несо-
мненное удобство не будет слишком большой.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Haskell language. https://www.haskell.org/

2. The Scala Programming Language. https://www.scala-
lang.org/

3. Standard ML of New Jersey. http://smlnj.org/

4. Visual F#. https://msdn.microsoft.com/ru-ru/visualf-
sharpdocs/conceptual/visual-fsharp

5. FC++: Functional Programming in C++. https://yan-
niss.github.io/fc++

6. C++ template library for fans of functional program-
ming. https://github.com/beark/ftl

7. David Abrahams, Aleksey Gurtovoy. C++ Template
Metaprogramming. Addison-Wesley. 2004.



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 5  2020

БИБЛИОТЕКА ФУНКЦИОНАЛЬНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 59

8. Краснов М.М. Метапрограммирование шаблонов
C++ в задачах математической физики. М.: ИПМ
им. М.В. Келдыша, 2017. 84 с. DOI:
http://keldysh.ru/e-biblio/krasnov
https://doi.org/10.20948/mono-2017-krasnov

9. Краснов М.М., Ладонкина М.Е. Разрывный метод
Галеркина на трехмерных тетраэдральных сетках.
Применение шаблонного метапрограммирования
языка C++. Программирование, 2017 г., № 3,
стр. 41–53.https://elibrary.ru/download/eli-
brary_29207399_42944924.pdf

10. Boost C++ Libraries. https://www.boost.org/

11. parsec: Monadic parser combinators. http://hack-
age.haskell.org/package/parsec

12. Краснов М.М. Операторная библиотека для реше-
ния трехмерных сеточных задач математической
физики с использованием графических плат с ар-
хитектурой CUDA. Математическое моделирова-
ние, 2015, т. 27, № 3, стр. 109–120. http://www.math-
net.ru/links/38633e7a627ab2ce1527ae4a092be72f/m
m3585.pdf

13. Краснов М.М. Кандидатская диссертация “Сеточ-
но-операторный подход к программированию за-
дач математической физики”. Автореферат.
http://keldysh.ru/council/1/2017-krasnov/avtoref.pdf



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


