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1. ВВЕДЕНИЕ
Одним из основных инструментов, открыв-

ших путь к созданию алгоритмических методов
исследования и решения систем алгебраических
уравнений, явилось понятие базиса Гребнера
идеала кольца многочленов, занимающее одно из
центральных мест в современной компьютерной
алгебре (см., например, [1]). Классические схемы
исключения неизвестных из систем алгебраиче-
ских уравнений, основанные на методе базисов
Гребнера, реализованы во многих существующих
системах компьютерной алгебры. Однако, такие
методы неприменимы для исследования систем
существенно неалгебраических уравнений (т.е.
уравнений, не сводящихся к алгебраическим за-
менами переменных).

Вместе с тем, неалгебраические системы уравне-
ний возникают в различных областях знания.
В частности, в процессах, описываемых системами
дифференциальных уравнений с правыми частями,
разложимыми в ряд Тейлора, актуален вопрос об
определении числа стационарных состояний в
множествах определенного вида (и их локализа-
ции). Эта проблема приводит к задачам построе-
ния алгоритмов для определения числа корней
заданной системы уравнений в различных мно-
жествах, определения самих корней, исключения
части неизвестных из системы. В частности, в мо-
нографии [2] приведены многочисленные приме-
ры из химической кинетики, где требуются алго-
ритмы исключения неизвестных. Здесь важно
применение разработанных методов для каче-
ственного и численного анализа математических

моделей термокинетики процессов горения и ка-
тализа с целью получения условий воспламене-
ния, взрыва и критических явлений в химически
реагирующих системах. Для приложений, в том
числе, например, для уравнений химической ки-
нетики, важной задачей является исследование
зависимостей решений систем нелинейных, в том
числе и неалгебраических, уравнений от парамет-
ров. В вычислительном плане эта задача является
достаточно трудоемкой. Ее степень сложности
сильно зависит от размерности пространства не-
известных. Поэтому снижение этой размерности
за счет исключения переменных может привести
к упрощению исходной задачи.

Метод исключения неизвестных из систем не-
линейных алгебраических уравнений, основан-
ный на теории многомерных вычетов, был пред-
ложен Л.А. Айзенбергом в [3] в 1977 г. Дальней-
шие модификации метода были предложены
А.П. Южаковым, А.К. Цихом, В.И. Быковым,
А.М. Кытмановым, М.З. Лазманом в конце про-
шлого века [2]. Эти идеи были в последствии раз-
виты в работах [4–6]. Алгоритмический метод
(разработанный на основе идей Л.А. Айзенберга и
А.П. Южакова) был предложен М. Елкади и
А. Ижером в работе [7]. Идея метода заключалась
в нахождении определенных вычетных интегра-
лов, связанных со степенными суммами корней
(в положительных степенях) заданной системы
уравнений, избегая нахождения самих корней и
применяя затем к ним рекуррентные формулы
Ньютона. По сравнению с классическим мето-
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дом, данный метод сокращал время работы алго-
ритма, не повышая при этом кратность корней.

Еще одним методом исключения неизвестных
служит построение результанта двух целых функ-
ций. Хорошо известен классический результант
Сильвестра для двух многочленов и метод исклю-
чения неизвестных, на нем основанный. Для не-
алгебраических функций такое понятие не было
изучено ранее. Лишь в последние года в работах
[8, 9] обсуждается один подход к нахождению ре-
зультанта двух целых функций, основанный на
рекуррентных формулах Ньютона.

В работе [10] В.И. Кузоватовым и А.А. Кытма-
новым была предложена программная реализа-
ция алгоритма построения семейства аналогов
формулы Плана (см., например, пример 7 главы 7
из [11]), впервые полученных В.И. Кузоватовым и
А.М. Кытмановым в работе [12] при некоторых
ограничениях. В работе [13] В.И. Кузоватовым
эти ограничения были сняты.

Среди физических приложений классической
формулы Плана и некоторых ее обобщений мож-
но отметить их использование в теории кванто-
ванных полей для перенормировки тензора энер-
гии импульса скалярного поля в различных фрид-
мановских моделях Вселенной, а также при
вычислении вакуумного среднего тензора энер-
гии импульса квантованных полей в различных
полных и неполных многообразиях (эффект Ка-
зимира). Подробное изложение этих вопросов
можно найти в [14].

Целью данной работы является разработка и
программная реализация алгоритма построения се-
мейства аналогов формулы Бине (см., например,
глава 12, п. 12.32 из [11]), полученных В.И. Кузова-
товым и А.М. Кытмановым в работе [15]. Данный
алгоритм будет использоваться для алгоритмиза-
ции и программной реализации функциональных
соотношений на многомерные аналоги дзета-
функции Римана, которые являются важным ин-
струментом в создании методов исключения не-
известных из систем нелинейных уравнений, как
было показано в работе [16].

2. КЛАССИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА БИНЕ
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

Классическая формула Бине (см., например,
глава 12, п. 12.32 из [11]) выражает значение лога-
рифмической производной гамма-функции Эй-
лера  (в случае, если вещественная часть z по-
ложительна) через следующие интегралы:

Данное интегральное представление исполь-
зуется при нахождении функционального соот-

( )Γ z

( )
∞

πΓ = − + − .
+ − 2 2 2

0

1ln ln 2
2 ( )( 1)t

d tdtz z
dz z z t e

ношения (см., например, глава 2, п. 9 из [17]) для
классической дзета-функции Римана . Рас-
смотрим для вещественных :

Подставляя найденное соотношение в инте-
гральное представление для дзета-функции Ри-
мана  и меняя порядок интегрирования, мож-
но получить функциональное соотношение (см.,
например, глава 2, п. 9 из [17]) для классической
дзета-функции Римана.

Напомним (см., например, глава 2, п. 9 из [17]),
что интегральное представление для дзета-функции
Римана  в полосе  имеет вид:

Если говорить об обобщениях дзета-функции,
то И.М. Гельфанд, Б.М. Левитан и Л.А. Дикий
изучали (см., например, работы [18, 19, 20]) дзета-
функцию, ассоциированную с собственными
значениями оператора Штурма–Лиувилля в 50-х
годах прошлого века. Ее значение оказалось свя-
занным со следом данного оператора. Их подход
был развит [21] далее В.Б. Лидским и В.А. Садов-
ничим (60 годы), которые рассмотрели класс це-
лых функций одного переменного, определили
для них дзета-функцию корней и исследовали ее
область аналитического продолжения. В работе
[22] С.А. Смагин и М.А. Шубин строят дзета-
функцию эллиптических операторов и операто-
ров более общего вида, доказывают возможность
мероморфного продолжения дзета-функции и
дают некоторую информацию о полюсах.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ИЗВЕСТНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть f(z) – целая функция конечного порядка
роста  в . Рассмотрим уравнение

(1)

Обозначим через  множество всех
корней уравнения (1) (каждый корень считается
столько раз, какова его кратность). Число корней
не более чем счетно.

Дзета-функция  корней  уравнения (1)
определяется следующим образом:

где .
В работе [23] В.И. Кузоватовым и А.А. Кытма-

новым с использованием теории вычетов получе-
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ны два интегральных представления для дзета-
функции, построенной по нулям целой функции
конечного порядка роста на комплексной плоско-
сти. С помощью этих представлений описана об-
ласть, в которую эта дзета-функция продолжается.

Будем предполагать, что  , где qn
образуют некоторую последовательность нату-
ральных чисел.

Рассмотрим функцию ( )

(2)

С помощью замены  ряд (2) приво-

дится к виду , то есть

(3)

где коэффициенты fn определяются следующим
образом:

и, следовательно, .

Заметим, что в ряде (3) бесконечное число ко-
эффициентов fn отлично от нуля.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением
классов рациональных функций , для которых
справедливо представление (3). Как показывает
теорема Сеге (см., например, [24 §6.1]), степенной
ряд (3), коэффициенты которого fn могут прини-
мать лишь конечное число различных значений,
или представляет собой рациональную функцию,
или непродолжаем за пределы единичного круга.
В случае рациональности суммы ряда (3)

где  – многочлен, а N – некоторое натураль-
ное число.

Предположим, что , то есть

(4)

где коэффициенты  ввиду разложения (3),
. Коэффициенты  зависят от рас-

пределения .
Приведем явное выражение функции F(f, 

через функцию . Будем иметь
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Заметим, что функции  и 1 + ,
входящие в правую часть формулы (5), определя-
ются [10] следующим образом :

Для сокращения записи обозначим

Теорема 1 (аналог формулы Бине, [15]). Спра-
ведливо равенство

(5)

где суммирование берется по всем точкам qn, лежа-
щим в отрезке ,  – целое положительное чис-
ло, полином P(w) определен формулой (4).

Здесь

Если говорить о методах исследования, то ло-
кальные вычеты обобщают обычный вычет Коши
функции одного переменного, и их вычисление в
наиболее важных для приложений случаях является
конструктивной процедурой, которую несложно
реализовать с помощью символьных вычислений
на компьютере. Интегралы, выражаемые через ло-
кальные вычеты, появляются в различных приклад-
ных задачах. В монографии [25] подробно обсужда-
ется применение многомерных вычетов и, в част-
ности, дается решение задачи о вычислении
ошибки квантования двумерных рекурсивных
цифровых фильтров. Для современной теорети-
ческой физики одним из важных классов инте-
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гралов являются кратные интегралы Меллина–
Барнса, которые изучаются с помощью локальных
вычетов. Еще одно направление исследований, в
котором используются интегралы, выражающиеся
через локальные вычеты, связано с изучением до-
статочных условий алгебраичности интегралов,
зависящих от параметра. Данные методы могут
быть использованы в теории формальных языков
и грамматик [26].

4. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Алгоритм 1: Алгоритм построения семейства аналогов 
формулы Бине

Input: Список коэффициентов , 
; целое положительное число x2.

Output: Список, состоящий из левой и правой 
частей формулы (5).
begin

 список ненулевых элементов из Q
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5. ПРИМЕР

Алгоритм был реализован в среде Maple 2016
64bit. Полный код программы доступен по адресу
https://github.com/aakytmanov/Binet
_formula. Вычисления производились на ма-
шине Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) с 32 Gb RAM
под управлением Windows 7 Enterprise x64 SP1.
Время счета для приведенного примера составило
менее 0.1 секунды.

Пример 1.

Пусть , . Тогда , αj = {1/2,
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Таким образом,
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и (5) принимает вид

где функция  в данном случае определена
формулой (6).
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КУЗОВАТОВ и др.

некоторое заданное положительное целое число
 и построенная функция , например:

> Binet([1], 2, z->varphi(z), Phi);
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