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Сначала напоминается нормальная форма вблизи стационарного решения автономной системы
Гамильтона. Затем рассматриваются линейные периодические системы Гамильтона. Для них нахо-
дятся нормальные формы функций Гамильтона в комплексном и вещественном случаях. Обнару-
жена специфика вещественного случая в ситуации параметрического резонанса. Затем находятся
нормальные формы функций Гамильтона нелинейных периодических систем. Посредством допол-
нительного канонического преобразования координат такая нормальная форма всегда сводится к
автономной системе Гамильтона, которая сохраняет все малые параметры и симметрии исходной
системы. Ее локальным семействам неподвижных точек соответствуют семейства периодических
решений исходной системы. Аналогичная теория строится вблизи периодического решения авто-
номной системы. Все преобразования алгоритмичны и могут быть реализованы в системе компью-
терной алгебры.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Резонансная нормальная форма автономной
системы Гамильтона вблизи стационарного ре-
шения, учитывающая только собственные числа
матрицы  ее линейной части и без ограничений
на эту матрицу , была введена в [1], § 12. Оказа-
лось, что она эквивалентна системе Гамильтона с
меньшим числом степеней свободы.

Позже была введена слегка более простая
сверхрезонансная нормальная форма, которая
учитывала жордановы клетки нормальной формы
матрицы . Но эти дополнительные упрощения
не позволяли дополнительно понизить число сте-
пеней свободы [8].

Теория резонансной нормальной формы по-
дробно изложена в гл. I книги [2], и здесь она крат-
ко напоминается в разделе 2. В гл. II книги [2] из-
ложена аналогичная теория резонансной нор-
мальной формы для периодической системы
Гамильтона. Однако там имеются две недоделки:
плохо изложен случай параметрического резонан-
са и нормальная форма не приводится к автоном-
ной системе. Здесь исправляются эти упущения в
разделах 3 и 4 соответственно. В разделе 5 эта тео-
рия переносится на окрестность периодического
решения автономной системы Гамильтона.

Все описанные в работе преобразования носят
алгоритмический характер и могут быть вполне
реализованы в различных системах компьютер-
ной алгебры, как коммерческих, например, Wol-
fram Mathematica [9] или Maplesoft Maple
[10], так и открытых, например, SymPy [11] или
MathPartner [12].

2. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА ВБЛИЗИ 
СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ

Рассмотрим систему Гамильтона

(1)

с  степенями свободы в окрестности неподвиж-
ной точки

(2)

Если функция Гамильтона  аналитична в
этой точке, то она разлагается в степенной ряд

(3)

где , , , ξp =
= . Поскольку точка (2) – неподвиж-
ная, то разложение (3) начинается с квадратич-
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ных членов. Им соответствует линейная часть си-
стемы (1).

Собственные числа ее матрицы разбиваются
на пары

Пусть . Канонические замены коор-
динат

(4)
сохраняют гамильтоновость системы.

Теорема 1. Существует каноническое формаль-
ное преобразование (4), приводящее систему (1) к
нормальной форме

(5)

где ряд

содержит только резонансные члены с , а
квадратичная часть  имеет свою нормальную
форму (так что матрица линейной части системы
является гамильтоновым аналогом жордановой нор-
мальной формы). Здесь  + ...+ pnλn – ска-
лярное произведение.

Если , то нормальная форма (5) эквива-
лентна системе с меньшим числом степеней сво-
боды и дополнительными параметрами. При нор-
мализующем преобразовании (4) сохраняются
малые параметры и линейные автоморфизмы

Локальные семейства периодических решений
систем (1), (5) удовлетворяют системе уравнений

где a – свободный параметр.
Для вещественной исходной системы (1) коэф-

фициенты  комплексной нормальной формы
(5) удовлетворяют специальным соотношениям
вещественности, и при стандартной канонической
линейной замене координат  систе-
ма (5) переходит в вещественную систему.

Имеется несколько способов вычисления ко-
эффициентов  нормальной формы (5). Наибо-
лее простой описан в книге Журавлёва, Петрова,
Шундерюка [3].

3. НОРМАЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНОЙ
СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА

3.1. Линейная система
Рассмотрим линейную систему
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(6)

где вектор ,  – матрица, анали-
тически зависящая от ψ. После замены координат

(7)
система (6) перейдет в систему

(8)

Пусть теперь система (6) гамильтонова:

(9)

т.е. , , A(ψ) =
= , где  – симметрическая матрица,

 и функция Гамильтона γ = .

Здесь En – единичная n × n-матрица и  – ска-
лярное произведение.

Если преобразование (7) каноническое, т.е.

(10)

(звездочка – символ транспонирования матри-
цы), то система (8) также гамильтонова с функци-
ей Гамильтона

(11)

т.е. , .
Рассмотрим теперь систему Гамильтона (9), в

которой матрица  имеет по  период
2π, т.е. . Посредством линейной
канонической замены координат (7), (10) с 2π-пе-
риодической матрицей  постараемся полу-
чить гамильтониан (11) наиболее простого вида.
Пусть  – фундаментальная матрица решений
системы (6). Тогда

где N – постоянная матрица, . Для си-
стемы Гамильтона она каноническая.

Если для матрицы  существует представле-
ние

(12)

где  – постоянная симметрическая матрица, то,
согласно § 1 гл. II книги [2], , где  –
постоянная каноническая матрица и  – нор-
мальная форма матрицы L. Таким образом, пре-
образование (7) с

= ψ ,
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приводит систему Гамильтона (9) к нормальной
форме

(13)

с функцией Гамильтона . Однако пред-
ставление (12) имеется не для всякой канонической
матрицы  (см. Вильямсон [4]).

Пусть  – собственные числа канони-
ческой матрицы . Вместе с числом  среди

них есть и число . Более того, элементарные де-
лители матрицы  обладают следующими
свойствами:

• если  и имеется ровно  элементарных
делителей , то имеется ровно  элементар-
ных делителей ;

• если  и l нечетно, то элементарный де-
литель  встречается четное число раз.

3.2. Комплексная нормальная форма

Для комплексной системы (6) матрица  –
комплексная. Неприводимые над полем ком-
плексных чисел  элементарные делители матри-
цы  относятся к одному из следующих че-
тырех случаев:

С1)  и , ;

С2)  и , ,  – нечетное;

С3) ;

С4) .
Посредством постоянной канонической заме-

ны координат  матрицу  можно привести к
такому блочному виду, что каждому из перечис-
ленных случаев отвечает своя четверка блоков по-
рядка l, а вне блоков стоят нули. Поэтому доста-
точно рассмотреть каждый из этих случаев в
предположении l = n.

В случаях C1)–C3) существует представление
(12); при этом элементарные делители 
матрицы  относятся к случаям С1)–С3) п.
1.Б гл. I книги [2], где

и  – любое целое число; а именно:
• в случае C1)

где C – жорданова клетка порядка l:

= , = ,
ψ

constd JG G
d

z z

= ,1
2

g Gz z
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т.е.

(14)

• случай C2) с  относится к случаю C1) [2]
с ;

• случай C2) с  относится к случаю C1)

[2] с ;

• в случае C3)

где C – жорданова клетка порядка l с , 
и диагональная матрица , т.е.

(15)

• в случае C4) представления (12) нет, и ком-
плексная нормальная форма

имеет

где C – жорданова клетка порядка l с ,

 [5], т.е.

(16)

Рассмотрим теперь удвоенные случаи C3) и C4).

С3*) Двум элементарным делителям  и
 можно поставить в соответствие нор-

мальную форму (13) случая C2) с  и произ-
вольным целым  (только теперь  – четно).

С4*) Двум элементарным делителям  и
 можно поставить в соответствие нор-

мальную форму случая C1) с

.
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Итак, посредством комплексной замены (7),
где  – каноническая -периодическая мат-
рица, исходная функция Гамильтона

приводится к нормальной форме, являющейся
суммой форм вида (14), (15), (16). Она является
постоянной, если каждый элементарный дели-
тель вида  встречается четное число раз
среди элементарных делителей матрицы .
Вильямсон [4] доказал, что это условие не только
достаточно, но и необходимо для комплексной
приводимости.

3.3. Вещественные системы

Для вещественной системы (9) матрица  явля-
ется вещественной. Поэтому элементарные делите-
ли матрицы  обладают следующими свой-
ствами. Пусть элементарный делитель  име-
ется точно  раз.

• Если число  комплексное, т.е. Reb · ,
и , то элементарные делители ,

 и  также имеются точно  раз.
• Если число  вещественное или единичного

модуля, , то  имеется точно  раз.
• Если  и  нечетно, то  должно быть

четным.
Здесь черта сверху означает комплексное со-

пряжение.
Поэтому элементарные делители матрицы

 относятся к одному из следующих восьми
случаев:

R1)  и , ,
, ;

R2)  и , , , ;

R3) , , ;

R4)  и ,  – нечетно;

R5) ;

R6)  и ,  – нечетно;

R7)  и , , , ;

R8) .
Посредством вещественной постоянной кано-

нической замены координат матрицу  можно
привести к такому блочному виду, что каждому из
перечисленных случаев отвечает своя группа бло-
ков, а вне этих блоков стоят нули. Поэтому доста-
точно рассмотреть каждый из этих случаев в

ψ( )B π2

γ = ζ, Γ ψ ζ1 ( )
2

ν + 2( 1) l

ν −E N

N

ν −E N
ν −( )lb

k
b ≠Im 0b
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Γ ψ( )

предположении, что он исчерпывает матрицу N.
В случаях R1)–R7) существует представление (12)
с вещественной матрицей L; при этом элементар-
ные делители  матрицы  относятся
к случаям R1)–R5) п. 1. В гл. I книги [2] соответ-
ственно, где

При этом число lnb однозначно определяется по
b, а целое число  надо вычислять дополнительно
следующим образом.

Вычисляется любое решение  линейной
подсистемы вида (6), относящейся к одному из
случаев R1)–R7). Количество колебаний каждой
из его координат на периоде  – это и есть число
m. Если сделать дополнительное каноническое
преобразование

то получим собственное число .
При этом в случаях R3) и R5) имеется дополни-
тельный вещественный инвариант .

Итак, в случаях R1)–R7) имеется постоянная
комплексная нормальная форма гамильтониана

которая переводится в вещественную нормаль-
ную форму

с помощью стандартного канонического преоб-
разования

При этом подстановка

где -матрица , сохраняет гамильтони-
ан. Конкретный вид матриц Q и P для каждого из
случаев R1)–R7) описан в главе I книги [2]. Так, в
случаях R2)–R7) либо

(17)

либо

(18)

Теорема 2. Комплексная запись вещественной
нормальной формы в случае R8) – это система (16)
с таким стандартным преобразованием:

λ −( )la λ −E JL

= = + .
π π

1 1Ln ln
2 2

a b b im

m

ζ ψ( )

π2

= − ψ ,
= ψ , = , , ,

�

�

exp( )
exp( ) 1
j j
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x x im
y y im j … l
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1
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= + = , = , , .

1 ( )
2

1 ( ) 1
2

j j j j

j j j j

x iX Y iy
i

y iX Y ix j … l
i



10

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2020

БРЮНО

(19)

Здесь , , , , j =
= .

Тогда

и гамильтониан нормальной формы (16) имеет вид

4. НЕЛИНЕЙНАЯ НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА
4.1. Нелинейная нормализация

Рассмотрим систему Гамильтона с  степеня-
ми свободы

(20)

где  – степенной ряд по  с -периодически-
ми по  коэффициентами, который разлагается в
сходящийся ряд Пуассона

(21)

начинающийся с квадратичных членов  по .
Сделаем линейное каноническое преобразо-

вание , которое 2π-периодично по  и
приводит квадратичную часть гамильтониана си-
стемы (20) к комплексной нормальной форме,
являющейся суммой частей вида (14), (15), (16).
Тогда на главной диагонали матрицы  стоят ее
собственные числа . Обозна-
чим . Гамильтониан (21) примет вид

(22)

Назовем его нормальной формой, если
1) его форма  является нормальной формой

(14), (15), (16),
2) в разложении (21) имеются только резо-

нансные члены, для которых

(23)

Здесь  – скалярное произведение.
Теорема 3. Для гамильтониана (22) существует

формальная каноническая замена координат x, y,
:

{ }
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d d

γ ,ξ η π2
ψ

ψγ = γ ,
im

m
m

ep q
pq ξ η

2g ,ξ η

, → ,x yξ η ψ

JG
λ , ,λ , −λ , , −λ1 1n n… …

= λ , ,λ1( )n…λ

ψ, , ψ = .( ) im
mg g ep q

pqx y x y

2g

− , + = .0imp q λ

⋅, ⋅

ψ → , ,ϕu v

+= , = + , ϕ , ψ = ϕ + ,ϕ ,2 1( ) ( ) ( )nbz x y w b w w

-периодическая по ϕ, которая переводит гамиль-
тониан (22) в нормальную форму

(24)

со свойством (23).
Доказательство см. в гл. I и II книги [2].
Теорема 4. Каноническое преобразование uj =

= , , ,
приводит нормальную форму гамильтониана (24) к
постоянному степенному ряду

(25)

где

(26)

, ,  – целочисленны, . При этом  =
= hpqm, если , квадратичные члены име-
ют вид

где матрица Λ с диагональной мат-
рицей , и почти отсутствуют квадра-
тичные члены по .

Доказательство сводится к проверке равенства
(10), которое здесь очевидно. Здесь ||p|| = p1 + p2 +
+ .

Для исходного вещественного гамильтониана
(21) комплексные координаты z связаны с веще-
ственными координатами  стандартным
преобразованием, состоящим из замен (17), (18),
(19), а координаты  и  связаны этим же преобра-
зованием с соответствующими вещественными
координатами  и  [2].

Таким образом, приходим к автономной си-
стеме Гамильтона с n степенями свободы.

4.2. Малые параметры
Пусть исходный гамильтониан разлагается в сте-

пенной ряд по малым параметрам μ = .
По теореме 5.1 гл. I книги [2] при нормализую-
щем преобразовании малые параметры не меня-
ются. Поэтому получаем автономный гамильто-
ниан (25), (26), где коэффициенты  суть сте-
пенные ряды по малым параметрам . При 
эти коэффициенты с  равны нулю, а с

 соответствуют (23). Но при  это
не обязательно.

Для системы, соответствующей гамильтониа-
ну (25), (26), можно вычислить семейства непо-
движных точек вблизи точки , . Это
делается с помощью степенной геометрии (книга
[6]). Им соответствуют семейства периодических

π2

, , ϕ = ϕ( ) exp( )mh h imp q
pqu v u v
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решений исходной периодической системы Га-
мильтона. Вообще укорочения функции Гамиль-
тона и системы Гамильтона изучены в гл. IV кни-
ги [6]. Они не всегда совпадают. Примеры таких
вычислений см. в [7].

4.3. Линейные канонические автоморфизмы

Пусть исходная система (20) обладает линей-
ным каноническим автоморфизмом

где M – постоянная матрица  и .
Согласно теореме 2.3 гл. I книги [2] приведенная
нормальная форма (25), (26) также обладает соот-
ветствующим линейным каноническим автомор-
физмом. Впрочем, она может иметь дополни-
тельные автоморфизмы, которые не имеют соот-
ветствия в исходной системе.

5. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА В ОКРЕСТНОСТИ 
ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ

5.1. Локальные координаты

Пусть вещественная функция  аналитич-
на в некоторой области  вещественного про-
странства  с координатами

Тогда через каждую точку области  проходит
одна траектория (она же решение)  систе-
мы Гамильтона.

(27)

Траектории образуют фазовое пространство этой
системы. Пусть у системы (27) есть периодическое
решение  с периодом . В дальней-
шем под  будем понимать достаточно малую
окрестность решения . В окрестности 
существуют такие аналитические функции ξ =
= , , ,  от , что

1) траектория  определяется равенствами
 ;

2) функция  является циклической (угловой)
по mod ;

3) окрестность  является косым произведе-
нием -мерного шара на цикл ;

4) координаты  и  являются канониче-
ски сопряженными, так что в окрестности  си-
стема (27) в этих координатах гамильтонова:

= , ψ = θψ,�

�* *Mζ ζ

×2 2n n θ = const

γ ,�� �( )ξ η
#

+2 2n
R

+ += ξ , , ξ , = η , ,η .� � �
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= = ,0ξ η ρ = 0
ψ

π2

8

+(2 1)n ψ ∈ , π[0 2 ]

, ρξ , ψη

8

(28)

Гамильтониан  в окрестности  является -
периодическим по  и разлагается в сходящийся
ряд Тейлора

(29)

где целочисленные , , , ξp =
= , аналитические функции  имеют
по  период  и разлагаются в ряды Фурье. По-
скольку на решении  имеем , , ,
то на  система (28) принимает вид

(30)

(31)

где  – -й единичный вектор. Из (31), в частно-
сти, следует, что  const. Так как гамильто-
ниан можно задавать с точностью до постоянного
слагаемого, положим .

Поскольку  – периодическое решение, то на нем
нет неподвижных точек; следовательно, 

при вещественных . Пусть  – среднее значе-

ние функции , тогда

Положим

и сделаем каноническую замену

(32)

Тогда на  уравнение для  есть , т.е.
. Поскольку  – периодическое

решение с периодом T, а  имеет период , то

, где значение T может быть любого знака.

В дальнейшем будем считать, что преобразова-
ние (32) уже сделано, и будем опускать тильды
над  и . Если теперь разложить гамильтониан 
в ряд вида (29), где вместо  и  стоят  и , то,
опуская тильды, вместо (31) получим равенства

∂γ ∂γξ = , η = − , = , , ,
∂η ∂ξ

∂γ ∂γρ = , ψ = − .
∂ψ ∂ρ

�
� �

� �

1j j
j j

j n

γ 8 π2
ψ

γ = γ ψ ρ , ( ) l
l

p q
pq ξ η

≥ 0p ≥ 0q ≥ 0l
ξ ξ�

1
1

np p
n γ ψ( )lpq

ψ π2
} =� 0ξ =� 0η ρ =� 0

}

= γ ψ , = γ ψ , = , , ,0 0 000 ( ) 0 ( ) 1
j j

j … ne e

γ= , ψ = −γ ψ ,
ψ

�

000
0010 ( )d

d

je j
γ ψ =000( )

γ =000 0
}

γ ψ ≠001( ) 0

ψ λ0

1

γ ψ001

1
( )

∞

=

λ = + ψ + ψ .
γ ψ 0

1001

1 ( cos sin )
( ) m m

m

a m b m

∞

=

λ ψψ = =
γ ψ

= ψ + ψ − ψ





0

001

1

( )
( )

1 ( sin cos )m m
m

dg

a m b m
m

γ ψρ = ρ, ψ = ψ .
λ

� �

001

0

( ) ( )g

} ψ� ψ = −λ�

� 0

ψ = −λ +� 0 constt }

ψ� π2
π−λ =0

2
T

ρ ψ γ
ρ ψ ρ� ψ�



12

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2020

БРЮНО

(33)

Итак, определены свободный и линейный члены
разложения (29).

5.2. Линейная нормализация

Пусть . Для разложения (29) через
 будем обозначать однородную форму

по  порядка , содержащую  только в виде мно-
жителя ρl. Согласно (30) и (33), в гамильтониане
(29) члены наименьшего порядка суть

(34)

Пусть преобразование (7) каноническое в ко-
ординатах , т.е. удовлетворяет равенству (10); ес-
ли одновременно с ним сделать преобразование

то получим комплексную нормальную форму
(см. (15)):

(35)

При этом на главной диагонали матрицы JG стоят
ее собственные числа , ,  , .

5.3. Нелинейная нормализация
В результате канонической замены (7), (34) га-

мильтониан (29) примет вид g(x, y,  =
= . Разложим его в ряд Пуассона с

(36)

Этот ряд сходится абсолютно для достаточно ма-
лых , , , .

Теперь будем искать наиболее простой га-
мильтониан

(37)

к которому приводится гамильтониан (36) по-
средством нелинейной канонической замены ко-
ординат :

(38)

где .
Пусть форма  есть (36). Тогда на главной

диагонали матрицы  стоят ее собственные числа
, . Обозначим . Га-
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мильтониан (38) назовем комплексной нормальной
формой, если:

1) его форма  является нормальной
формой (35);

2) в разложении (37) имеются только такие
члены, для которых

Теорема 5 ([2]). Для гамильтониана (36) суще-
ствует формальное преобразование (38) к нормаль-
ной форме (37).

5.4. Приведенная нормальная форма

Теорема 6. Каноническое преобразование uj =
= , , ,
приводит нормальную форму гамильтониана (37) к
постоянному степенному ряду

(39)

(40)

 – целочисленны, . При этом
, если , квадратичные члены

имеют вид

где матрица  с диагональной мат-
рицей  и почти отсутствуют квадратич-
ные члены по . Здесь ||p|| = p1 + p2 + ··· + pn.

Таким образом, приходим к автономной си-
стеме Гамильтона (39), (40) с  степенями свобо-
ды, двумя дополнительными уравнениями

(41)

и дополнительным малым параметром , кото-
рую назовем приведенной нормальной формой. Она
позволяет изучать бифуркации семейств перио-
дических решений системы (20) в окрестности
резонансного периодического решения.

Для исходного вещественного гамильтониана
(29) комплексные координаты z связаны с веще-
ственными координатами  стандарт-
ным преобразованием (17)–(19), а координаты 
и  связаны этим же преобразованием с соответ-
ствующими вещественными координатами W и

. Координаты  и  вещественны.
Другие свойства приведенной нормальной

формы (сохранение малых параметров и линей-
ных автоморфизмов) аналогичны таким же свой-
ствам нормальной формы (38), описанным в пп.
2.Г и 2.Д главы II книги [2].
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5.5. Понижение числа степеней свободы
Пусть  – число линейно независимых реше-

ний  системы уравнений

Тогда приведенная нормальная форма (38)–(41)
каноническим преобразованием сводится к авто-
номной системе Гамильтона с k + 1 степенью сво-
боды и с  параметрами согласно § 3 главы I
книги [2].

5.6. Локальные семейства неподвижных точек
Здесь справедливо все, что было сказано в кон-

це подраздела 4.2, только надо учитывать еще
один малый параметр.
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