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Рассматривается классическая двухпланетная задача трех тел переменной массы в общем случае,
когда массы тел изменяются неизотропно с различными скоростями. Получены дифференциаль-
ные уравнения движения в оскулирующих элементах апериодического движения по квазикониче-
ским сечениям. Обсуждается алгоритм вычисления возмущающей функции в виде степенных рядов
по малым параметрам и получение дифференциальных уравнений, определяющих вековые возму-
щения орбитальных элементов. Все необходимые символьные вычисления выполняются с исполь-
зованием системы компьютерной алгебры Mathematica.
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I. ВВЕДЕНИЕ
Классическая проблема трех тел является ба-

зовой моделью небесной механики и имеет мно-
гочисленные приложения (см., напр., [1, 2]).
В простейшем случае она описывает движение
трех материальных точек постоянной массы, вза-
имодействующих друг с другом в соответствии с
законом всемирного тяготения. Дифференциаль-
ные уравнения, определяющие движение тел, мо-
гут быть легко выписаны, но получить общее ре-
шение этих уравнений в виде конечных аналити-
ческих выражений до сих пор не удалось.
Некоторые классы решений можно построить в
виде степенных и тригонометрических рядов
(см., напр., [3–5]). Построение и исследование
таких решений обычно связано с выполнением
весьма громоздких символьных вычислений, что
стимулировало разработку соответствующих ана-
литических и численно-аналитических методов и
алгоритмов [6–14]. Эти методы успешно исполь-
зуются при исследовании более сложных моделей
[15–22].

Следует отметить, что реальные небесные тела
не являются стационарными и такие их характе-
ристики как масса, размеры, форма и внутренняя
структура могут с течением времени изменяться
(см. [23–25]). Учет зависимости параметров си-

стемы от времени существенно усложняет модель
и даже задача двух тел переменной массы, общее
решение которой при постоянных массах хорошо
известно, допускает аналитическое решение
только в специальных случаях (см. [26, 28]).

Проблема трех тел является неинтегрируемой
даже при постоянных массах и для ее исследова-
ния обычно применяют теорию возмущений, ис-
пользуя в качестве нулевого приближения точное
решение задачи двух тел. Такой подход оказался
весьма успешным, например, при исследовании
движения планеты или спутника в системе звез-
да–планета или двойная звезда [2, 29–31]. По-
скольку массы небесных тел с течением времени
изменяются [23, 24, 26, 27], представляет интерес
исследовать влияние таких изменений на орби-
тальные параметры в рамках задачи трех тел. Спе-
циальный случай этой задачи, когда массы двух
тел изменяются изотропно одинаковым образом,
рассмотрен в работах [32–34].

Целью данной работы является исследование
проблемы трех тел с переменными массами в об-
щем случае, когда массы тел изменяются неизо-
тропно с различными скоростями. Хотя уравне-
ния движения системы получены в общем виде и
могут быть использованы при исследовании про-
блемы трех тел с переменными массами в различ-
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ных постановках, мы ограничиваемся наиболее
изученным случаем двухпланетной проблемы
трех тел [27, 33]. Основное внимание уделяется
обсуждению вычислительных задач, возникаю-
щих при получении разложения возмущающей
функции в степенной ряд по малым параметрам и
определении эволюционных уравнений, для ре-
шения которых лучше всего использовать системы
компьютерной алгебры. В данной работе все сим-
вольные вычисления выполняются с помощью си-
стемы компьютерной алгебры Mathematica [35],
которая имеет удобный интерфейс и позволяет
легко комбинировать различные виды вычисле-
ний. Поскольку для использования системы Math-
ematica требуется лицензия, для выполнения опи-
санных в работе вычислений можно воспользо-
ваться и другой системой компьютерной алгебы в
зависимости от предпочтений исследователей.

II. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
Предполагая, что наиболее массивное тело P0

находится в начале координат, и используя отно-
сительные декартовы координаты ,
уравнения движения тел ,  можно записать в
виде (см. [21, 26, 27])

(1)

(2)

где , ,  – массы тел
,  и  соответственно, G – гравитационная

постоянная,

а возмущающие функции , , приводящие к
неинтегрируемости уравнений (1), (2), имеют вид
(см. [26, 27])

Точка над символом в уравнениях (1), (2) означа-
ет полную производную соответствующей функ-
ции по времени. Дважды непрерывно дифферен-
цируемые функции  и  определяются со-
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где , ,  – значения
масс тел в начальный момент времени. Реактив-
ные силы  и , которые возникают вследствие
неизотропности изменения массы тел, можно
представить в виде

(3)

где относительные скорости , ( ) частиц,
покидающих тело  или осаждающихся на нем,
являются заданными функциями времени. Зако-
ны изменения масс во времени , (j = 0, 1, 2)
определяются на основе наблюдений за движени-
ем небесных тел и также считаются известными.
Потому далее будем считать, что реактивные си-
лы  и  являются заданными функциями вре-
мени.

Поскольку получить общее решение уравнений
(1), (2) не представляется возможным, для иссле-
дования динамики системы воспользуемся теори-
ей возмущений. Отметим, что в случае  = 0
оба уравнения (1), (2) являются интегрируемыми
и определяют движение тел  и  вокруг тела P0
по квазиконическим сечениям (см. [26]). Соот-
ветствующие точные решения, которые будем ис-
пользовать в качестве нулевого приближения,
можно представить в виде
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ходящего узла невозмущенной квазиэллиптиче-
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36]). Истинная аномалия  характеризует поло-
жение тела на орбите и определяется уравнением
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где  – время прохождения тела  через пери-
центр,  – средняя аномалия,

а эксцентрическая аномалия  связана с истин-
ной аномалией соотношением

(7)

Легко видеть, что при заданных орбитальных па-
раметрах , , , , ,  каждого из тел  и ,
а также известных функциях , , которые
зависят от законов изменения масс всех трех тел,
уравнение (6) позволяет найти средние аномалии
Mj как функции времени. Решая затем уравнение
Кеплера,

(8)

находим эксцентрические аномалии  и, ис-
пользуя соотношение (7), вычисляем истинные
аномалии . В результате соотношения (4), (5)
позволяют вычислить относительные декартовы
координаты тел  и  и полностью описать их
невозмущенное движение.

Следует отметить, что в случае постоянных
масс, когда , уравнения (4)–(7) определя-
ют движение тел  и  вокруг тела  по кониче-
ским сечениям. Наличие в выражениях (4) мас-
штабного множителя , зависящего от време-
ни, приводит к деформации конических сечений
и непериодичности движения. Поэтому говорят,
что решения уравнений движения (1), (2) в случае

 описывают апериодическое движе-
ние тел по квазиконическим сечениям (см. [26]).

В рассматриваемом случае двухпланетной за-
дачи трех тел предполагается, что масса централь-
ного тела  значительно превышает массы тел 
и . Потому их орбиты будут квазиконическими
сечениями, определяемыми уравнениями (4)–
(7), с малыми отклонениями, которые возникают
вследствие взаимного гравитационного притяже-
ния тел  и . Кроме того, изменение массы тел
и возникающие при этом реактивные силы также
будут влиять на изменение орбитальных парамет-
ров. Все эти факторы определяются возмущаю-
щими функциями  и , градиенты ко-
торых находятся в правых частях уравнений (1),
(2). Чтобы получить дифференциальные уравне-
ния, определяющие временную эволюцию орби-
тальных параметров, удобно перейти к новым ка-
ноническим переменным, известным как эле-
менты Делоне и переписать уравнения (1), (2) в
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канонической форме (см. [2, 26, 36]). Используя
решение (4) и выполняя стандартные, но доволь-
но громоздкие символьные преобразования (см.,
напр., [34]), определяем три пары канонически со-
пряженных координат и импульсов , ,

 для каждого из тел  и , которые связаны
с аналогами кеплеровских элементов орбиты со-
отношениями

(9)

Соответствующие функции Гамильтона имеют вид

(10)

где возмущающие функции ,  были введены
ранее в уравнениях (1), (2).

Далее будем предполагать, что во время движе-
ния выполняются условия  и , т.е. тела
движутся вблизи экваториальной плоскости по
траекториям с малым эксцентриситетом. В этом
приближении уравнения движения тел можно
упростить, выбирая новые канонические пере-
менные таким образом, чтобы во время движения
некоторые из них оставались малыми величина-
ми, и заменяя возмущающие функции их разло-
жениями в степенные ряды по малым парамет-
рам. Такие переменные, образующие три пары
канонически сопряженных координат и импуль-
сов , , , известны в литературе
как вторая система элементов Пуанкаре (см. [2,
26, 36]) и определяются через элементы Делоне
(9) соотношениями
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(13)

Отметим, что возмущающие функции ,  в
уравнениях (13) должны быть выражены через
новые канонические переменные.

III. РАЗЛОЖЕНИЕ ВОЗМУЩАЮЩИХ 
ФУНКЦИЙ

Уравнения движения (13) показывают, что в от-
сутствие возмущений ( ) канонические
переменные Пуанкаре , , , , , а также ор-
битальные элементы , , , , , остаются
постоянными, а средняя долгота  и средняя
аномалия Mj являются возрастающими функция-
ми времени (см. (6), (9), (11)). Гравитационное
взаимодействие тел  и , а также изменения
масс всех трех тел, описываемые возмущающими
функциями , , приводят к изменениям орби-
тальных параметров. Для исследования их зависи-
мости от времени возмущающие функции обычно
заменяют их разложениями в ряды по малым пара-
метрам с требуемой точностью (см. [2]), что позво-
ляет найти приближенные решения уравнений (13).
Следует отметить, что разложение возмущающих
функций ,  в ряды требует выполнения до-
вольно громоздких символьных вычислений и
представляет собой нетривиальную задачу, кото-
рая весьма эффективно решается при помощи
систем компьютерной алгебры.

Напомним, что в рассматриваемом случае экс-
центриситеты  и наклонения  орбит являются
малыми величинами. Соответственно малыми
величинами будут и две пары переменных Пуан-
каре , . Действительно, из соотноше-
ний (11), (12) получаем

(14)

(15)
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(17)

При  решение уравнения Кеплера (8)
также можно записать в виде сходящегося сте-
пенного ряда (см. [2]), что с точностью до второго
порядка по  дает

(18)

Принимая во внимание соотношения Mj =
= , ,  (см. (9), (11), (12))
и используя разложения (16)–(18), выражения (4)
для декартовых координат тел  и  с точностью
до второго порядка по переменным Пуанкаре ,

, ,  получаем в виде

(19)

Заметим, что использование встроенной в си-
стему Mathematica функции Series (см. [35]) суще-
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ственно упрощает вычисление разложений (19).
Поскольку каждая из функций (4) разлагается в
ряд по четырем переменным , , ,  в
окрестности точки , при вы-
полнении вычислений удобно воспользоваться
следующим приемом: добавляем множитель  у
каждой из четырех переменных и выполняем раз-
ложение функции по  в окрестности нуля с точ-
ностью до второго порядка. Соответствующая ко-
манда в системе  имеет вид:

В результате получаем следующее разложение:

Полагая , получаем искомый полином вто-
рой степени, причем функция Series используется
только один раз, а степень полинома определяет-
ся точностью разложения по ε.

Применение функции Series позволяет также
получить следующие выражения, которые будут
использованы при вычислении разложений воз-
мущающих функций  и :

(20)
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Аналогичным образом вычисляется разложе-
ние выражения , которое описывает возму-
щения, связанные с гравитационным взаимодей-
ствием тел  и . Поскольку получаемое выра-
жение более громоздко, мы его не приводим.
Отметим только, что в результате получается
многочлен второго порядка относительно пере-
менных Пуанкаре , , , , коэффициенты
которого являются периодическими функциями
средних долгот ,  и представляют собой раци-
ональные выражения, в числителях которых со-
держатся тригонометрические функции ,

, , , (k, n = 1, 2, 3),

а знаменатели содержат выражения , , , где

и введен параметр

Ограничение на величину параметра  является
следствием предположения, что траектория пла-
неты  располагается внутри траектории плане-
ты , т.е. в любой момент времени выполняется
условие .

Поскольку  является периодической функ-
цией параметра , имеют место следующие
разложения в ряды Фурье (см. [2]):

(22)

причем коэффициенты , ,  связаны между
собой рекуррентными соотношениями и выража-
ются через два коэффициента  и , которые
определяются выражениями
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(23)

Функции  и  в (23)
обозначают соответственно эллиптические инте-
гралы первого и второго рода.

Используя выражения (19)–(22) и выполняя
необходимые символьные вычисления, мы полу-
чаем разложение возмущающих функций  и 
в ряды по степеням переменных Пуанкаре , ,

, , ( ) с точностью до второго порядка
включительно. Полученное выражение весьма
громоздко и потому мы его не приводим. Отметим
только, что коэффициенты полученного полино-
ма содержат синусы и косинусы переменных  и

, которые представляют собой быстро изменя-
ющиеся величины. Поскольку нас интересует
влияние изменений масс тел на эволюцию орби-
тальных параметров тел  и  на больших интерва-
лах времени, короткопериодические возмущения,
связанные с движением тел , , следует устранить
путем усреднения возмущающих функций по сред-
ним долготам  и  (см. [2, 29]). Фактически это
означает, что в полученных разложениях следует
оставить только члены, не зависящие от  и .
При этом предполагается, что в разложениях воз-
мущающих функций отсутствуют резонансные
члены, т.е. отсутствует соизмеримость средних
движений тел  и . В результате получим следу-
ющие вековые части возмущающих функций:

(24)
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где

IV. ЭВОЛЮЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ

Эволюционные уравнения, определяющие по-
ведение орбитальных параметров на больших ин-
тервалах времени, получаются из уравнений движе-
ния (13), если вместо возмущающих функций ,

 подставить их усредненные разложения (24),
(25). Поскольку ,  не зависят от коор-
динат , , соответствующие им канонические
импульсы , , а также большие полуоси

, ( ), не зависят от времени.

Вековые возмущения элеметнов Пуанкаре ,
, ,  ( ) определяются как решения сле-

дующей системы дифференциальных уравнений:
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Напомним, что массы тел , ( ) и
реактивные силы , (j = 1, 2) яв-
ляются функциями времени. Следовательно, за-
висят от времени и отношения масс , , а
также параметр  и коэффициенты Лапласа ,

, , , , , . Поэтому коэффициенты по-
лученной системы из восьми линейных диффе-
ренциальных уравнений являются довольно
сложными функциями от времени, и записать об-
щее решение этой системы в символьной форме
не представляется возможным. Однако эту систе-
му можно решать численно, задавая различные
законы изменения масс и реактивные силы и ис-
следуя их влияние на вековые возмущения орби-
тальных элементов.

Отметим также, что вычисление правой части
первого дифференциального уравнения системы
(13), определяеющего зависимость от времени
средних долгот , , которое принимает вид

требует весьма громоздких символьных вычисле-
ний, поскольку возмущающие функции (24), (25)
зависят от импульсов  как явным образом, так
и посредством зависимости от  параметра  и
коэффициентов Лапласа , , , , , , .
Тем не менее, это уравнение также допускает чис-
ленное интегрирование.
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V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе обсуждается классическая

двухпланетная задача трех тел переменной массы
в общем случае, когда массы тел изменяются не-
изотропно с различными скоростями, что приво-
дит к появлению реактивных сил. Поскольку
дифференциальные уравнения движения явля-
ются неинтегрируемыми, проблема исследуется в
рамках теории возмущений, причем в качестве
нулевого приближения используется точное ре-
шение задачи двух тел с переменными массами,
описывающее апериодическое движение тел по
квазиконическим сечениям. Подробно описаны
основные типы вычислений, связанных с разло-
жением возмущающих функций в степенные ря-
ды, и получены выражения для возмущающих
функций с точностью до второго порядка по экс-
центриситетам и наклонениям. Получены эво-
люционные уравнения, определяющие вековые
возмущения орбитальных элементов, которые
допускают численное интегрирование при задан-
ных законах изменения масс тел.

Отметим, что все описанные символьные вы-
числения реализованы в системе компьютерной
алгебры Mathematica.
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