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I. ВВЕДЕНИЕ
Некоторое время тому назад в связи с исследо-

ванием формальной устойчивости положений
равновесия многопараметрических систем Га-
мильтона [1] автор столкнулся с проблемой адек-
ватного описания такого алгебраического много-
образия в пространстве  коэффициентов приве-
денного многочлена

(1)

на котором последний имеет либо кратные корни
(в этом случае многообразие называется дискри-
минантным множеством ), либо соизмери-
мые корни (в этом случае многообразие называ-
ется резонансным множеством ).

Вначале, в работах [2–4] с использованием
классической теории исключений была рассмотре-
на структура дискриминантного множества 
многочлена (1) в терминах полиномиальных иде-
алов, составленных из k-х субдискриминантов

 многочлена (1). Было показано, что оно
состоит из подмногообразий  различных раз-
мерностей . На каждом подмного-
образии  многочлен  имеет k различных
корней, кратность которых задается разбиением
числа n. С геометрической точки зрения каждое
из многообразий , , размерности

k представляет собой линейчатую развертываю-
щуюся поверхность, роль направляющей для ко-
торой выполняет многообразие размерности на
единицу меньшей. Это свойство позволило опи-
сать некоторую процедуру построения полино-
миальной параметризации подмногообразия 
с использованием параметрического представле-
ния направляющего подмногообразия .

Затем, в работах [5–7] описанная выше кон-
струкция была перенесена на случай соизмери-
мых корней с коэффициентом соизмеримости q.
В этом случае свойство корней ,  мно-
гочлена  быть кратными заменено свойством
образовывать геометрическую прогрессию длины
k со знаменателем q. При этом исследование резо-
нансного множества  проводилось с ис-
пользованием k-х субрезультатов матрицы Силь-
вестра пары многочленов  и , что в слу-
чае нулевого корня приводило к некорректным
результатам. Этот недостаток был устранен в рабо-
те [8] с помощью замены операции дифференци-
рования так называемым оператором Хана (Hahn
operator [9]):

(2)

индуцированным линейным отображением
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(3)

с неподвижной точкой . Это позво-
лило безо всяких изменений применить технику
классической теории исключений к исследова-
нию g-дискриминантного множества , на ко-
тором многочлен  имеет по крайней мере пару
корней , связанных соотношением tj = .

Оператор Хана  является естественным
обобщением следующих операторов, действую-
щих на пространстве  многочленов над :

• -дифференциального оператора Джексона

(4)

при  и ;
• разностного оператора

при q = 1;
• классического дифференциального опера-

тора  в пределе при  и .
Далее в тексте, оператор Хана (2) и оператор

Джексона (4), примененные к многочлену ,
названы его -производной и q-производной со-
ответственно. Для удобства читателя ниже приве-
дем некоторые определения и обозначения, став-
шие стандартными для q-исчисления.

Определение 1. Определим q-скобку  числа
a, сдвинутый q-факториал (q-символ Похгаммера)

, q-факториал , q-биномиальные (гауссо-

вы) коэффициенты , q-бином  следую-

щим образом

(5)
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При  все определенные выше объекты ста-
новятся классическими.

Основной результат работы [8] состоит в по-
строении полиномиальной параметризации всех
подмногообразий  размерности 
так называемого g-дискриминантного множества

.
Определение 2. Пару корней , , ,

, многочлена  назовем g-связанной, если
 для  вида (3).

Множество в , на котором многочлен 
имеет по крайней мере пару g-связанных корней
назовем g-дискриминантным множеством много-
члена  и обозначим .

g-дискриминантное множество  являет-
ся таким обобщением дискриминантного множе-
ства, для которого роль кратных корней играют
g-связанные корни:

Определение 3. Последовательностью 
g-связанных корней длины k назовем конечную
последовательность , , каждый член
которой начиная со второго, является g-связан-
ным корнем предыдущего члена последователь-
ности: . Начальный корень  назовем по-
рождающим корнем соответствующей последова-
тельности.

Процедура вычисления параметризации g-дис-
криминантного множества основана на теореме,
последовательное применение которой позволяет
получить параметрическое представление много-
образия  размерности , если уже вычис-
лена параметризация многообразия  размер-
ности .

Теорема 1 ([8, Теорема 3]). Пусть в простран-
стве  имеется многообразие , , на
котором многочлен  имеет  различных после-
довательностей g-связанных корней, причем после-
довательность корней  имеет длину .
При этом другие корни -й последовательно-
сти не являются -связанными со всеми корнями
последовательности . Если  –
параметризация многообразия , то для 
формула

(7)

задает параметризацию части многообразия ,
на котором имеется две последовательности кор-
ней  и , а остальные по-
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следовательности корней такие же, как на исход-
ном многообразии .

Поскольку теорема 1 работает для случая ве-
щественных корней, то в общем случае необходи-
мо дополнительное преобразование из следую-
щего утверждения

Утверждение 1. Для того, чтобы получить пара-
метрическое представление многообразия 
размерности , , на котором многочлен  имеет
две последовательности g-связанных корней равной дли-
ны с порождающими корнями  и , необходимо к ним
применить преобразование

(8)

Явно выписывая параметризацию многообра-
зия , на котором многочлен  имеет после-
довательность  g-связанных корней наи-
большей длины n (т. е. является g-биномом) и по-
следовательно применяя формулы (7) и (8), удается
получить параметрическое представление всех
многообразий , , составляющих
g-дискриминантное множество .

Замечание 1. В частном случае теоремы 1 при k = 1
формула (7) принимает вид

(9)

Формуле (9) можно дать следующую геометри-
ческую интерпретацию. Зафиксируем для парамет-
ризации  все параметры кроме пара-
метра . Выберем на многообразии  две точки с
координатами  и , t2,
..., tl), и проведем через них секущую (одномерное
линейное многообразие), выбрав величину  в
качестве параметра на ней. Тогда, как показано в
теореме 2 в [8], на этой секущей многочлен 
имеет последовательность корней ,
а остальные  корней простые. Таким об-
разом, многообразие  является линейчатой
поверхностью с многообразием  в качестве на-
правляющей.

Для проведения вычислений с g-дискриминант-
ным множеством  была создана программная
библиотека процедур gDiscrSet для системы
компьютерной алгебры Maple (см. [8. п. 4.4]). В ее
новую версию были добавлены некоторые проце-
дуры, в частности, процедура вычисления обоб-
щенных субдискриминантов  и наибольше-
го общего делителя пары многочленов  и

, использующая алгоритм псевдоделения
Якоби [10, Section 4]. Все вычисления пп. II и IV
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выполнены с применением новой версии биб-
лиотеки gDiscrSet. В настоящее время данная
библиотека переносится в систему SymPy [11],
имеющую богатый набор полиномиальных алго-
ритмов, в частности, процедур для вычисления
субрезультанов многочленов.

В данной работе рассматриваются важные с
прикладной точки зрения аспекты. В разделе III
предлагается методика вычисления корней ха-
рактеристического многочлена матрицы квадра-
тичной формы функции Гамильтона при наличии
двухчастотного резонанса между собственными
частотами. Эта методика легко переносится на
случай многочастотного резонанса. Для числа сте-
пеней свободы 3 и 4 при условии двухчастотного
резонанса приведены явные формулы корней
многочлена. В разделе 3 рассматривается ситуа-
ция, когда сами коэффициенты  многочлена (1)
суть полиномы от вектора параметров s. Предлага-
ется два способа получения параметризации
g-дискриминантного множества  через па-
раметры s, а именно, с помощью элиминационно-
го идеала и с помощью g-производных многочлена
(1). Наконец, в разделе IV подробно разобрана за-
дача вычисления резонансного множества некото-
рого характеристического многочлена, возникаю-
щего при исследовании положений равновесия
плоского двойного маятника с вязкоупругими
шарнирами под действием следящей силы.

II. ВЫЧИСЛЕНИЕ
СОИЗМЕРИМЫХ КОРНЕЙ

Во многих прикладных задачах возникает про-
блема определения корней многочлена  при
каких-то дополнительных условиях на послед-
ние. В качестве примера рассмотрим проблему
исследования формальной устойчивости положе-
ния равновесия многопараметрической системы
Гамильтона при наличии резонанса между соб-
ственными частотами [7]. Наиболее распростра-
ненная схема исследования (подробнее, см. [12])
состоит из последовательных шагов.

1. Вначале функция Гамильтона H в окрестно-
сти положения равновесия раскладывается в ряд
по однородным формам  степени k:

2. Затем квадратичная форма  приводится к
нормальной форме с помощью одного из алго-
ритмов [12, гл. 2] или [13, гл. 7].

3. Потом последовательно применяются мето-
ды нелинейной нормализации (симметризации).
Наиболее распространенными методами норма-
лизации являются метод Депри–Хори [12, гл. 11]

ia
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или метод инвариантной нормализации Журавлёва
(симметризации) [13, гл. 7, 8]. Объем статьи не поз-
воляет дать подробный обзор программных
средств вычисления нормальной формы системы
дифференциальных уравнений с использованием
системы символьных вычислений. Укажем здесь
лишь некоторые из них. Программы нормализа-
ции гамильтоновых уравнений вблизи точек либ-
рации в системе символьных вычислений REDUCE
[14] были разработаны в Институте теоретиче-
ской астрономии в 80-х–90-х годах прошлого ве-
ка (подробнее см. в [15, Гл. 1]). Многие из этих ал-
горитмов были затем перенесены в современные
системы компьютерной алгебры, как в проприе-
тарные: Wolfram Mathematica [16], Maple-
Soft Maple [17], так и свободно распространяе-
мые: SymPy [11]. Например, метод Депри–Хори
нормализации системы Гамильтона в окрестно-
сти точек либрации реализованы в системе Ma-
ple в виде пакета “НФ” [15], в системе Wolfram
Mathematica [18]. Метод инвариантной норма-
лизации Журавлёва [19] реализован в системе
Wolfram Mathematica. Этот метод был пере-
несен автором в систему MapleSoft Maple и
применен к изучению центральных многообра-
зий, связанных с точками либрации обобщенной
задачи Хилла. Отметим программный комплекс
[20], реализованный в языках программирования
C++ и Python, ориентированный на применение
к задачам молекулярной динамики.

Отметим, что для применения метода Депри–
Хори необходимо вначале привести квадратич-
ную часть  гамильтониана H к нормальной
форме. В методе симметризации это не является
необходимым условием, но в обоих случаях тре-
буется вычислить корни характеристического
многочлена матрицы квадратичной формы га-
мильтониана .

В случае резонанса между собственными ча-
стотами на корни характеристического много-
члена накладывается условие их соизмеримости с
коэффициентом q. Рассмотрим двухчастотный
резонанс, то есть когда имеется лишь одна пара
соизмеримых корней: , где q – некоторое
рациональное число, а остальные  корня ,

, попарно несоизмеримы. Тогда соглас-
но теореме 1 в [8] в последовательности обобщен-

ных субдискриминантов , ,
первым отличным от нуля является субдискри-

минант . Следовательно, наибольший об-
щий делитель пары многочленов  и 
вычисляется по формуле утверждения 1 в [8]. Ко-
рень  в таком случае есть

2H

2H

=2 1t qt
− 2n it

= , ,3i … n

( )( )i
q nD f = , , −0 1i … n

(1)( )q nD f
( )nf x ( )( )q nf x!

1t

(10)

где  – некоторый минор -го порядка
матрицы Сильвестра указанных выше многочле-
нов (подробнее см. в [8, 21, 22]). Теперь исходный
многочлен  может быть разложен на три
множителя:

а коэффициенты многочлена  выражаются
через корень  и коэффициенты , ,
многочлена (1) с помощью приведенной ниже
процедуры. Напомним, что коэффициенты ai ис-
ходного многочлена  выражаются через эле-
ментарные симметрические многочлены  сте-
пени  от его корней [23]: ai = (–1)iσi(t1, ,

.
1. На первом шаге из соотношения

выражаем  через :

(11)

2. Поскольку

то, подставляя полученное выше выражение (11)
для  в равенство ,
записываем  как выражение от :

3. Аналогично, на каждом последующем шаге
, значение симметрического многочле-

на , вычисленного на корнях , j =
= , рекуррентно выражается через значения
симметрических многочленов  степеней  < i,
коэффициентов , , многочлена (1) и
корня , найденного в (10).

4. Найденные таким образом значения симмет-
рических многочленов , i = 1, ..., n – 2,
определяют коэффициенты многочлена .

Для числа степеней свободы 3 или 4 в случае
соизмеримых или -связанных корней формулы
для них могут быть получены явно.

Так для кубики  выражения для корней
 определяются из выражений для субдис-

криминанта  (формула (3.4) из [22]), мино-

= − ,
(1)
1

1 (1)
( )
( )

n

q n

M ft
D f

(1)
1 ( )nM f −( 1)n

( )nf x

−= − − ,1 1 2( ) ( )( ) ( )n nf x x t x qt u x

−2( )nu x
1t ia = , ,1i … n

( )nf x
σi

i , , ,1 3 )nqt t … t
= , ,1i … n

= −σ , , , , = − + + σ , ,1 1 1 1 3 1 1 1 3( ) ( ( ))n na t qt t … t t qt t … t

σ , ,1 3( )nt … t ,1 1a t

σ , , = − − .1 3 1 1( ) [2]n qt … t t a

σ , , , , =
= + σ , , + σ , , ,

2 1 1 3

1 1 1 3 2 3

( )
( ) ( ) ( )

n

n n

t qt t … t
t qt t … t t … t

σ , ,1 3( )nt … t = σ , , , ,2 2 1 1 3( )na t qt t … t
σ , ,2 3( )nt … t , ,1 2 1a a t

σ , , = + + .2 3 2 1 1 1( ) [2] ( [2] )n q qt … t a t a t

= , ,3i … n
σ , ,3( )i nt … t jt
, ,3 … n

σk ≤1 k
ka = , ,1k … i

1t

σ , ,3( )i nt … t
−2( )nu x

g

3( )f x
, ,1 2 3t t t

(1)
3( )qD f
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ра  (формула (3.7) из [22]) и параметриза-
ции многообразия  (формула (19) из [8] или
формула (4.11) из [22]) для значения  и име-
ют вид

Для  выражения для корней , ,
более громоздкие. Вначале вычисляем парамет-
ризацию многообразия , на котором много-
член  является q-биномом (6), а его коэффи-
циенты , , выражаются через Гауссовы
коэффициенты (5):

(12)

Применяя к (12) формулу (9), получим параметри-
зацию многообразия , на котором имеется
последовательность длины 3 q-соизмеримых кор-
ней с начальным корнем  и простой корень :

(13)

Наконец, применяя последовательно для пара-
метризации (13) формулы (9) и (8), получим пара-
метрическое представление многообразия 

(14)

на котором  факторизуется следующим об-
разом:

Параметры  выражаются из (14):

корни , , а -соизмеримый ко-
рень  находится по формуле (10), где субдискри-
минант  и минор  вычисляются с

(1)
1 3( )M f

2 3( )f9

ω = 0

−
= , = ,

−
− − +

= .
−

2 2
3 1 2

1 2 12
2 2

3 2 2
1 1 2 3

3 2
2 2

[3]
[2] ([3] )

(2[3] [2] ) [3]
[3]

q

q q

q q q

q

a q a a
t t qt

q a qa

qa a a a
t

a qa

4( )f x it = , , ,1 2 3 4i

1 4( )f9

4( )f x
ia = , ,1 4i …

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠⎡ ⎤= − , = , , .⎢ ⎥

⎣ ⎦

2

1
4

( 1) 1 4
i

i
i

q

a q t i …
i

2 4( )f9

1t 2t

: = − − , = + ,
= − + , = .

2 4 1 1 1 2 2 1 2 1
2 2 3 3

3 1 2 1 4 1 2
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( [3] ) }
q

q

f a t t a qt t t

a q q t t t a q t t

9

3 4( )f9

: = − − ,
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= − − + ,

= − ,

3 4 1 1 2
2 2

2 1 1 2 2 3
2 2
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9

4( )f x

= − − − − .
3

2
4 1 1 2 3( ) ( )( )(( ) )Vf x x t x qt x u u

,2 3u u

= − + ,

= − − + + − ,

2 1 1

2 2
3 1 1 1 2 1

1 ( [2] )
2

1 ((3[3] ) [2] 4 )
4

q

q q

u a t

u q t a t a a

, = ±3 4 2 3t u u =2 1t qt q
1t

(1)
4( )qD f (1)

1 4( )M f

помощью матрицы Сильвестра пары многочле-
нов  и  по формулам

и

Замечание 2. Если имеет место многочастот-
ный резонанс, то поступая аналогично, можно из
наибольшего общего делителя многочленов 
и  найти соизмеримые корни. Представ-
ляя многочлен  в виде , где

 имеет только соизмеримые корни, вычисляем
коэффициенты многочлена  по указанной вы-
ше процедуре. Его корни суть остальные (несоиз-
меримые) корни исходного многочлена .

III. ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ
ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ
НА КОЭФФИЦИЕНТЫ

В прикладных задачах, в которых возникает
необходимость исследовать обобщенный дис-
криминант , часто пространство парамет-
ров многочлена  не совпадает с простран-
ством его коэффициентов. Далее рассмотрим два
способа получения описания множества  в
этом случае. Для определенности будем считать,
что все коэффициенты , , приведенно-
го многочлена  являются полиномами от не-
которого набора параметров ,

, которые назовем параметрами задачи.
Переход от параметров задачи  к пространству
коэффициентов  многочлена  задается
отображением

матрица Якоби которого , ,

, может иметь ранг m, . Далее
считаем, что ранг  матрицы  принимает наи-
большее значение, что соответствует условию не-
вырожденности отображения .

4( )f x 4( )( )q f x!

= − + −
− + − +

+ + − − ,
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1 4 1 3 1 2

2 2 2 2 2
1 4 2 4 3
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A. Вычисление с помощью элиминационного идеала

Выберем некоторую компоненту  размерно-
сти l g-дискриминантного множества . То-
гда с помощью алгоритма, описанного в под-
пункте 4.4 в [8], можно вычислить параметриче-
ское представление этого многообразия в виде

Составляем полиномиальный идеал

состоящий из n многочленов от  переменных.
Этот идеал в пространстве  параметров задает
некоторое алгебраическое многообразие, компо-
ненты которого могут иметь размерности от 0 до

, если последняя величина неотрица-
тельна. Для того чтобы получить его параметри-
ческое представление, нужно вычислить элими-
национный идеал [24, Ch. 3, § 1]. Эта задача реша-
ется с помощью вычисления базиса Грёбнера,
если указать при этом такой лексикографический
порядок, чтобы в первую очередь были исключе-
ны переменные . В большинстве систем
компьютерной алгебры это может быть достаточ-
но легко выполнено. Например, в системе Maple
при использовании команды Basis из пакета
Groebner следует указать лексикографический
порядок lexdeg([ ], [ ]). В системе
Mathematica при использовании процедуры
GroebnerBasis – указать опцию Monomia-
lOrder → EliminationOrder. Если элимина-
ционный идеал вычислен, то его первые много-
члены зависят только от параметров , ,
а параметры , , входят в остальные
многочлены таким образом, что позволяет выра-
зить их в виде рациональных функций от . Число
независимых параметров  равно гильбертовой
размерности идеала, и поэтому нужно среди l па-
раметров  выбрать  независимых, а
остальные выразить через них. Обозначим эти не-
зависимые параметры через , .
В итоге получим выражение исходных парамет-
ров ,  от  независимых пара-
метров , а следовательно, и выражение для ко-
эффициентов , , через них.

B. Вычисление с помощью -производных
Данный способ основан на теореме 1 и утвер-

ждении 1. Пусть многочлен  имеет последо-
вательность g-связанных корней длины .
Тогда, согласно указанным выше теореме 1 и
утверждению 1, его -производная по переменной

 имеет последовательность g-связанных корней

l9

( )g nf$

= , , , = , , .1( ) 1i i la r t … t i … n

= , , − , , , = , , ,1 1{ ( ) ( ) 1 }l i k i la s … s r t … t i … n)

+k l
s

− −( )l n k

, ,1 ks … s

, ,1 ks … s , ,1 lt … t

it = , ,1i … l
is = , ,1i … k

it
it

it − −( )l n k

�it = , , − −1 ( )i … l n k

is = , ,1i … k − −( )l n k
�it

ia = , ,1i … n

g

( )nf x
> 1m

g
x

длины . Следовательно, для того чтобы найти
параметризацию многообразия , которое соот-
ветствует разбиению , необходимо ре-
шить относительно коэффициентов , ,
систему уравнений

(15)

Для этого можно опять использовать технику вы-
числения элиминационного базиса, описанную в
предыдущем подпункте IIIA.

Наиболее эффективно этот способ работает в
том случае, если некоторые из коэффициентов 
многочлена  принимают постоянные значе-
ния. В этом случае система (15) представляет со-
бой систему линейных алгебраических уравнений
относительно тех коэффициентов , значения
которых не фиксированы. Ее решение можно за-
писать в виде рациональных выражений от пара-
метра t. Этот параметр является порождающим
для последовательности g-связанных корней со-
ответствующей длины, а полученное решение
позволяет задавать параметризацию многообра-
зия, на котором многочлен  имеет такую по-
следовательность связанных корней. Кроме того,
с помощью этой параметризации и преобразова-
ния (7) теоремы 1 можно получить параметриза-
цию многообразия, следующего в иерархии ком-
понент g-дискриминантного множества.

IV. ПРИМЕР: ДВОЙНОЙ МАЯТНИК
СО СЛЕДЯЩЕЙ СИЛОЙ

В работах [25, 26] рассматривалась задача об
устойчивости в линейном приближении двойно-
го маятника с вязкоупругими шарнирами под
действием следящей силы. Механическая систе-
ма на рис. 1 состоит из двух жестких невесомых
стержней длины l, соединенных вязкоупругими
шарнирами  и . Масса последнего равна .
Шарниры имеют одинаковые коэффициенты
упругости, но различные коэффициенты вязко-
сти. Следящая сила  приложена к свободному
концу  массы  и направлена вдоль плеча AB.

Линеаризованные уравнения движения в пе-
ременных  имеют характеристический
многочлен  вида [26]

(16)

где  и p – некоторые неотрицательные пара-
метры, выражающиеся через физические харак-
теристики системы (см. [25]).

− 1m
l9

−1 ( )[ 1 ]n mm
ia = , ,1i … n

,ω = , = , , − .{( )( ) 0 0 1}i
q nf x i … m!

ia
( )nf x

ia

( )nf x

O A 2m

P
B m

, ,ϕ , ϕ�1 2 1 2

χ λ( )

χ λ = λ + γ + γ λ +

+ γ γ − + λ + γ + γ λ + ,

def 4 3
1 2

2
1 2 1 2

1( ) ( 6 )
2

1 1 1( 2 7) ( )
2 2 2

p
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В [26, пп. 3.5.3, 8.3.1] исследовались особенно-
сти границы множества устойчивости положения
равновесия системы при малых значениях пара-
метров . Здесь рассмотрим более общую задачу.

Задача. Описать q-дискриминантное (резонанс-
ное) множество  характеристического мно-
гочлена (16), т.е. множество в пространстве пара-
метров , на котором многочлен (16)
имеет по крайней мере пару соизмеримых корней

, , .
Для решения задачи вместо оператора Хана

 используем его частный случай – q-произ-
водную Джексона (4), получающуюся при  и
обозначаемую далее .

Решение задачи разобьем на две части. Внача-
ле, используя метод подпункта 3В, получим пара-
метризацию резонансного множества приведен-
ной квартики – многочлена 4-й степени – при
фиксированном значении его свободного члена,
равном 1/2, и произвольных значениях осталь-
ных коэффициентов:

(17)

Затем с помощью полученной параметризации и
метода, описанного в подпункте IIIA, получим
параметризацию -дискриминантного множе-
ства  в пространстве исходных параметров

 задачи.
Число 4 – степень многочлена  – имеет пять

разбиений: , , ,  и . Первым четы-
рем из них соответствуют компоненты q-дискрими-
нантного множества  – множества в про-
странстве  коэффициентов многочлена .
Повторяя рассуждения подпункта IIIA, легко ви-
деть, что их размерности равны соответственно 0,
1, 1, 2. Обозначим эти компоненты , ,

 соответственно.
На компоненте  многочлен (17) стано-

вится -биномом  (6), свободный член ко-

торого . Следовательно, компонента
 состоит из двух точек , задаваемых значе-

ниями параметра  при условии q > 0.
Координаты этих точек суть

(18)

,γ1 2

χ( )q$

Π = γ , γ ,�
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q
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q

7

Эти точки являются особыми точками 2-го по-
рядка многообразия .

Для вычисления параметризации многообразия
 составим систему линейных алгебраических

уравнений относительно параметров , a3:

(19)

Решение системы (19) легко может быть получено
с помощью вычисления параметрического базиса
Грёбнера [24, Ch. 2], задав лексикографический
порядок для переменных . Заменив пара-
метр  параметром , оно примет вид

(20)

На этом многообразии многочлен (17) имеет вид

Многообразие  является однопараметриче-
ским семейством особых точек 1-го порядка мно-
гообразия . Из параметризации (20) видно,
что многообразие  состоит из двух гладких
кривых , взаимно симметричных относитель-
но оси . Каждая из этих кривых определяется
соответственно положительными или отрица-
тельными значениями параметра  и проходит
через соответствующую особую точку . При

 кривые  не имеют особых точек.

Теперь к параметризации (20) применим пре-
образование (9) и получим такую параметриза-
цию многообразия , что многочлен (17) на
нем будет раскладываться на два множителя

(21)

Выполним следующую упрощающую замену па-
раметра 
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которая приводит квадратный трехчлен в разложе-
нии (21) к наиболее простому виду. В этом случае
параметризация многообразия  примет вид

(22)

а многочлен  перепишется следующим обра-
зом:

(23)

Как следует из теоремы 1, многообразие 
представляет собой объединение двух линейчатых
поверхностей , образованных секущими, пере-
секающими соответствующие кривые  при зна-
чениях параметра , равных,

Следовательно, кривые  являются кривыми са-
мопересечения поверхностей . Поверхности 
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взаимно симметричны относительно оси .
Очевидно, что при  имеем , секущие
становятся касательными, а кривые  – кривы-
ми возврата.

На рисунках 2 с разных ракурсов показаны
участки поверхности  вместе с кривыми  (го-
лубым цветом),  (пурпурным цветом) и особы-
ми точками , . Описание кривой  и
точек  дано ниже.

Наконец, чтобы получить параметризацию
многообразия , на котором  имеет две
последовательности q-связанных корней, нужно
подобрать такое значение параметра , чтобы
квадратный трехчлен в разложении (23) стал -би-
номом. Для этого необходимо, чтобы q-дискри-
минант трехчлена , равный

, обнулялся. Это достига-
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Рис. 1. Двойной маятник состоит из жестких невесо-
мых стержней длины l, соединенных вязкоупругими
шарнирами  и . Следящая сила P приложена к сво-
бодному концу вдоль стержня AB.
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Рис. 2. Два разных ракурса поверхности . Участок

поверхности . Голубым цветом (в цветном вариан-

те рисунка) показана кривая , пурпурным цветом

показана кривая , черным цветом показаны осо-

бые точки , , .
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ется при . Покажем, что 

состоит из трех кривых  и .

Подставим значение  в (22) и получим, что ко-
эффициенты , , выражаются через рацио-
нальное выражение от параметра : t1 + .
Это выражение принимает значения на двух ин-
тервалах  и .

Параметризация кривых  имеет вид:

(24)

где знаку “–” соответствует интервал (–∞;
 изменения параметра , а знаку “+” –

интервал . Заметим, что кривые 
взаимно симметричны относительно оси .
Структура параметризации (24) этих кривых такова,
что каждая из них имеет точку остановки , соот-
ветствующую значению параметра t1 =  с
координатами

(25)

При этом каждая из поверхностей  самопересе-
кается по кривой .

При подстановке значения  в (22) получим, что
коэффициенты , , выражаются через раци-
ональное выражение от параметра : .
Параметризация кривой  имеет вид:

(26)

Поверхности  пересекаются по кривой .
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Многочлен  на многообразии  рас-
кладывается на произведение двух q-биномов

Кривые  и  пересекаются в следующих
точках: в особых точках  и в точках  с коор-
динатами

(27)

Точки  интересны тем, что на них многочлен
(17) имеет последовательность q-связанных корней
длины 3 с порождающим корнем t1 =  и

простым корнем , который совпадает со
вторым корнем последовательности. Таким обра-
зом, этот набор корней соответствует двум раз-
ным разбиениям:  и .

На рисунке 3 показаны поверхности  и ,
пересекающиеся по кривой  (показана желтым
цветом). Видны участки кривых  и , а также
некоторые из особых точек.
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Рис. 3. Поверхности , пересекающиеся по кривой

. Поверхности , пересекающиеся по кривой 
(желтый цвет в цветном варианте рисунка). Голубым
цветом (в цветном варианте рисунка) показана кри-

вая , пурпурным цветом показана кривая .
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Отметим, что при  все точки ,  и 
сливаются в пару особых точек – точек возврата
на кривых  и . Кривые  превращаются в
пределе в ребра возврата на поверхностях .

Итак, параметризация компоненты размерно-
сти 2 -дискриминантного множества , со-

стоящей из поверхностей , задается формулой
(22). Особые точки порядка 1 представляют собой
гладкие кривые , ,  и задаются соответ-
ственно формулами (20), (24) и (26). Особые точки
порядка 2 определяются формулами (18), (25) и (27).

Преобразование , задающее переход от коэф-
фициентов  многочлена (17) к коэффици-
ентам  характеристического многочлена
(16), невырождено и, следовательно, обратимо. Его
несложно вычислить с помощью элиминационного
идеала, как это описано в разделе IIIА:

(28)

Подставляя в (28) координаты точек , пара-

метризации кривых  и параметризации по-

верхностей , получим параметрическое пред-
ставление этих объектов в пространстве  пара-
метров задачи.

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривается ситуация, часто воз-
никающая в различных прикладных задачах, когда
для некоторого многочлена , коэффициенты
которого суть полиномы от некоторого набора па-
раметров s, его корни  связаны определенным со-
отношением: , где g(x) = . Предлага-
ется два основных приема, основанных на некото-
ром обобщении классической теории исключений
и алгоритмах компьютерной алгебры, позволяю-
щих получить параметризацию в пространстве па-
раметров g-дискриминантного множества много-
члена . Их работа продемонстрирована на
некотором примере.
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