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Ледяной покров моделируется тонкой упругой изотропной пластинкой, плавающей
на поверхности жидкости конечной глубины. По поверхности пластины перемеща-
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рых меняется характер волнового возмущения. Определены угловые зоны, в кото-
рых распространяются волны. Исследовано влияние скорости перемещения источ-
ника возмущений, толщины ледяной пластины, сил сжатия и растяжения на
амплитуды образующихся волн.
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1. Введение. В зимний период многие реки, озера и водоемы Крайнего Севера, Си-
бири и Дальнего Востока покрываются ледяным покровом. Создаются условия для
организации на них ледовых дорог и переправ для доставки по ним грузов. Одна из са-
мых известных ледовых дорог была создана во время Великой Отечественной войны
на Ладожском озере для доставки по ней грузов в осажденный Ленинград. Группа уче-
ных под руководством Кобеко П.П., проведя серию экспериментов, разработала реко-
мендации по движению транспортных средств по ледяному покрову [1]. Ими была
предписана определенная скорость движения автомобилей, чтобы избежать явления
резонанса, вызванного изгибно-гравитационной волной.

На северо-западе Канады находится одна из самых опасных зимних дорог мира –
Tuktoyaktuk Winter Road или Mackenzie Ice Road. Она пролегает частично по замерз-
шему руслу реки Маккензи, частично по замерзшему морю Бофорта. Самый длинный
в мире автозимник находится в Чукотском автономном округе. Он проложен по льду
Восточно-Сибирского моря и соединяет город Певек с селом Айон. Протяженность
его составляет 120 км.

С другой стороны необходимость продления навигации на замерзающих водных
путях ставит задачу разрушения ледяного покрова. Для этих целей используются суда
на воздушной подушке, которые, двигаясь с определенной скоростью, создают усло-
вия для разрушения ледяного покрова. К одним из первых работ, посвященных этой
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проблеме, можно отнести работы [2, 3]. Дальнейшие исследования в этом направле-
нии были продолжены Козиным В.М. и его учениками [4–6].

Исследования плавающего ледяного покрова при движении по нему различного
рода нагрузок строятся в зависимости от того, является ли разрушение льда желатель-
ным или нежелательным. Возникает необходимость исследований поведения ледяно-
го покрова при движении по нему источника возмущений. Важно знать поведение ле-
дяного покрова в зависимости от скорости перемещения нагрузки, знать критические
скорости, при которых возможно разрушение ледяного покрова.

Первый систематический подход, посвященный исследованию реакций бесконеч-
ной пластины, плавающей на поверхности жидкости конечной глубины Н, от воздей-
ствий на нее различного рода нагрузок, принадлежит Хейсину Д.Е. [7]. Он проанали-
зировал прогибы пластины, вызванные равномерно движущейся нагрузкой, и пока-
зал, что в случае плоской деформации существует две критические скорости.

Дальнейшее исследование трехмерных изгибно-гравитационных волн, вызванных
движущимися возмущениями, нашло свое отражение в работах [8–11] и многих других.

Одними из первых зарубежных работ, посвященных исследованию изгибных волн
в плавающих ледяных покровах, вызванных движущимися нагрузками, были работы
Wilson J.T. [12, 13]. В коллективной монографии [14] приводится анализ и библиогра-
фия основных работ зарубежных авторов вплоть до 1995 года, посвященных переме-
щению грузов по ледяному покрову. Среди последних исследований по этой теме
можно отметить работы: [15–22].

Исследованию колебаний сплошного ледяного покрова при воздействии на него изгиб-
но-гравитационных волн от движущихся погруженных тел посвящены работы [23–30].
В монографии [23] проанализирована возможность использования подводных судов
для разрушения ледяного покрова. Приводятся результаты экспериментальных иссле-
дований. Изучено [24] влияние скорости движения погруженного тела, толщины пла-
вающего льда, сжимающих и растягивающих усилий на распределение прогибов в ле-
дяном покрове. Исследован [25] докритический режим движения диполя (сферы),
при котором ледяной покров не совершает колебательные движения. Рассмотрена [26]
плоская задача о движении диполя в жидкости с плавающим ледяным покровом при
движении его со сверхкритическими скоростями. Монография [27] посвящена экспе-
риментальным исследованиям разрушения ледяного покрова изгибно-гравитацион-
ными волнами от движения подводных судов. Эксперименты проводились в опыто-
вом ледовом бассейне Приамурского государственного университета им. Шолом-
Алейхема. Экспериментально и теоретически исследовалось [28] влияние глубины
опытового бассейна на прогибы ледяного покрова при движении модели под ним.
При проведении экспериментов ледяной покров получался путем замораживания по-
верхностного слоя воды, либо использовался резиновый лист, плавающий на поверх-
ности жидкости. В монографии [29] кроме экспериментальных исследований изложе-
ны результаты численного и теоретического моделирования движения погруженного
тела в приповерхностной водной среде, как для свободной поверхности, так и при на-
личии ледяного покрова. Изучено [30] движение сферы в жидкости бесконечной глу-
бины под плавающим ледяным покровом при неравномерном его сжатии. Анализиру-
ется величина прогиба льда в зависимости от его толщины, скорости движения и глу-
бины его погружения, а также направления движения.

Настоящая работа посвящена исследованию влияния скорости перемещения ис-
точника возмущений, сил сжатия и растяжений, а также толщины ледяного покрова
на амплитуды трехмерных изгибно-гравитационных волн. Проведено [31] исследова-
ние в случае отсутствия сил сжатия и растяжения.

2. Постановка задачи. На поверхности идеальной несжимаемой жидкости конечной
глубины плавает ледяной покров, который моделируется тонкой упругой изотропной
пластиной, по поверхности которой перемещается источник возмущений вида:

(2.1)= = + v0 1 1( , );p p f x y x x t
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В горизонтальных направлениях пластина и жидкость не ограничены. Считая дви-
жение жидкости потенциальным, а скорости движения частиц и прогиб пластины ма-
лыми, в системе координат x1, y, связанной с движущейся областью давлений (2.1), за-
дача сводится к решению уравнения Лапласа для потенциала скорости ϕ

(2.2)

с граничными условиями:

(2.3)

где , , , , , , , ρ –

плотность жидкости, E, h, ρ1, μ – модуль нормальной упругости, толщина, плотность
и коэффициент Пуассона пластинки, Q – сжимающее усилие, ζ – возвышение по-
верхности пластина–жидкость. Здесь и далее у х1 опущен индекс 1.

3. Аналитическое решение задачи. Применяя для решения задачи (2.2)–(2.3) инте-
гральное преобразование Фурье по горизонтальным координатам, получим следую-
щее интегральное представление для прогиба пластинки – возвышения поверхности
пластина-жидкость:

(3.1)

где , , ,

, , , , , ,
– трансформанта Фурье функции .

Рассмотрим случай, когда сжимающие усилие удовлетворяют условию , где

,  – положительный корень уравнения , а  имеет вид:

Для  существенно меняется структура волнового движения. За источ-
ником возмущений происходит наложение волн [32].

Заменим путь интегрирования во втором интеграле (3.1) на контур L, идущий по
действительной оси от  до  с обходом полюсов  и  в ком-
плексной плоскости  по малым полуокружностям снизу и сверху соответственно, что
обеспечивает выполнение условия излучения для прогиба ледяного покрова ζ и по-

тенциала скорости течения жидкости ϕ. Здесь , . Так как
подынтегральное выражение в (3.1) на отрезках  и  не имеет особенностей,
то, применяя последовательно метод стационарной фазы и интегрирование по ча-
стям, получим:

(3.2)
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, (3.3)

здесь r1 и r2 – вещественные корни уравнения .
Вычислим контурный интеграл (3.3) с учетом знаков выражения  на

малых полуокружностях, обходящих точки , и подставим в (3.2). Затем, приме-
няя для вычисления интеграла (3.2) метод стационарной фазы, получим, что в зависи-
мости от скорости перемещения нагрузки на границе раздела пластина-жидкость об-
разуется от одной до трех систем изгибно-гравитационных волн с амплитудой затуха-
ния как R–1/2:

где , , ,

,  – функция Бесселя, b – радиус круга, по площади которого рав-
номерно распределена нагрузка,  – действительные корни уравнения ,

.

Здесь ,  – единственный положительный корень уравнения ,

, , r3 – действительный корень уравнения
, , где  – минимальное значение фазовой скорости изгибно-гравита-

ционной волны,  – скорость, при которой совпадают фазовые скорости изгибно-
гравитационной, упругой и гравитационной волн,  – максимальное значение фа-
зовой скорости гравитационной волны.

В табл. 1 приведены значения критических скоростей  и , при которых меняется
характер волнового возмущения. Здесь и далее для количественной оценки числен-
ные расчеты проводились для следующих параметров ледяного покрова и жидкости:

 Н/м2, ,  кг/м3,  кг/м3, h = 0.2 м, Н = 100 м, b = 2 м.
Таким образом:

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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Таблица 1. Значения критических скоростей  и  для сил сжатия и растяжения

Q = 
 (м/с)  (м/с)

h = 0.2 м h = 0.5 м h = 0.2 м h = 0.5 м

–1.5 10.2 14.4 18.7 23.4

–1.0 9.6 13.6 17.4 22.6

–0.5 8.9 12.5 15.8 21.3

0 8.1 11.3 14.0 19.4

0.5 7.2 9.9 12.3 16.6

1.0 6.0 8.2 10.0 13.6

1.5 4.2 6.4 6.3 8.6

v0 v1

ρk D g
v0 v1

ρD g

ρD g

ρD g

ρD g

ρD g

ρD g
(3.7)

Здесь , ,  – значения угловых зон, в которых распространяются волны, находят-
ся по следующим формулам:

,  – действительные корни уравнения , , α1 = α4 =
= , при , , при .

4. Анализ полученных результатов. На рис. 1–7 приведено распределение амплитуд
изгибно-гравитационных волн. Шкала делений по осям координат х и у дана в метрах.
Отклонение изолиний амплитуд волнового движения дано в миллиметрах.

При  волны с амплитудой затухания как R–1/2 не образуются – (3.4). Отклоне-
ние не волнообразно и напоминает статический прогиб как при стационарной нагрузке.

При  образуется изгибно-гравитационная волна  – (3.5). На рис. 1–2
представлено распределение амплитуды этой волны для сил растяжения и сжатия со-
ответственно. Волны, распространяющиеся впереди источника, более короткие и их
амплитуда меньше амплитуды более длинных волн, распространяющихся за источни-
ком. При движении источника со скоростью близкой к  максимум амплитуды нахо-
дится по трассе движения (рис. 1). При увеличении скорости максимум смещается от
трассы (рис. 2), и при  максимальное значение амплитуды будет на лучах

 и . Увеличение сил растяжения увеличивает амплитуду волны
, а увеличение сил сжатия и толщины ледяного покрова уменьшает ее.

При  образуются три системы изгибно-гравитационных волн – , ,
 (3.6). Волны  распространяются впереди источника, а  и  за источником воз-

мущений внутри угловых зон  и  соответственно. Упругая волна
 распространяется в угловой зоне .
На рис. 3–5 приведены амплитуды поперечной волны  (рис. 3), продольной 

(рис. 4) и упругой волны  (рис. 5).
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Рис. 1. Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 для  м/с, , 
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Рис. 2. Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 для  м/с, , 
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Амплитуда поперечной волны  меньше амплитуды продольной  и упругой 
волн. Силы сжатия и растяжения существенного влияния на амплитуды волн  и 
не оказывают. При увеличении сжимающих усилий амплитуда упругой волны 
увеличивается и уменьшается при увеличении сил растяжения. Увеличение тол-
щины ледяного покрова уменьшает амплитуды волн ,  и не оказывает суще-
ственного влияния на амплитуду волны . Наибольшее влияние на амплитуды волн
оказывает скорость перемещения нагрузки. Увеличение скорости уменьшает ампли-
туды всех трех волн.
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Рис. 3. Амплитуда поперечной волны  для  м/с, , 
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Рис. 4. Амплитуда продольной волны  для  м/с, , 
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Рис. 5. Амплитуда упругой волны  для  м/с, , 

50

100

150

y

x
0

2001000�40 300

30

30

40
�50

�20
�20

�20

�20

�10

�10

�10
�10

20
20

20
20

30

10

10

10

10

�30
�40

�25

ζ3 =v 20 < <v v1( )gH =1 1Q D



1044 МАЛЕНКО, ЯРОШЕНКО

Рис. 6. Амплитуда продольной волны  для  м/с, , 
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Рис. 7. Амплитуда упругой волны  для  м/с, , 
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При  образуются две системы волн – продольные  и упругие  – (3.7).
На рис. 6 и 7 приведены амплитуды продольной  и упругой  волн соответственно.

Продольные волны  распространяются за источником возмущений в угловой зо-
не , а упругие волны  впереди источника возмущений в области

. Увеличение сил сжатия, растяжения и толщины ледяного покрова на ам-
плитуду волны  существенного влияния не оказывает. Амплитуда упругой волны
уменьшается при увеличении сил растяжения и толщины ледяного покрова. При уве-
личении сил сжатия амплитуда волны  увеличивается. С увеличением скорости дви-
жения источника возмущений, амплитуды волн  и , как и при ,
уменьшаются.

Заключение. Наибольший интерес для практических целей имеют критические ско-
рости  и . Транспортное средство при перемещении по ледяному покрову должно
двигаться со скоростью либо меньше , либо больше , чтобы избежать разрушения
льда. С другой стороны для разрушения ледяного покрова судно на воздушной подуш-
ке должно двигаться с критической скоростью  или . Амплитуды образующихся
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волн уменьшаются при движении со скоростью . При движении с критической
скоростью равной  происходит изменение характера волнового возмущения, но
на амплитуды образующихся волн существенного влияния это не оказывает. Ампли-
туды образующихся волн уменьшаются при движении со скоростью .

При уменьшении толщины ледяного покрова и глубины жидкости уменьшаются
значения критических скоростей  и . С уменьшением глубины жидкости уменьша-
ется разница между значениями критических скоростей. Таким образом, для разруше-
ния ледяного покрова судно на воздушной подушке может двигаться с меньшей кри-
тической скоростью.

Силы растяжения увеличивают значения критических скоростей  и , а силы
сжатия уменьшают. Однако, при Q1 > Q0 значение критической скорости  увеличи-

вается, а значение  продолжает уменьшаться, стремясь к нулю при .
Силы сжатия и растяжения оказывают существенное влияние на амплитуду упру-

гой волны  и не оказывают существенного влияния на амплитуды волн  и , име-
ющих характер поперечной и продольной корабельных волн соответственно.
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Three-Dimensional Bending-Gravitational Waves 
in a Floating Ice Sheet from a Moving Source of Disturbances
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The ice cover is modeled by a thin elastic isotropic plate f loating on the surface of a liquid of
finite depth. The source of disturbances moves along the surface of the plate. The values of
critical velocities at which the character of the wave disturbance changes are obtained. The
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angular zones in which the waves propagate are determined. The influence of the velocity of
movement of the source of disturbances, the thickness of the ice plate, compression and
stretching forces on the amplitudes of the waves formed is investigated.

Keywords: elastic plate, ice cover, bending-gravitational waves, critical speed
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