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Объектом исследования данной работы является двухмассовая управляемая механи-
ческая система, состоящая из несущего диска, вращающегося вокруг своей оси, за-
крепленной в пространстве, и несомого кольца, присоединенного к диску при по-
мощи невесомых упругих элементов. Демпферов в системе нет. Процесс подавления
радиальных колебаний рассматривается с позиции теории оптимального управле-
ния. На достаточно больших интервалах времени используется численный метод
Ньютона для решения краевой задачи принципа максимума Понтрягина. Исследо-
ваны свойства фазовых траекторий системы в зависимости от начальных состояний
диска и кольца и количества пружин в сложной модели упругого взаимодействия.
Показано, как при некоторых начальных условиях и параметрах системы вследствие
радиальности упругой силы и закона сохранения кинетического момента траекто-
рия центра масс кольца стремится к окружности. Указанная тенденция выхода на
режим движения по окружности не является единой и зависит от количества пру-
жин. Демонстрируется, что при малом количестве упругих элементов траектория
кольца не принимает вид окружности, а происходит почти полное гашение радиаль-
ных колебаний. Установлено, что при рассматриваемых во время численного экспе-
римента параметрах системы управление является релейным с довольно большим
количеством переключений. При этом происходит одновременное раскручивание
всей системы.
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1. Введение. Процессы подавления колебаний и раскрутки механических систем
присутствуют во многих технических устройствах. Важность исследования данных яв-
лений обусловлена большим количеством механических объектов, которые напрямую
или косвенно связаны с разными модификациями процессов раскрутки и вращения.
В работе рассматривается модель колеса, состоящая из диска и кольца, соединенных
между собой невесомыми упругими пружинами. Ставится задача о подавлении ради-
альных упругих колебаний (имеется в виду изменение расстояния между осями вра-
щения диска и кольца) за счет изменения угла кручения между диском и кольцом.
Закон управления формируется на основе соотношений принципа максимума Понт-
рягина [1] в соответствующей задаче оптимального управления с некоторым инте-
гральным функционалом. Таким образом, речь идет о минимизации в некотором
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смысле амплитуды колебаний в течение всего процесса раскрутки (а не только в тер-
минальный момент), связанной с энергией, закачиваемой в эту степень свободы.
При численных экспериментах оказалось, что одновременно с этим удается обеспе-
чить раскручивание системы до достаточно больших угловых скоростей. Для построе-
ния управления на большом интервале времени предлагается использовать метод
Ньютона, часто применяющийся для решения соответствующей краевой задачи
принципа максимума. В предыдущих работах [2, 3] предполагалось, что механическая
система совершает движения при малых величинах отклонений центра масс кольца и
модуля разности углов поворотов диска и кольца. В данном случае потенциальная
энергия упругого взаимодействия была разложена в двумерный ряд Тейлора, что отра-
жается на простоте полученных уравнений, описывающих движение двухмассовой
системы. Отличием данной работы от предыдущих является рассмотрение более точ-
ной и сложной математической модели упругого взаимодействия при довольно боль-
ших колебаниях системы и разном количестве упругих элементов. Выбор численного
метода Ньютона для решения краевой задачи принципа максимума Понтрягина обу-
словлен более простой реализацией на ЭВМ и быстрой сходимостью. Однако метод
последовательных приближений [4, 5], использованный в предыдущих работах, также
может быть успешно применен для решения задачи.

Установлено, что минимизация радиальных колебаний механической системы при
выборе в качестве управления крутящего момента может быть проведена успешно.
Однако в процессе раскрутки возрастает до довольно больших значений величина
разности углов поворотов, что с физической точки зрения может привести к разруше-
нию двухмассовой системы. Предполагается, что возможности прикладываемого к
диску момента велики, так что в процессе управления угол крутильной деформации,
т.е. разность углов вращения диска и кольца, может изменяться сколь угодно быстро в
заданных пределах. Указанный угол кручения выбирается в качестве нового управле-
ния, которое гасит амплитуду радиальных колебаний. Выбором допустимого диапазо-
на изменения управления (угла кручения) можно обеспечить дополнительно и требуе-
мую раскрутку системы в целом.

Отметим, что существуют работы [6], численные методы расчета оптимального
программного управления которых используют эволюционные алгоритмы, не осно-
ванные на решении краевой задачи принципа максимума. Решение краевой задачи
принципа максимума Понтрягина проводилось в работах [7–16]. Приведена [17] зада-
ча граничного управления колебаниями двумерной пластины с целью полной оста-
новки колебаний за конечное время. При этом на управляющие воздействия наложе-
ны ограничения на максимум абсолютной величины. Построение управления для ме-
ханических систем как в данной задаче, у которых число степеней свободы
превосходит размерность вектора обобщенных управляющих сил, было проведено в
работе [18]. Рассматривается [19] возможный подход к осуществлению управления
движением портального крана при перемещении груза. Предложено два различных
метода отыскания управляющего ускорения, обеспечивающего гашение колебаний
перемещаемого груза. Гашение колебаний нелинейного маятника проводилось в ра-
боте [20]. Получено [21] аналитическое оптимальное по энергии управление гармони-
ческим осциллятором, причем задача рассматривалась на конечном интервале
времени. Исследовалась [22] динамика механического изотропного стержневого
упругого подвеса. Многомерные осцилляторы с нелинейным затуханием рассматри-
вались в [23, 24].

2. Описание механической системы и уравнения движения. Рассматривается управля-
емая механическая система, состоящая из диска и кольца, соединенных между собой
при помощи невесомых предварительно растянутых пружин, концы которых не за-
щемлены шарнирно-неподвижными опорами (рис. 1). Радиус диска равен . Радиус
внутренней полости кольца равен . Углы поворотов диска и кольца обозначены со-
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Рис. 1. Двухмассовая система.
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ответственно через  и . Оси вращения параллельны, причем ось вращения диска и
его центр масс зафиксированы в пространстве. Положение центра масс кольца харак-
теризуется относительными координатами  в прямоугольной системе координат в
плоскости, которая перпендикулярна осям вращения. Таким образом, при  и

 оси вращения совпадают.
Упругое взаимодействие будем моделировать системой, состоящей из  пружин

жесткостью , причем длина в свободном состоянии каждой из них равна .
Соответствующая внутренняя энергия каждой натянутой пружины в недеформиро-
ванной системе подсчитывается по формуле:

(2.1)

Пусть теперь система деформировалась за счет смещения кольца  на  по горизон-
тали, на  по вертикали, а диск  совершил относительный поворот на угол .
Для -й пружины запишем координаты конца, соединенного с диском:

(2.2)

и координаты конца, соединенного с кольцом:
(2.3)

Соответствующая энергия -й пружины в деформированной системе подсчитывается
по формуле:
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В результате запишем потенциальную энергию упругой деформации системы в виде:

(2.5)

Учитывая выражение для кинетической энергии

(2.6)

составим Лагранжиан:

(2.7)

(2.8)

Докажем, что суммы, указанные ниже, имеют следующую особенность:

(2.9)

Рассмотрим сумму , где  – мнимая единица, которая представляет собой гео-
метрическую прогрессию, сумма которой равна:

(2.10)

где  – первый член,  – знаменатель. Из полученной форму-
лы (2.10) следует, что . Заменяя  на , аналогично доказываем равенство ну-
лю суммы. Утверждение доказано.

Из выражений (2.9) можно получить аналогичными рассуждениями для  следу-
ющий результат:

(2.11)

Производные для получения уравнения для :

(2.12)
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ставляет собой векторное произведение двух коллинеарных векторов  и
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(2.13)

Аналогично полученным выражениям для  соотношения для  имеют следующий вид:

(2.14)

Производные для получения уравнения для :

(2.15)

Аналогично полученным выражениям для  соотношения для  имеют следующий вид:

(2.16)

Уравнения Лагранжа второго рода для описания движения механической системы
имеют следующий вид:

(2.17)

3. Постановка задачи управления. Предполагаем, что крутящий момент  может
быть достаточно большим. Поэтому в качестве нового управления выбираем угол кру-
чения и считаем, что он ограничен:

(3.1)

где  – заданная постоянная, которая должна быть достаточно мала. Функция 
предполагается кусочно-непрерывной. Выберем интегральный функционал качества
типа Лагранжа, соответствующий минимизации амплитуды радиальных колебаний
системы в течение всего процесса:

(3.2)

Так как функционал зависит только от , , а управлением является разность углов
поворотов диска и кольца, то последние два уравнения системы (2.17) можно рассмат-
ривать отдельно от первых двух. Введем новые переменные:  – скорость изменения
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(3.3)

Здесь в соответствии с (2.3), (2.8) зависимость правых частей от нового управления 
достаточно сложная и нелинейная:

где величины ,  не зависят от управления и заданы в (2.2). Системе (3.3) отвечают
начальные условия:

(3.4)

Сформулируем задачу оптимального управления на конечном заданном интервале
времени .

Задача. За счет выбора допустимого управления  требуется за время  перевести
систему (3.3) из заданного начального состояния (3.4) в произвольное терминальное
состояние и минимизировать при этом функционал (3.2), т.е. уменьшить, насколько
это возможно, радиальные колебания в процессе управления.

Далее будут составлены соотношения принципа максимума для поставленной зада-
чи, на основе которых будут найдены численно соответствующие законы управления.
Их оптимальность математически строго не обосновывается, так как принцип макси-
мума является только необходимым условием оптимальности. Однако, их эффектив-
ность проверена.

Кроме того, результаты численного моделирования, приведенные далее, подтвер-
ждают, что неотрицательность управления (см. (3.1)) способствует постепенному рас-
кручиванию исходной системы (2.17) до достаточно больших значений угловых скоро-
стей . Если в процессе решения задачи у построенного управления появятся точки
разрыва, то в них соответствующий момент  окажется бесконечно большим. Дан-
ная проблема может быть успешно решена с помощью процедуры сглаживания [3].

4. Краевая задача принципа максимума. Введем вспомогательную переменную  и
перейдем к функционалу типа Майера:

(4.1)

Для составления соответствующей краевой задачи принципа максимума следует вы-
полнить набор последовательных стандартных действий, а именно ввести сопряжен-
ные переменные, составить гамильтониан, выписать сопряженную систему, найти об-
щий вид управления, максимизирующего гамильтониан в каждый момент времени,
добавить начальные условия для основных переменных и граничные условия для со-
пряженных переменных на правом конце траектории (условия трансверсальности).

Введем соответствующие сопряженные переменные: , , , , ,
причем . Запишем гамильтониан:

(4.2)
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Здесь в скалярном произведении  – вектор сопряженных переменных,  – вектор-
функция, у которой компоненты с ненулевым индексом задают правую часть систе-
мы. Сопряженная система имеет вид:

(4.3)

Граничные условия (условия трансверсальности) для системы (4.3) заданы на пра-
вом конце траектории:

(4.4)

Исследуемая система нелинейна по управлению . Однако, при численных расче-
тах, представленных далее, максимальное значение гамильтониана в зависимости от
управления достигалось только в граничных значениях управления. Это означает, что
выражение для определения управления, доставляющего максимум гамильтониану
при выбранных параметрах системы, можно записать следующим образом:

(4.5)

Дополнительная численная проверка отсутствия максимума гамильтониана при про-
межуточных значениях управления также выполнялась.

5. Методика применения метода Ньютона. Для построения оптимального управле-
ния или экстремалей на основе составленных соотношений принципа максимума (3.3),
(3.4), (4.3)–(4.5) будем численно решать их с использованием метода Ньютона в ком-
бинации с методом “пристрелки”.

Начальные значения сопряженных переменных считаются варьируемыми парамет-
рами. Исходная система интегрируется совместно с сопряженной системой в прямом
времени при управлении, максимизирующем гамильтониан в каждый момент време-
ни. Цель – обеспечить выполнение условий трансверсальности на правом конце тра-
ектории. Задача рассматривается формально как задача решения системы нескольких
уравнений, заданных неявно. Число уравнений равно числу варьируемых параметров.
Для выбора варьируемых параметров на следующей итерации и обеспечения сходимо-
сти к искомому решению используется метод Ньютона:

(5.1)

где  – вектор начальных значений сопряженных переменных,  – вектор-функ-
ция из условий трансверсальности на правом конце,  – матрица Якоби. Так как
условия трансверсальности на правом конце явно не зависят от начальных значений
сопряженных переменных, то для определения матрицы Якоби будем использовать
выражение:
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Процесс итераций заканчивается, когда будут выполнены условия трансверсальности
на правом конце.

6. Численное построение экстремалей. В данном разделе представлены результаты
расчетов системы при раскручивании системы управлением, полученным из соотно-
шений принципа максимума. Была проведена серия расчетов при разных количествах
упругих элементов, соединяющих диск и кольцо. Рассмотрена динамика системы как
при малых, так и при больших отклонениях.

Расчет 1. При расчете были использованы следующие параметры системы с нену-
левой начальной угловой скоростью и ненулевым начальным отклонением:

Численным методом Ньютона было получено управление, успешно уменьшающее
амплитуду радиальных колебаний механической системы. На рис. 2 представлены ре-
зультаты численного моделирования. Обнаружено, что воздействие оптимального
управления на механическую систему имеет приблизительно периодический характер
с примерным периодом . Сопряженные переменные , , ,  сначала
колеблются с убывающей амплитудой, а потом, когда колебания полностью пропада-
ют, принимают нулевое терминальное значение. В конце процесса раскручивания
угол и угловая скорость кольца приняли приблизительно следующие значения:

, . Относительное изменение значения гамильтониана в тече-

ние процесса движения составляет 0.00008%, что свидетельствует о правильности и
точности проделанных вычислений.

Расчет 2. При расчете были использованы следующие параметры системы с нену-
левой начальной угловой скоростью и ненулевым начальным отклонением:

Численным методом Ньютона было получено управление, успешно уменьшающее
амплитуду радиальных колебаний механической системы. На рис. 3 представлены ре-
зультаты численного моделирования. На графике для оптимального управления де-
монстрируется нетривиальный алгоритм переключения. Сложный характер поведе-
ния в течение всего процесса движения, следующий из расхождения скоростей убыва-
ния амплитуд колебаний , , , , наблюдается и для сопряженных переменных ,

, , . В конце процесса раскручивания угол и угловая скорость кольца приняли

приблизительно следующие значения: , . Относительное изме-

нение значения гамильтониана в течение процесса движения составляет 0.0001%, что
свидетельствует о правильности и точности проделанных вычислений.

= = = =1 кг, 1 кг, 0.621 м, 0.644 мa b a am m r r

= = = =2 2
0

Н0.193 кг м , 0.208 кг м , 10 , 0.012 м
мa bI I k l

= = =010, 80 c, 0.01 радN T u

( ) ( ) ( ) ( )= = − = =v v
м м0 0.002 м, 0 0.001 , 0 0.002 м, 0 0.001
с сx yx y

τ = 0.36 c 1p 2p 3p 4p

β = 1596 рад β = рад40
с

= = = =1 кг, 1 кг, 0.055 м, 0.21 мa b a am m r r

= = = =2 2
0

Н0.0015 кг м , 0.0220 кг м , 10 , 0.1 м
мa bI I k l

= = =03, 135 c, 0.1 радN T u

( ) ( ) ( ) ( )= = − = =v v
м м0 0.1 м, 0 0.1 , 0 0.1 м, 0 0.1
с сx yx y

x vx y vy 1p

2p 3p 4p

β = 2673 рад β = рад38
с



978 ВАСЕНИН, РЕШМИН

Рис. 2. Результаты численного моделирования расчета 1 (малые колебания, большое количество пружин).
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Расчет 3. При расчете были использованы следующие параметры системы с нену-
левой начальной угловой скоростью и ненулевым начальным отклонением:
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Рис. 3. Результаты численного моделирования расчета 2 (конечные колебания, малое количество пружин).
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Численным методом Ньютона было получено управление, успешно уменьшающее
амплитуду радиальных колебаний механической системы. На рис. 4 представлены ре-
зультаты численного моделирования. Установлено, что, в отличие от второго расчета,
оптимальное управление стремится к периодической форме. Сопряженные перемен-
ные , , ,  сначала колеблются с убывающей амплитудой, а потом, когда коле-
бания полностью пропадают, принимают нулевое терминальное значение. В конце
процесса раскручивания угол и угловая скорость кольца приняли приблизительно
следующие значения: , . Относительное изменение значения
гамильтониана в течение процесса движения составляет 0.00005%, что свидетельству-
ет о правильности и точности проделанных вычислений.
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Рис. 4. Результаты численного моделирования расчета 3 (конечные колебания, малое количество пружин).
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Заключение. В работе рассмотрена задача об оптимальном гашении радиальных ко-
лебаний в упругой двухмассовой системе, состоящей из диска и кольца, соединенных
пружинами, при ограничениях на управляющее воздействие (угол кручения). Такая
задача сводится к управлению колебаниями соответствующего двумерного осцилля-
тора. Оказалось, что закон изменения угла кручения, полученный из соотношений
принципа максимума, при выбранных параметрах системы имеет релейный вид с
большим количеством переключений. При этом также продемонстрировано, что од-
новременно может возникать режим раскрутки механической системы, причем как
при малом, так и при достаточно большом количестве пружин. Показано, что с увели-
чением количества пружин в механической системе при неизменности остальных па-
раметров возрастает время гашения колебаний, а в некоторых случаях траектория
центра масс кольца стремится к окружности. Стремление траектории центра масс
кольца к окружности при достаточно большом количестве упругих элементов следует
из радиальности упругой силы. Отметим, что поведение механической системы при
малых колебаниях совпало с поведением системы в упрощенной математической мо-
дели упругого взаимодействия в работах [2, 3], что показывает правильность проде-
ланного исследования. Планируется использовать данную математическую модель
для анализа раскручивания системы при контакте кольца с поверхностью, наличием
трения и внутреннего демпфирования. Результаты будут применяться для исследова-
ния нежелательного эффекта потери силы тяги транспортного средства во время ин-
тенсивного старта [25].

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-11-00128),
https://rscf.ru/project/23-11-00128/.
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The object of research in this work is a two-mass controlled mechanical system consisting of
a carrier disk rotating about its axis, fixed in space, and a carried ring connected to the disk
by means of weightless elastic elements. There are no dampers in the system. The process of
suppression of radial oscillations is considered from the perspective of the theory of optimal
control. On sufficiently large time intervals, Newton’s numerical method is used to solve the
boundary value problem of the Pontryagin’s maximum principle. The properties of phase
trajectories of the system are studied depending on the initial states of the disk and ring and
the number of springs in a complex model of elastic interaction. It is shown how, under cer-
tain initial conditions and parameters of the system, due to the radiality of the elastic force
and the law of conservation of angular momentum, the trajectory of the center of mass of the
ring tends to a circle. The specified tendency to enter the circular motion mode is not uni-
form and depends on the number of springs. It is shown that with a small number of elastic
elements, the trajectory of the ring does not take the form of a circle, but almost complete
damping of radial vibrations occurs. It has been established that with the parameters of the
system considered during the numerical experiment, the control is relay with a fairly large
number of switchings. In this case, the entire system is simultaneously spinning-up.

Keywords: relay control, maximum principle, controlled rotation, boundary value problem,
Newton’s method, vibration damping
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