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В статье получены результаты, касающиеся численно-аналитического решения за-
дачи о максимальном повороте твердого тела на заданном интервале времени путем
перемещения подвижной внутренней массы. Движения массы реализуются при по-
мощи приложения ограниченной силы. Ранее рассматривались аналогичные задачи,
в которых перемещения внутренней массы предполагались кинематическими с
ограничениями на скорость точки. Полученный аналитический результат описыва-
ется простыми и легко проверяемыми формулами. Оптимальная траектория по-
движной внутренней массы является спиралью, которая накручивается на центр
масс самого твердого тела с возрастающей до бесконечности частотой. Полученные
численные результаты касаются построения иных оптимальных траекторий, кото-
рые не поддаются аналитическому исследованию.
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1. Введение. Рассматривается задача о максимальном угле поворота за заданное вре-
мя плоского твердого тела при помощи ограниченных внутренних сил, реализуемых в
процессе движения внутренней точечной массы.

Более точная постановка задачи следующая. Рассматривается плоское твердое тело,
которое может совершать плоское движение и на которое не действуют никакие
внешние силы. Внутри этого тела имеет возможность двигаться (в плоскости тела при
помощи актюаторов) материальная точка. Перемещение точки осуществляется по-
средством управляющей внутренней силы, которая ограничена по модулю и может
быть ориентирована в произвольном направлении в плоскости движения системы.
На координаты и скорости точки (относительно твердого тела) не накладываются ни-
какие ограничения (кроме условий дифференцируемости). Требуется выбрать такой
допустимый закон изменения управляющей силы, чтобы повернуть тело на макси-
мальный угол за заданное время.

Ранее, подобного рода модели (твердое плоское тело, взаимодействующее с по-
движной внутренней массой) рассматривались в качестве примеров, иллюстрирую-
щих закон сохранения кинетического момента системы материальных точек (см.,
напр., ([1], разд. 333, стр. 38), ([2], задача 45, стр. 226)). Отметим, однако, что движе-
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ние подвижной массы (насекомого, по терминологии Аппеля [1]) рассматривалось с
кинематической точки зрения, т.е., относительная скорость подвижной массы счита-
лась заданной функцией времени (в частности, постоянной). В учебнике [2] ситуация
аналогичная. При формулировке таких задач указывалось, что система “тело + точка”
в начальный момент находилась в покое, а затем, в момент , точка начинала дви-
гаться с некоторой постоянной относительной скоростью . Ясно, что переход
точки из состояния  в состояние  не может произойти мгновенно и реали-
зуется при помощи приложения к точке некоторой ограниченной силы. Это обстоя-
тельство приводит к необходимости определенной коррекции как формулировок, так
и полученных в [1, 2] ответов к указанным задачам.

В настоящее время аналогичные модели рассматриваются для исследования управ-
ляемых робототехнических устройств, предназначенных для перемещения тел при по-
мощи подвижных внутренних масс (см., напр. [3–5] и [6]). В частности рассматрива-
ются кинематические перемещения внутренних масс, для которых управлением явля-
ется вектор скорости, реализующий необходимое оптимальное перемещение объекта
(капсюльного робота).

В настоящей работе, рассмотренные выше модели применяются для оптимального
поворота объекта при помощи подвижной внутренней массы, перемещение которой
осуществляется ограниченной по модулю управляющей силой (см. также [7, 8]).

2. Описание модели, уравнения движения и постановка задачи. На рис. 1 изображено
сечение твердого тела, центр масс которого находится в точке C.  – неподвижная
система координат,  – подвижная поступательная система координат, связанная с
центром масс тела. Предполагаем, что оси этих систем координат все время парал-
лельны друг другу. Внутри тела находится материальная точка m, которая имеет воз-

можность двигаться посредством приложения внутренней силы . Для мо-
дуля силы F должно соблюдаться следующее ограничение

(2.1)

Пусть m – масса точки m,  – масса тела и его момент инерции относительно цен-
тра масс C соответственно. Обозначим:

 – координаты центра масс C тела в системе координат ;
 – угол поворота тела относительно неподвижной системы координат ;

 – координаты точки  относительно подвижной системы .
Учитывая, что при приложении к подвижной точке  силы , на тело в той же точ-

ке пространства действует сила  (согласно третьему закону Ньютона), запи-
шем уравнения движения центра масс и уравнение кинетического момента тела отно-
сительно его центра масс:

(2.2)

Движение точки  определяется уравнениями второго закона Ньютона

(2.3)

Из (2.2) и (2.3) получим три уравнения

(2.4)

Далее, для упрощения записи, будем полагать , , μ равными единице.
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Рис. 1. Тело с движущейся внутренней точечной массой.
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Третье уравнение в системе (2.4) можно проинтегрировать. Предполагая ,
окончательно получаем следующую систему дифференциальных уравнений

(2.5)

В правой части полученного третьего уравнения в системе (2.5) добавлена константа
, чтобы обеспечить выполнение условия . Однако, не-

трудно показать, что эту константу, при решении рассматриваемой оптимальной зада-
чи, можно опустить без ограничения общности.

Систему (2.5) перепишем в стандартной форме системы Коши, вводя обозначения

(2.6)

Получаем систему дифференциальных уравнений в стандартной форме

(2.7)

Для системы (2.7) ставится следующая задача оптимального управления.
Пусть заданы начальные условия   и время . Требуется опре-

делить такой закон изменения управляющих сил , которые удовлетворяют огра-
ничениям (2.1) и обеспечивают  = .

В классической формулировке задачи Понтрягина последнее условие максимума
можно заменить следующим

(2.8)

3. Основные уравнения принципа максимума и формулировка результата. Здесь приве-
дены дифференциальные уравнения принципа максимума Понтрягина для рассмат-
риваемой оптимальной задачи и излагается полученный результат.

ϕ =(0) 0

ξ = η = ϕ = ξη − ηξ +
= −ξ η + ξ η

   
 

, ,
(0) (0) (0) (0)

x yF F C
C

= −ξ η + ξ η (0) (0) (0) (0)C ϕ =(0) 0

= ξ = η = ξ = η = ϕ 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x

= = = = = −    1 3 2 4 3 4 5 2 3 1 4, , , ,x yx x x x x F x F x x x x x

= 0(0)i ix x =( 1,5)i =t T
,x yF F

5max ( )x T ϕmax ( )T

= − → 2 3 1 4
0

( ) max
T

J x x x x dt



957К ЗАДАЧЕ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПОВОРОТЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА
В соответствии с принципом максимума Понтрягина [9], вводим сопряженные пе-
ременные  , соответствующие фазовым переменным из (2.6), и гамильтони-
ан  для исходной системы дифференциальных уравнений (2.7) по формуле

(3.1)

Сопряженные переменные удовлетворяют следующей системе дифференциальных
уравнений

В данном случае, используя (3.1), получим уравнения

(3.2)

Из последнего уравнения системы (3.2) следует, что . Тогда система (3.2)
приобретает следующий вид

(3.3)

В соответствии с принципом максимума оптимальное управление  доставляет мак-
симум функции  из (3.1), и при ограничениях (2.1) имеет вид

(3.4)

Кроме того, поскольку на конечные значения ,  не наложено никаких
ограничений, то должны быть выполнены условия трансверсальности

(3.5)

Дифференцируя дважды последние два уравнения системы (3.3) и используя (2.7) и
(3.4), получим следующие два уравнения для двух сопряженных переменных , :

(3.6)

Таким образом, задача сводится к поиску решений системы 6-го порядка (3.6) на от-
резке , которые удовлетворяют краевым условиям

(3.7)
Мы можем понизить на две единицы порядок системы (3.6), записав следующие два
ее интеграла

(3.8)

где  – произвольные постоянные, определяемые начальными и конечными усло-
виями для переменных , . Система (3.8) является уже системой 4-го порядка.
Можно еще понизить порядок системы (3.8) на две единицы при помощи следующих
замен

(3.9)

Из (3.8) и (3.9), обозначая , получаем следующие четыре уравнения первого
порядка

(3.10)
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Отсюда получаем замкнутую систему трех дифференциальных уравнений первого по-
рядка относительно трех функций  (уравнение для  “отщепляется”):

(3.11)

Если в системе (3.11) поделить второе и третье уравнения на первое и взять за незави-
симое переменное функцию , то получим систему второго порядка для двух перемен-
ных .

Таким образом, нам нужно найти такие решения системы (3.11) на отрезке
, которые удовлетворяют краевому условию , чтобы обеспечить

условие трансверсальности (3.7). Аналитически эти решения удалось найти лишь в
том частном случае, когда . Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Система (3.11) в случае  имеет частное решение, которое
дается соотношениями

(3.12)

Справедливость утверждения 1 устанавливается непосредственной проверкой.
Далее, используя первые два уравнения системы (3.11) и соотношения (3.12), полу-

чим искомые решения системы (3.6) как функции времени на отрезке :

(3.13)

Используя формулы (3.6) и (3.13), получаем выражения для оптимальных управлений

(3.14)

Подставляя функции из (3.14) в уравнения движения (2.7), находим соответствую-
щие оптимальные траектории точки в системе координат  и максимальный угол
поворота тела. Несложно получить, что эти траектории представляют собой спирали,
закручивающиеся вокруг центра масс  бесконечное число раз. В конце этого процес-
са, при , направление управляющей силы  меняется с увеличивающейся до
бесконечности частотой.

В формулах (3.14)  – произвольная константа из интервала . Используя (3.14),
мы можем решить полную систему уравнений (2.7), (3.3) на отрезке  и опре-
делить все те начальные условия , , при которых соблюдены усло-
вия трансверсальности , . Проводя элементарные выкладки, мы по-
лучаем следующий результат.

Утверждение 2. Если начальные условия в рассматриваемой задаче удовлетворяют
следующим соотношениям:

(3.15)
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Рис. 2. Общий вид траектории точки с законами движения  = ,  =
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то при управляющих силах из (3.14) тело за время  повернется на максимальный
угол. При этом оптимальные траектории спиралеобразно стремятся к точке

Справедливость утверждения 2 следует из принципа максимума Понтрягина и не-
посредственного интегрирования системы уравнений (2.7), (3.3) при функциях , ,
вычисляемых по формулам (3.14).

Замечание 1. В силу однородности пространства в формулах (3.15) можно принять
. Тогда искомые начальные условия будут такими

Оптимальное управление из (3.14) примет вид

Решая систему (2.5) при указанных начальных условиях и управлениях , получим
следующие формулы для координат и скоростей

(3.16)

Из (3.16) следует, что оптимальный угол поворота равен , траекто-

рии точки по координатам и скоростям приближаются спиралеобразно в точку нуль.
На рис. 2 представлены законы движения точки по координатам и ее траектория.

4. Решение оптимальной задачи методом полярных координат. В предыдущем разделе
решение задачи Понтрягина осуществлялось в декартовых координатах. В настоящем
разделе исходная задача оптимального управления решается с использованием поляр-
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ных координат. Такой метод позволяет сократить выкладки и лучше прояснить меха-
нический смысл полученных результатов.

В системе (2.7) перейдем к полярным переменным по формулам

(4.1)

Тогда система (2.7) примет вид

(4.2)

В (4.2) приняты следующие обозначения

(4.3)

Согласно (4.3), ,  суть проекции управляющей силы  на оси скоростной системы
координат (касательную и нормаль соответственно, к траектории точки в декартовой
системе координат ). Ясно, что эти проекции также удовлетворяют ограничению

(4.4)

Путем несложных преобразований можно сократить число уравнений в системе (4.2).
В результате получаем следующую систему четырех дифференциальных уравнений
для четырех переменных 

(4.5)

Для системы (4.5) ставится аналогичная разд. 3 оптимальная задача. Найти функ-
ции , , которые при ограничениях (4.4) и заданных начальных условиях ,

, ,  обеспечивают для решения системы (4.5) .
Используя принцип максимума Понтрягина, вводим сопряженные переменные

, которые соответствуют исходным переменным  в написанном
порядке. Далее составляем гамильтониан, который запишем в следующем виде

(4.6)

В соответствии с принципом максимума оптимальные функции ,  реализуют мак-
симум функции  из (4.6), и при ограничениях (4.4) имеют вид

(4.7)

где , .
Из дифференциальных уравнений для сопряженных переменных следует, что

, т.е., . Записывая уравнения для других сопряженных пере-
менных, присоединяя к ним динамические уравнения (4.5) и используя равенства (4.7),
получаем следующую систему шести дифференциальных уравнений для шести функ-
ций 

(4.8)

= ρ α = ρ α = β = βv v1 2 3 4cos , sin , cos , sinx x x x

βρ = γ ρα = − γ = β = ϕ = ρ γvv v v v v v  cos , sin , , , sinF F

β= β + β = − β + β γ = α − βv cos sin , sin cos ,x y x yF F F F F F

vF βF F

ξηC

β+ ≤ =v
2 2 2

0 1F F F

ρ γ ϕv{ , , , }

βρ = γ γ = − γ − = ϕ = ρ γ ∈
ρ v
v

v v v
v

  1cos , sin , , sin ; [0, ]F F t T

vF βF ρ{ (0)
γ = α − β(0) (0) (0) v(0) ϕ =(0) 0} ϕmax ( )T

1 2 3 4{ , , , }p p p p ρ γ ϕv{ , , , }

β
   = γ − γ + ρ γ + − +  ρ   

vv
v

2 2
1 4 3cos sin sinp pH p p F p F

vF βF
H

β = − =v2 0 0/ , / ,F p p F q p

= v 3q p = +2 2
0 2p p q

=4 0p = λ = ≥4 const 0p

ρ γ v 1 2 3{ , , , , , }p p p

ρ = γ γ = − γ + =
ρ

     = − + λ γ = γ + − λρ γ    ρ   ρ 
 = − γ + − λρ γ + ∈ ρ 

v
v v

v

v v

v

  

 



2

0 0

2 2
1 2 12

2
2 2

3 1 2
0

cos , sin ,

sin , sin cos

cos sin ; [0, ]

p q
p p

p pp p p

p pp p t T
p



961К ЗАДАЧЕ ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПОВОРОТЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА
В системе (4.8) приняты обозначения из (4.7). Кроме того, так как на исходные пере-
менные , ,  при  не наложено никаких ограничений, то должны быть
выполнены условия трансверсальности

(4.9)

Таким образом, требуется решить систему дифференциальных уравнений (4.8) на от-
резке  при заданных начальных условиях для переменных  и условиях
трансверсальности (4.9) для переменных . Для некоторых начальных условий
это удалось сделать аналитически.

Можно показать (доказательство громоздко и здесь не приводится), что система
уравнений (4.8), (4.9) не имеет решений, при которых  (т. е., оптимальные
траектории не могут быть окружностями с центром в центре масс тела).

Перейдем тогда в системе (4.8) к независимой переменной . Для этого поделим
обе части всех уравнений, начиная со второго, на первое уравнение. Получим систему
пяти уравнений для пяти переменных  (производная по  обозначается
штрихом)

(4.10)

Система (4.10) имеет два интеграла

(4.11)

(4.12)

Интеграл (4.11) получается непосредственно из третьего и четвертого уравнений си-
стемы (4.10). Интеграл (4.12) следует из сохранения значения функции Гамильтона (4.6)
при значениях ,  из (4.7) в силу уравнений (4.8). Константы ,  в (4.11) и (4.12)
определяются заданными начальными условиями для  и условиями трансвер-
сальности (4.9).

Благодаря интегралу (4.11), можно понизить порядок системы (4.10). Введем
вместо ,  новую переменную  по формулам

(4.13)

Тогда интеграл (4.11) соблюдается автоматически, а система (4.10) будет эквивалентна
следующим четырем уравнениям для четырех переменных , 
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В уравнениях (4.14) ,  даются формулами (4.13), а ,  определяются обозначени-
ями из (4.7).

Введем новую переменную  по формуле

(4.15)

Тогда имеем , и система уравнений (4.14) примет вид

(4.16)

Рассмотрим такие начальные условия, для которых . В этом случае из инте-
грала (4.11) следует, что

(4.17)

В соответствии с условиями трансверсальности (4.9) тогда имеем . Уравне-
ния (4.16) приобретают вид

(4.18)

Далее полагаем . Тогда система (4.18) примет вид

(4.19)

Из формулы (4.12) для рассматриваемых начальных условий получим следующий ин-
теграл системы (4.19)

(4.20)

При условиях: 1) ограниченности функции , 2) стремлении  к нулю при 

медленнее, чем , из (4.20) получим с необходимостью, что . Тогда из (4.20)
имеем соотношение

(4.21)

Обозначая , из (4.21) получим соотношение

(4.22)

Используя (4.22), перепишем 1-е и 3-е уравнения системы (4.19) в виде следующей си-
стемы двух уравнений относительно двух переменных 
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(4.23)

Отметим, что 2-е уравнение системы (4.19) при выполнении соотношений (4.22) и
(4.23) выполняется тождественно.

Введем новые переменные по формулам

(4.24)

Заметим, что в (4.24) введено “безразмерное время” , а условие , в таком слу-
чае, реализуется при . Это, конечно, справедливо при монотонном убывании
функции , что будет показано далее.

Уравнения (4.23) для введенных в (4.24) новых переменных приобретают вид

(4.25)

Система (4.25) есть автономная система дифференциальных уравнений 2-го порядка
(“полулинейная”). Эта система имеет три особые точки с координатами :

(4.26)

Эти точки являются стационарными решениями системы (4.25).

Уравнения же (4.19) тогда имеют особые решения , , ,
, для которых выполнены соотношения

(4.27)

Эти решения удовлетворяют также интегралу (4.20) при . Так как , то из (4.27)
получим

(4.28)

Отметим, что в силу условий трансверсальности (4.9), формул (4.17) и обозначений (4.15),
имеем ,  = 0. В результате приходим к решениям, полученным
в разд. 3.

Ясно, что, выбирая другие решения системы (4.25), которые существуют на беско-
нечном интервале  и отличны от стационарных, могли бы быть получены но-
вые оптимальные решения для соответствующих новых начальных условий исходной
задачи. Исследование системы (4.25), однако, приводит к следующему отрицательно-
му результату.

Утверждение 3. Решениями системы (4.25), которые продолжаются на весь беско-
нечный интервал , являются только стационарные решения, представлен-
ные тремя особыми точками из (4.26).

Доказательство утверждения 3 приведено в Приложении. Фазовая плоскость систе-
мы (4.25) приведена на рис. 3, где изображено соответствующее векторное поле на-
правлений вместе с некоторыми фазовыми траекториями. Некоторые решения пока-
заны на рис. 3,а–г, где видно, что они действительно непродолжаемые. Продемон-
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Рис. 3. Фазовая плоскость системы (4.25) и некоторые фазовые траектории.
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стрировано два варианта. В первом случае , . При этом на
конечном интервале времени первая координата становится достаточно большой по
абсолютной величине, значение второй уходит на бесконечность (см. рис. 3,а,б).
Во втором случае , . При этом на конечном интервале времени
первая координата остается небольшой по величине, значение второй уходит на бес-
конечность (см. рис. 3,в,г). В обоих случаях есть немонотонность одной из координат,
что соответствует сложному поведению фазовых траекторий на рис. 3.

Замечание 2. Нетрудно установить, используя (4.7), (4.15) и первое равенство из (4.28),

что оптимальная сила  удовлетворяет соотношениям  = . Таким обра-
зом, сила  является постоянной по модулю (равным единице) и всегда направлена
под углом 45° к касательной траектории подвижной точки в системе . Эта сила яв-
ляется “следящей” по скорости точки. Отметим, что в монографии [10], (см. разд. 3.5.2,
стр. 115) рассматривалась задача о “следящей” силе по позиции точки (сила была так-
же постоянна по модулю и всегда перпендикулярна радиус-вектору точки). Спирале-
образные траектории движения точки, полученные в монографии [10], вполне анало-
гичны траекториям в настоящей работе.

=1(0) 1.1z =2(0) 0.6z
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Замечание 3. В работе [11] численно исследовалась задача об оптимальной раскрут-
ке плоской двухмассовой системы, где управлением являлся ограниченный внешний
момент, приложенный к одному из тел.

Замечание 4. Аналитические выражения для оптимальных траекторий в рассматри-
ваемой задаче удалось получить лишь для достаточно узкого класса начальных усло-
вий. При этом оказалось, что оптимальные траектории подвижной массы в конце ин-
тервала управления по спиралям приходят с нулевой предельной скоростью в центр
масс тела. Весьма вероятно, что аналогичный эффект будет наблюдаться и для других
начальных условий. Однако для доказательства этого факта потребуются дополни-
тельные численно-аналитические исследования решений приведенных в статье диф-
ференциальных уравнений.

Замечание 5. При исследовании, редукции и поиске первых интегралов дифферен-
циальных уравнений настоящей статьи использовались идеи и методы, которые были
развиты в [12, 13].

5. Результаты численного интегрирования уравнений принципа максимума. Рассчитаем
теперь траекторию, начальные условия у которой такие, что не поддались аналитиче-
скому исследованию. Численно интегрировалась в обратном времени система (4.8).
При этом терминальные значения фазовых координат и момент окончания были вы-
браны произвольно, а терминальные значения сопряженных переменных задавались
достаточно малыми в соответствии с (4.9):

Отметим, что ненулевые значения сопряженных переменных здесь взяты специаль-
но, так как при нулевых значениях рассматриваемая система дифференциальных
уравнений имеет особенность. На рис. 4 (на первых трех графиках) представлены за-
висимости фазовых координат   от времени. Остальные неизвестные функции,
такие как  или зависимость от времени координат и проекций силы в исход-
ной системе, могут быть подсчитаны с использованием уравнений (4.1)–(4.3). Для
примера на рис. 4 (на четвертом графике) был подсчитан угол  при условии, что

.

Приложение. Доказательство утверждения 3. Перепишем систему (4.25) в виде сле-
дующей системы интегральных уравнений

(П1)

Нас интересуют решения системы (П1), которые продолжаются на весь бесконечный
интервал . Такие решения будем называть приемлемыми. Из второго урав-
нения системы (П1) следует, что любое приемлемое решение  (при ) не
обращается в нуль на любом конечном интервале времени . Тогда из первого уравне-
ния системы (П1) получим, что при  решение  стремится к бесконеч-

ности при  не медленнее, чем . В этом случае второе уравнение системы (П1)
становится противоречивым при , так как левая часть этого уравнения ограни-
чена при всех  (меньше 1), а правая часть стремится к  при , как . Таким
образом, при  решения системы не продолжаются на бесконечный интер-
вал времени, т.е., приемлемых решений нет.

Рассмотрим случай . В силу симметрии достаточно рассмотреть случай
, . Тогда, в силу вышесказанного, имеем , , а правая

часть первого уравнения системы (П1) остается все время положительной (в против-
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Рис. 4. Результаты интегрирования системы (4.8) и зависимость α(t).
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ном случае, существует такое , что , и, в силу вышесказанного, прием-
лемых решений нет. Таким образом, в этом случае для приемлемого решения необхо-
димо иметь

Покажем, что для приемлемого решения должно соблюдаться точное равенство

(П2)

Действительно, в противном случае, в силу монотонности по  интеграла 
и первого уравнения системы (П1), нарушение равенства (П2) привело бы к бесконеч-
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ному возрастанию при  (как ) функции . А это, как было уже отмечено
выше, было бы противоречиво для второго уравнения системы (П1) (в случае прием-
лемого решения).

Используя равенство (П2), первое уравнение системы (П1) можно переписать в
следующем виде

(П3)

Предположим, что предел функции  при  существует и является конеч-
ным: . Рассмотрим три случая:

1) . Тогда интеграл  положителен и расходится при , а зна-

чит второе уравнение системы (П1) противоречиво и приемлемых решений нет.

2) . Тогда интеграл  отрицателен и расходится при , а из

второго уравнения системы (П1) получим  = 0. Отсюда, используя уравнение

(П3), получим, что  = 0. Рассматривая систему линейного приближения

для исходной системы (4.25) в окрестности особой точки , , получим

Собственные числа этой системы суть , , следовательно, решения ни-
как не могут входить в эту точку, что указывает на противоречивость полученных пре-
дельных значений для исходной нелинейной системы (4.25). Таким образом, в этом
случае также нет приемлемых решений.

3) . Тогда, если интеграл  расходится при , то он должен

быть обязательно отрицателен (иначе противоречиво второе уравнение системы (П1).
Кроме того, в этом случае второе уравнение системы (П1) приводит к предельному со-
отношению  = 0. Согласно соотношению (П3), это предельное соотношение

дает предельное соотношение  = 0. Полученное противоречие указывает
на отсутствие приемлемых решений в этом случае.

Если же интеграл  сходится при , то, согласно второму уравне-

нию системы (П1), существует предел . Переходя в равенстве (П3) к

пределу при , получим соотношение . Полученный предел
является первой особой точкой из (4.26). Линеаризованные уравнения исходной си-

стемы (4.25) в окрестности этой особой точки имеют вид , . Соб-

ственные числа полученной системы суть . Таким образом, и в этом слу-

чае решения никак не могут входить в рассматриваемую точку. Это указывает на от-
сутствие приемлемых решений в рассматриваемом случае.
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Последний оставшийся случай, когда , также приводит к отсут-
ствию приемлемых решений, так как тогда, при , противоречиво второе урав-
нение системы (П1). Утверждение 3 доказано.
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On Optimal Rigid Body Rotation with Internal Forces Application
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The article describes the result obtained for the problem of a rigid body’s maximum rotation
in a given time interval by moving a movable internal mass. The mass movement is achieved
by applying limited force. Previously, similar problems were considered in which the dis-
placements of internal mass were assumed to be kinematic with restrictions on the point’s
speed. The obtained result is described by analytical, easily verifiable formulas. The optimal
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trajectory of the moving mass is a spiral that coils around the center of mass of a rigid body
with a frequency increasing to infinity. The obtained numerical results relate to the design of
other optimal trajectories that cannot be analyzed analytically.

Keywords: optimal control, Pontryagin’s maximum principle, rigid body dynamics
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