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1. Постановка задачи и уравнения движения. Пусть  – абсолютная система
отсчета (АСО),  – подвижная прямоугольная декартова система отсчета (ПСО),
оси которой могут свободно вращаться вокруг неподвижной точки . Пусть тело об-
разовано точками , …,  точки массами , …, . Положение этих точек задается
векторами , проекции которых на оси ПСО имеют вид

Будем считать, что законы движения точек относительно ПСО заданы соотношениями
(1.1)

где , ,  – гладкие функции времени.
Пусть

ортогональная матрица, по строкам которой записаны единичные векторы α =

= , ,  АСО, заданные своими проекциями на
оси ПСО (см., например, [1], стр. 56 и далее, а также [2]). Эта матрица зависит от вре-
мени , причем кососимметричная матрица

(1.2)
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называется матрицей угловой скорости:

По ее компонентам определяется вектор угловой скорости ПСО относительно АСО

заданный в проекциях на оси ПСО.
При этом матричное равенство (1.2) можно записать в виде системы уравнений

Пуассона

(1.3)

Согласно формуле Эйлера скорость точки  в момент времени  определяется со-
отношением

Тогда кинетическая энергия системы в целом определяется как

где

Здесь суммирование осуществляется по всем точкам: индекс  пробегает значения
от 1 до . Функция  зависит только от времени и при дальнейшем составлении
уравнений движения роли не играет.

Согласно теореме об изменении момента количеств движения уравнения движения
имеют вид

(1.4)

где  – момент внешних сил.
Замечание 1. Уравнения (1.4) совместно с уравнениями Пуассона (1.3) описывают

движения гиростата с переменным тензором инерции и переменным гиростатиче-
ским моментом. Известны различные постановки задачи о движении тел с осесиммет-
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ричными роторами (см., напр., [3, 4]). Движению гиростата с переменным гиростати-
ческим моментам посвящена монография [5].

Утверждение 1. Если существует функция  , такая, что

(1.5)

где тензор  и вектор  постоянны в осях ПСО, а вектор  не зависит явно
от времени, то заменой независимой переменной 

(1.6)

и переменной :

(1.7)
уравнения (1.4), (1.3) приводимы к виду

(1.8)

(1.9)

Правые части уравнений (1.8), (1.9) не зависят явно от времени и имеют вид уравне-
ний движения гиростата под действием не зависящего явно от времени крутящего мо-
мента.

Доказательство. Подставим условия (1.5) в уравнения (1.4)

и домножим левую и правую части этого уравнения на 

(1.10)

Применение к уравнениям (1.10) соотношений (1.6) и (1.7) приводит их к виду (1.8),
что и требовалось.

Что касается уравнений Пуассона (1.3), то также домножая левую и правую части
на  и, используя замену переменных (1.7), получаем уравнения

отличающиеся от уравнений (1.3) лишь обозначениями.
Замечание 2. В постановке задачи предполагается, что точки , , …,  совершают

наперед заданное движение относительно подвижной системы отсчета, описываемое
соотношениями (1.1). Понятно, что для обеспечения такого относительного движения
к этим точкам надо приложить некоторые управляющие воздействия – силы , , …,

. После того, как то или иное вращательное движение системы, определяемое урав-
нениями (1.3), (1.4) найдено, управляющие силы , , …,  могут быть найдены из
уравнений

где  – активные силы, действующие на точки , , …, .
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2. Случай потенциальности внешних сил. Предположим, что система совершает дви-
жение в потенциальном поле внешних сил с потенциалом

(2.1)
выражающим зависимость от времени и от ориентации тела. При этом момент внеш-
них сил, как известно, записывается как

(2.2)

Утверждение 2. Если потенциал (2.1) имеет вид

(2.3)

то уравнения движения сводятся к не зависящим от времени уравнениям Эйлера–
Пуассона, описывающим вращение тела в трехмерном евклидовом пространстве.

Доказательство сводится к непосредственной подстановке условий (2.3) в соотно-
шение для момента (2.2).

Рассмотрим некоторые известные специальные случаи такого потенциала, для ко-
торых предлагаемая замена переменных и времени приводит к классическим задачам
механики твердого тела.

3. Движение тела в однородном переменном поле. Пусть поле, в котором совершает
движение система, однородно, но, в отличие от привычного поля силы тяжести, ме-
няется со временем. Для определенности можно считать, что это поле направлено
вдоль оси . Тогда потенциал в общем случае записывается как

При этом условие теоремы записывается как

(3.1)

где  – постоянный вектор.
Замечание 3. В случае, когда речь идет об однородном, но переменном поле силы

тяжести с ускорением , направленным в сторону, противоположную вектору ,
вектор  можно представить в виде

где  – масса системы,  – вектор, определяющий положе-
ние центра масс системы – точку .

Утверждение 3. Пусть выполнено условие (3.1).
− При  уравнения (1.8), (1.3), а вместе с ними – и уравнения (1.4), (1.2), впол-

не интегрируемы во всех случаях, известных из механики тяжелого твердого тела с не-
подвижной точкой. Речь идет о случаях Эйлера, Лагранжа, Ковалевской и Горячева–
Чаплыгина. Также при выполнении указанных условий имеют место многочисленные
случаи существования частных интегралов, включая случай Гесса (см. детали, напр., в
[1, 6–8]). В общем случае уравнения движения системы оказываются неинтегрируе-
мыми (см. [9–11]).

− При  и уравнения (1.8), (1.3), а вместе с ними – и уравнения (1.4), (1.2),
вполне интегрируемы во всех случаях, известных из механики тяжелого гиростата.
Речь идет о случае Жуковского–Вольтерра, случае динамической симметрии, а также
случаях Ковалевской–Яхья [12, 13] и Сретенского [14]. Также при выполнении ука-
занных условий имеют место случаи существования частных интегралов и решений,
включая случай Сретенского, аналогичный случаю Гесса (также см. [15]). В общем
случае уравнения движения системы также оказываются неинтегрируемыми (см. [16]).
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Замечание 4. В рассматриваемый класс систем не попадают тела с переменным ги-
роскопическим моментам (см., напр., [5]).

Утверждение 4. При выполнении условия (3.1) установившимся движениям систе-
мы (1.8), (1.9) – положениям равновесия и равномерным вращениям – единственным
образом ставятся в соответствие движения системы (1.4), (1.3). При этом движение,
равномерное в новом времени, в исходном времени таковым не будет. Также сохраня-
ются вид и свойства бифуркационных диаграмм (см., в частности, [17–22]) относи-
тельно тяжелого твердого тела и [23–26] относительно тяжелого гиростата.

Замечание 5. Устойчивость записанных в исходном времени движений из утвержде-
ния 4 в общем случае требует отдельного обсуждения.

Замечание 6. Одним из наиболее естественных источников зависимости однородно-
го поля от времени является колебания точки подвеса (см., напр., [27]).

4. Движение тела в линейном переменном поле. Предположим теперь, что закон дви-
жения точек организован таким образом, что центр масс совпадает с неподвижной
точкой. Тогда в квадратичном приближении поле притяжения со стороны распреде-
ленных притягивающих центров определяется потенциалом вида (см., напр., [28])

Утверждение 5. Если коэффициенты , ,  таковы, что

где ,  и  – постоянные, то условие (2.3) утверждения 2 оказываются выпол-
ненными, а сами уравнения (1.8), (1.3) при  являются вполне интегрируемыми [28]
(см. также [29–31]).

Замечание 7. Инвариантные многообразия в упомянутом интегрируемом случае
изучались в [32].

Замечание 8. Изучаемые уравнения посредством преобразования Лежандра в общем
случае приводятся к виду

с функцией Гамильтона

Для таких систем замена независимой переменной  вида (1.6) выглядит впол-
не естественной и очевидной.

5. Краткие исторические замечания и возможные направления дальнейших исследова-
ний. Системы подобно-деформируемых тел, исследование движения которых восхо-
дит к публикации Д.Н. Зейлигера [33], при соответствующем выборе относятся к си-
стемам рассматриваемого класса.

Исследования таких систем, продолженные Н.Г. Четаевым [34] (см. также [35]), по-
лучили развитие в ряде работ, посвященных решению задач теории групп, дифферен-
циальной геометрии и математической физики [36–39].

Исследования применимости моментов инерции, зависящих от времени, к управ-
лению ориентацией спутников восходят, вероятно, к публикациям [40, 41]. Примеры
использования особенностей динамики тел с моментами инерции, зависящими от
времени, применительно к задачам орбитальной динамики обсуждаются в [42].
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Для аффинно-деформируемых тел рассматриваемого класса характерно изменение
со временем тензора инерции. Вместе с тем, как видно из формулировки утверждения 1,
вопрос о распространении полученных результатов на случай зависящего от времени
гиростатического момента остается открытым. Исследования таких систем, восходя-
щие, вероятно, к публикации [43], посвященной перманентным вращениям уравно-
вешенного неавтономного гиростата, ведутся довольно интенсивно. Так изучались [44]
маятниковые вращения тяжелого гиростата с переменным гиростатическим момен-
том, регулярные прецессии гиростата с переменным гиростатическим моментом под
действием потенциальных и гироскопических сил [45–47], инвариантные соотноше-
ния уравнений движения такого гиростата [48]. Полученные результаты были изложе-
ны в труднодоступной монографии [5]. Дальнейшие исследования были сосредоточе-
ны на разработке подходов к исследованию гиростатов с переменным гироскопиче-
ским моментом [49] и на изучении различных частных решений их уравнений
движения [50–54].

Также заметим, что в вышеприведенных рассуждениях молчаливо предполагается
неизменность массы изучаемой системы. Между тем, задачи о движении тела пере-
менной массы также заслуживают внимания (см., напр., [55, 56]). При этом источни-
ками изменения массы и формы могут быть, например, как испарение и сублимация,
так и налипание пыли. Общие подходы к исследованию таких систем предложены в [57].
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Motion of a Variable Body with a Fixed Point in a Time-dependent Force Field
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The problem of motion around a fixed point of a variable body in a time-dependent force
field is considered. The conditions under which the equations of motion are reduced to the
classical Euler–Poisson equations describing the motions of a rigid body in the field of at-
traction are indicated. The problems of the existence of the first integrals and the stability of
steady motions are discussed.
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