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1. Введение. Статья посвящена одной из задач теории управления [1, 2] – задаче
управления интегральными воронками управляемых систем, зависящих от параметра.
Рассматриваемую задачу можно рассматривать как частный случай задачи управления
множеством достижимости динамической системы с изменяющейся матрицей (по-
средством управления аппроксимирующим эллипсоидом), которая была рассмотрена
в статье [3]. Управляемые системы рассматриваются на конечном промежутке време-
ни и конечномерном евклидовом пространстве. Ряд задач управления (в общей поста-
новке) и, в частности, задачи о сближении управляемых систем с целевыми множе-
ствами (с фиксированным моментом окончания) естественным образом связаны с за-
дачами выделения интегральных воронок и множеств разрешимости управляемых
систем в пространстве позиций систем. Эти задачи дуальны в том смысле, что множе-
ство разрешимости (множество управляемости) исходной управляемой системы есть
интегральная воронка этой системы, записанной в так называемом обратном време-
ни. Так же, как и в теории управления (в задачах управления без помех), в теории диф-
ференциальных игр [2, 4] многие задачи могут быть сформулированы как задачи о
сближении конфликтно управляемой системы с целевым множеством. В некоторых
из них при их решении возникает необходимость выделения множеств разрешимости
(т.е. необходимость аналитического описания множеств). Однако это описание воз-
можно лишь в достаточно простых задачах. В связи с этим актуальны вопросы, отно-
сящиеся к разработке алгоритмов приближенного конструирования этих множеств.
Опыт решения задач подсказывает, что один из эффективных алгоритмов приближен-
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ного конструирования множеств разрешимости в задачах о сближении должен вклю-
чать в себя переход от исходной управляемой системы к ее представлению в терминах
обратного времени. Это дает возможность записать аппроксимирующие конструкции
(т.е. аппроксимации множеств разрешимости) исключительно на языке множеств до-
стижимости управляемой системы, записанной в обратном времени (см., напр., [5–
7]). В результате множество достижимости (как понятие) становится ключевым ком-
понентом при приближенном конструировании множеств разрешимости задач о
сближении. Однако привлечение множеств достижимости в разрешающие конструк-
ции еще недостаточно для окончательного решения задачи о сближении, поскольку
они не могут быть (точно) вычислены. В связи с этим возникают принципиальные во-
просы, относящиеся к разработке методов и алгоритмов приближенного вычисления
множеств достижимости. Они многочисленны и некоторые их них соприкасаются с
такими областями математики, как выпуклый анализ, негладкий анализ и вычисли-
тельная геометрия. Очевидно, что нет универсальных методов и алгоритмов констру-
ирования приближенных решений задач управления: они должны отражать специфи-
ку отдельных классов управляемых систем и даже отдельных конкретных систем. Ука-
жем некоторые исследования, которые посвящены изучению упомянутых вопросов.
Так, созданы содержательная теория и алгоритмы приближенного вычисления и оце-
нок множеств достижимости и интегральных воронок [8–12], основанные на техноло-
гии эллипсоидальных оценок [13, 14]. Использование этой технологии оказалось весь-
ма эффективным при оценке множеств достижимости и интегральных воронок ли-
нейных управляемых систем. Эта технология получила распространение на
некоторые билинейные и нелинейные управляемые системы [15, 16]. При рассмотре-
нии нелинейных многомерных управляемых систем и дифференциальных включений
перспективны, на наш взгляд, пиксельные методы приближенного вычисления мно-
жеств достижимости, а также методы, основанные на аппроксимации множеств до-
стижимости управляемых систем полиэдрами [17–19]. Применение пиксельных мето-
дов (см., напр., [20]) в обсуждаемых здесь задачах очевидным образом удобно, по-
скольку просты пиксельные представления множеств и реализации теоретико-
множественных операций (объединения, пересечения и т.д.). Заметим, что пиксель-
ная дискретизация фазового пространства управляемой системы должна быть допол-
нена той или иной дискретизацией вектограмм скоростей системы или дискретизаци-
ей вектограмм скоростей соответствующего дифференциального включения. К этой
тематике дискретизации множеств достижимости относятся весьма важные работы
[21, 22].

Пример в разд. 5 подтверждает, что тематика настоящей статьи близка к работам
[23–27], в которых рассматриваются управляемые системы с параметром, а также ко-
лебательные управляемые системы.

2. Множества достижимости и интегральные воронки управляемых систем с переменной
структурой. На промежутке времени ,  заданы управляемые системы

(2.1)

(2.2)

здесь  – фазовый вектор системы, ,  – ограниче-

ния на управления ; ,  – пространство компактов в евклидовом про-

странстве  с хаусдорфовой метрикой  = , , где

 = ,  = ,  – норма вектора  в .
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Предполагается, что системы (2.1) и (2.2) стеснены следующими условиями.

A. Вектор-функции  и  определены и непрерывны на 

и  соответственно и для любой ограниченной и замкнутой области

 найдутся числа  и  из , функции  и , 

(  и  при ), удовлетворяющие неравенствам

(2.3)

 и  из  или  соответственно,

(2.4)

 и  из ,  или  соответственно.

Б. Найдутся такие  и  из , что

,  или  соответственно.
Введем многозначные отображения

здесь , ,  ∈ .
Отображения  и  удовлетворяют следующим условиям,

индуцируемым условиями А и Б.

А*. Для любой ограниченной и замкнутой области  числа  и  из

,  и ,  из условий А и Б таковы, что

(2.5)

 и  из ;

 и  из .

Б*. Числа  и  из условия Б удовлетворяют неравенствам

; здесь  – нуль в .
Предваряя формулировки задач управления системами (2.1) и (2.2), введем диффе-

ренциальные включения (д.в.)

(2.6)

(2.7)

и некоторые обозначения.
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Пусть  и  из  и , , .
Полагаем  ( ) – множество достижимости д.в. (2.6) ((2.7)) в мо-

мент  с начальной точкой ;

  – множество дости-

жимости д.в. (2.6) ((2.7)) с начальным множеством ;

  – интегральная воронка

д.в. (2.6) ((2.7)) с начальной точкой ;

  – интегральная воронка д.в.

(2.6) ((2.7)) с начальным множеством ; здесь принято обозначение

, .

Как известно (см., напр., [2, 15]), справедливо включение 

( ) и отображение  (  
) непрерывно по  на промежутке  при фиксированных ,

 в хаусдорфовой метрике и непрерывно зависит от  при фиксированных  и .
Принимая во внимание условия А* и Б*, можем также утверждать, что множество

 представимо в виде

(2.8)

здесь множество , отвечающее разбиению , …,

 (  = , ) промежутка ,
определяются рекуррентными соотношениями

где обозначено

(2.9)

 = ,  ≤

≤ t*, .
Аналогично, множество  представимо в виде

здесь множество , отвечающее разбиению  промежутка , определя-
ется рекуррентными соотношениями
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где обозначено

 = ,  ≤

≤ t*, .
Зная размеры компакта  и принимая во внимание условие Б*, можем указать

ограниченную и замкнутую область , которая будет содержать в себе

все возникающие в ходе рассуждений множества из .

Считаем, что присутствующие ниже в оценках числа  :

: ,  :  и функции , ,
 соответствуют именно этой области .

После того, как сформулированы условия на управляемые системы (2.1) и (2.2) и
введены некоторые базовые понятия, приступим к формулировке задач динамики си-
стемы (2.1). Эти задачи охарактеризуем предварительно как некоторые задачи опти-
мизации интегральных воронок управляемой системы (2.1) с переменной динамикой,
обусловленной подменой системы (2.1) на систему (2.2) на некотором коротком про-
межутке времени.

Уточним, что понимаем под управляемой системой на промежутке  с перемен-
ной динамикой.

Обозначим для простоты изложения символом  управляемую систему (2.1) на
промежутке , обладающую неизменной динамикой. С этой системой связываем
д.в. (2.6).

Обозначим символом , где , управляемую систему с переменной дина-

микой на промежутке , возникшую на базе системы , которую определяем
следующим образом:

(2.10)

здесь

(2.11)

Управляемая система  является вариацией системы . С системой  связы-
ваем дифференциальное включение

(2.12)

где множество  определено соотношением

(2.13)

∈
τ τ = τ τ� �∪

* *
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Y Y Y y
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mY
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dt

при

при

при

 ∈ ∈
ϕ = ∈ ∈
 ∈ ∈ ϑ

0( , , ), [ , )*
( , , ) ( , , ), [ , *)*

( , , ), [ *, ]

f

g

f

f t x u u P t t t

t x u g t x u u P t t t

f t x u u P t t

αΣ( ) Σ( )f αΣ( )
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Множества достижимости и интегральные воронки системы  и д.в. (2.6) связа-
ны между собой: множества достижимости и интегральные воронки д.в. (2.6) являют-
ся соответственно замыканиями множеств достижимости и интегральных воронок

системы . Также множества достижимости и интегральные воронки д.в. (2.12) яв-
ляются соответственно замыканиями множеств достижимости и интегральных воро-

нок системы .
Ниже выводятся оценки сверху рассогласований между множествами достижимо-

сти дифференциальных включений (2.6) и (2.12) и между интегральными воронками
этих включений.

Для множеств достижимости и интегральных воронок д.в. (2.12) введем обозначе-
ния, аналогичные принятым для множеств достижимости и интегральных воронок
д.в. (2.6):

Интегральные воронки  и  будем трактовать как вариации инте-

гральных воронок  и  управляемой системы , имеющей неизмен-
ную динамику на .

Пусть задано , , отвечающее начальному моменту .
Сформулируем следующий вопрос, относящийся к интегральным воронкам

 и , : “Насколько велико хаусдорфово расстоя-

ние ?”
Этот вопрос можно свести к вопросу об оценке сверху хаусдорфова расстояния на

промежутке  между множествами достижимости  и  и за-
висимостями этой оценки от промежутка .

Упростим обозначения: , ,  = ,
.

Множества  и ,  связаны следующим соотношением:

здесь , где .
Приступим к оценке сверху величины

(2.14)

Так как  на , то справедливо  на  и, значит,
вопрос об оценке величины (2.14) сводится к оценке этой величины на .

Сначала оценим величину (2.14) на промежутке . Для этого задействуем ко-
нечное разбиение , …,  промежутка ,  =

= Δk = Δ = Δ(Γ) =  и отвечающие разбиению  системы  и
 множеств  и , где .

Σ( )f

Σ( )f

αΣ( )

α α α α ⊂ ϑ ×( ) ( ) ( ) ( )
0( *, , ) и ( *, , ) в , ( , ) и ( , ) в [ , ]* * * * * * * *

m mX t t x X t t X X t x X t X D tR R

α( )( , )* *X t x α( )( , )* *X t X

( , )* *X t x ( , )* *X t X Σ( )f

ϑ0[ , ]t

∈ R
(0) comp( )mX ∈(0)
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0( , )X t X α = ⊂ ϑ0[ , *] [ , ]*t t t
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0 0( ( , ), ( , ))d X t X X t X

ϑ0[ , ]t (0)
0( , , )X t t X α( ) (0)

0( , , )X t t X
α

= (0)
0( ) ( , , )X t X t t X = (0)

0( ) ( , , )Y t Y t t X α( )( )X t α( ) (0)
0( , , )X t t X

∈ ϑ0[ , ]t t

( )X t α( )( )X t ∈ ϑ0[ , ]t t

α α

α

∈
= ∈
 ∈ ϑ

0
( ) ( )

( )

( ) при [ , )*
( ) ( ) при [ , *)*

( , *, ( *)) при [ *, ],

X t t t t

X t Z t t t t

X t t Z t t t

α =( )( ) ( , *, )*Z t Y t t X = ( )* *X X t

α ∈ ϑ( )
0( ( ), ( )); [ , ]d X t X t t t

α= ( )( ) ( )X t X t 0[ , ]*t t α =( )( ( ), ( )) 0d X t X t 0[ , ]*t t
ϑ[ *, ]t

[ , *]*t t
Γ = τ = τ … τ0 1{ , , ,* kt −τ τ =1, *}N N t [ , *]*t t +τ − τ1k k

− −1( * )*N t t Γ Γ τ τ ∈ Γ{ ( ) : }k kX

Γ τ τ ∈ Γ{ ( ) : }k kY Γ τ( )kX Γ τ( )kY Γ Γτ = τ =( ) ( ) *k kX Y X
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Для таких систем в  проведем пошаговое рекуррентное оценивание сверху вели-
чины

(2.15)

последовательно по моментам , .
Имеет место . Оценим сверху величину . Для

этого выберем произвольную точку  =  и рассмотрим множе-

ства  =  и  =  + .
Справедливо равенство

Для получения последующих оценок введем неотрицательную функцию

(2.16)

здесь .
Эта неотрицательная непрерывная на  функция будет задействоваться при

оценке хаусдорфовых расстояний между некоторыми множествами в .
Принимая во внимание (2.16), получаем

Так как  и , то из последнего

неравенства получаем

(2.17)

Оценкой (2.17) воспользуемся при выводе оценки сверху величины .

Для оценки этой величины выберем произвольную точку  и ближайшую

к ней в  точку . Справедлива оценка

(2.18)

Рассмотрим множества  и  = y(1) +

+ .
Справедлива следующая оценка

Принимая во внимание (2.18), получаем

(2.19)
Очевидно при этом, что имеет место

(2.20)

R
m

Γ Γτ τ =( ( ), ( )); 1,k kd X Y k N

τk = …1,2, ,k N
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Из включения  и (2.20) следует

(2.21)

Из (2.20), (2.21) и равенства  следует оценка

(2.22)

Так как точка  выбрана в  произвольно и так как  = ,

то из (2.22) следует оценка

(2.23)

Аналогично выводится оценка

(2.24)

Из (2.23), (2.24) получаем

(2.25)

здесь .
Рассмотрим следующий промежуток  и приступим к выводу оценки сверху

величины . При этом проводим рассуждения, аналогичные предыду-
щим, и используем оценку (2.25).

В итоге получаем

(2.26)

Оценку (2.26) запишем в виде

(2.27)

Теперь, очевидно, можем обсудить вывод оценки сверху величины ,
, .

Справедлива оценка, аналогичная оценке (2.25), (2.27)

(2.28)

Оценку (2.28) заменим более грубой оценкой

(2.29)

Полагая, в частности, , получаем

(2.30)

Γ∈ τ(1)
1( )y Y

Γ∈ τ
τ τ τ τ ≤ τ τ τ τ� � � �

1
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2 1 2 1 2 1 2 1( )
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Воспользуемся далее соотношениями (2.8) и (2.9):

здесь имеется в виду сходимость в хаусдорфовой метрике.
Уточним эту сходимость, выписав известные оценки

(2.31)

Правые части оценок (2.31) стремятся к нулю при , и скорость сходи-
мости правых частей определяется скоростями сходимости функций  и 
при .

Справедлива следующая оценка при любых, указанных выше разбиениях  проме-
жутка 

(2.32)

Выбирая разбиения  промежутка  такие, что , и переходя в пра-
вой части оценки (2.32) к пределу при , получаем оценку

(2.33)

здесь  – интеграл Римана.

Очевидно, что справедлива и более общая оценка

(2.34)

Нам осталось оценить величину  на промежутке .

Поскольку на  системы  и  имеют одну и ту же динамику – динамику

системы  и, стало быть, соответствующие д.в. имеют одну и ту же динамику, то не-

трудно оценить величину  на .
Справедлива следующая оценка (см., например, [2])

(2.35)

Из (2.33) и (2.35) получаем

(2.36)

Γ ΓΔ=Δ Γ ↓ Δ=Δ Γ ↓
= = = =

( ) 0 ( ) 0
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Γ Γ Γ
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Объединим оценки (2.34) и (2.36) в одну оценку, для чего введем функцию

В итоге получаем оценку, которую сформулируем в виде следующего утверждения.
Лемма 1. Хаусдорфово расстояние между множествами достижимости исходной си-

стемы (2.1) и проварьированной системы (2.10) удовлетворяет неравенству

(2.37)

при условии выполнения условий А и Б, налагаемых на функции  и ,
из которых по формуле (2.11) сконструирована функция , являющаяся правой
частью системы (2.10).

Из (2.37) вытекает следующая оценка.
Следствие. Хаусдорфово расстояние между интегральными воронками исходной

системы (2.1) и проварьированной системы (2.10) удовлетворяет неравенству

(2.38)

при условии выполнения условий А и Б, налагаемых на функции  и ,
из которых по формуле (2.11) сконструирована функция , являющаяся правой
частью системы (2.10).

Рассуждения и оценки, которые будем проводить в последующих параграфах, свя-

заны также с оценкой рассогласования между множествами  = ,
, отвечающими моментам из разбиения , …,  промежутка

, и множествами . Множества  заданы рекуррентно с начальным

множеством  подобно тому, как задавались множества  для разби-
ения  промежутка .

Здесь считается, что разбиение  промежутка  совпадает с упоминавшимся ра-
нее разбиением  промежутка , т.е. является продолжением разбиения  проме-
жутка .

Таким образом, в системе , входящей в систему  :

, начальным множеством является , а последним, – множество

.

Множества ,  определены соотношениями

Для удобства обозначим , подчеркнув тем самым зависимость

этих множеств от множества  и системы  (2.2).

Оценку величины ,  проведем в три этапа, соответствующие
промежуткам , , .

Рассмотрим первый промежуток .

−

−
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Справедливы соотношения при 

При этом имеем, согласно теории,

В частности, справедлива оценка

(2.39)

Рассмотрим второй промежуток  из . Введем обозначения

Оценим сверху величину , используя оценку (2.39) для величины . Для

этого введем промежуточное (в оценках) множество .
Справедлива оценка

Учитывая ранее принятые обозначения для множеств ,  и ,
эту оценку запишем в виде

(2.40)

Принимая во внимание , получаем

(2.41)

Введем обозначения: ,  = ,

, .

При введенных обозначениях из (2.41) следует

(2.42)

Рассмотрим промежуток  и оценим сверху  = .

Множества ,  определяются рекуррентно:  =

= ,  и  из .

Для удобства обозначим , подчеркнув зависимость 

от множества  и системы , а также  = .
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Γ
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Справедлива оценка

(2.43)

Заменим в правой части этого неравенства  на , функцию

 на  и в результате замены получим

Тем самым доказано следующее утверждение.
Лемма 2. Пусть выполнены условия А и Б на функции  и , из кото-

рых по формуле (2.11) сконструирована функция , являющаяся правой частью

системы  (2.10). Тогда хаудорфово расстояние между множеством достижимости

 системы  и аппроксимацией  этого множества удо-
влетворяет неравенству

(2.44)

где  – диаметр разбиения , функция  и постоянная  определены при
формулировке неравенства (2.42).

Замечание 1. Проведенные выше рассуждения показывают, что верна более общая
оценка, чем (2.44), а именно,

(2.45)

Заметим, что также для любого промежутка  разбиения  и любого 
справедлива оценка

(2.46)
Принимая во внимание оценки (2.45) и (2.46), получаем, что для любого промежут-

ка  разбиения  и любого  имеет место

(2.47)

Введем в рассмотрение множество .

Из (2.47) следует оценка

(2.48)

В оценке (2.48) множество  есть дискретная (по ) аппроксимация инте-

гральной воронки  в пространстве .
Замечание 2. При выводе оценки (2.44) был осуществлен в промежуточных оценках

ряд замен констант , , ,  и функций ,  на кон-

α ρ ρ α
Γϑ = ϑ ϑ + ϑ ϑ =( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))d d X X d X X

α α
Γ= ϑ ϑ +( ) ( )( ( , *, ( *)), ( , *, ( *)))d X t X t X t X t

α α
Γ Γ Γ+ ϑ ϑ ≤( ) ( )( ( , *, ( *)), ( , *, ( *)))d X t X t X t X t

ϑ−ϑ− α α
Γ≤ + ϑ − ω + Δ ≤( *)( *) ( ) ( )( ( *), ( *)) ( *) ((1 ) )

ff L tL t ffe d X t X t e t K
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( , , )f t x u ( , , )g t x u
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0( ) ( , , )X X t X αΣ( ) α
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Γϑ ϑ ≤ ϑ − ω + Δ0( ) ( ) ( )

0( ( ), ( )) ( ) * ((1 ) ),L td X X e t K
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Γ Γ

∈Γ
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0( , ) ( , ( ))
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i i
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X t X t X t D

α α −
Γ ≤ ω + Δ + + Δ Δ = Δ Γ0( ) (0) ( ) (0) ( )

0 0( ( , ), ( , )) * ((1 ) ) (1 ) ; ( )iL t td X t X X t X e K K

α
Γ
( ) (0)

0( , )X t X t
α( ) (0)

0( , )X t X ϑ × R0[ , ] mt

fL gL fK gK ω + Δ((1 ) )ff K ω + Δ((1 ) )gg K
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станты ,  и функцию . Также были в итоге заменены величины ,
,  на .

В результате получена загрубленная оценка (2.44) величины , в

которой выхолощена персонификация констант , , , , моментов ,  и

функций , .
Оценка (2.44) достаточна для проведения последующих рассуждений, и, тем не ме-

нее, выпишем более точную оценку величины . А именно, в оценке (2.43) заменя-
ем  на правую часть оценки (2.40) и получаем

(2.49)

Здесь обозначено

Справедлива и более общая оценка

(2.50)

а также вытекающая из нее оценка

(2.51)

3. О сравнении интегральных воронок д.в., отвечающих двум вариациям системы .

В этом параграфе рассмотрим вариации  и  системы , отвечающие проме-

жуткам  и  из . Здесь полагаем, что управляемая система 
представима в виде

(3.1)

здесь

где .

Системе  сопоставим д.в.

(3.2)

где множество  определено соотношением

L K ω + Δ* ((1 ) )K − 0*t t
−* *t t ϑ − *t ϑ − 0t

α α
Γϑ ϑ( ) ( )( ( ), ( ))d X X

fL gL fK gK *t *t
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Рис. 1.

0
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t

*
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X (�)(t  )*�

X (�)(ti)�

Рис. 2. Расположение промежутков  и  в варианте 1.

t0 t t *�* �

t

*�*

α β
Для множеств достижимости и интегральных воронок д.в. (3.2) введем обозначе-
ния, аналогичные обозначениям множеств достижимости и интегральных воронок

д.в., соответствующих системам  и  (рис. 1):

Пусть  – начальное множество, .
Возникает вопрос об оценках рассогласований между интегральными воронками

 и : “Насколько велико хаусдорфово расстояние ,

?”

С этим вопросом связан вопрос об оценке сверху величины ,

.
В связи с этим рассмотрим всевозможные варианты расположения промежутков

 и  в .
Вариант 1.  (рис. 2).
Вариант 2.  (рис. 3).
Вариант 3.  (рис. 4).
Вариант 4.  (рис. 5).

Σ( )f αΣ( )

β β
η η η η R

( ) ( )( *, , ), ( *, , ) в* * * *
mX x X X

β β
η η R

( ) ( )( , ), ( , ) в* * * *
mX x X X

η η η≤ ≤ ≤ ϑ ∈ ⊂R0 * , comp( ) и ( , )* * * *
mt X X D

∈ R
(0) comp( )mX ⊂(0)

0( , )t X D

α( ) (0)
0( , )X t X β( ) (0)

0( , )X t X α( ) (0)
0( ( , )d X t X

β( ) (0)
0( , ))X t X

α( ) (0)
0( ( , )d X t X

β( ) (0)
0( , ))X t X

α = [ , *]*t t β τ τ= [ , *]* ϑ0[ , ]t
τ τ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ϑ0 * ** *t t t

τ τ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ϑ0 * ** *t t t
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Рис. 3. Расположение промежутков  и  в варианте 2.

t0 t t *�* �

t

* �*

α β

Рис. 4. Расположение промежутков  и  в варианте 3.

t0 t t * �* �

t

* �*

α β

Рис. 5. Расположение промежутков  и  в варианте 4.

t0 t t * �* �

t

* �*

α β
Этими вариантами исчерпываются фактически другие варианты взаимного распо-
ложения  и  в , так как получаются из указанных четырех с помощью замены

, .

Оценку сверху величины  сведем к оценке величины

 = ,  между сечениями  =  и  =

=  интегральных воронок  и .
Начнем вывод с варианта 1. Рассмотрим промежуток . При  имеем

Следовательно, при  имеет место  и, следовательно,

Рассмотрим промежуток . Имеем при 

Учитывая эти соотношения, по аналогии с разд. 2, получаем при 

В частности, справедливо

(3.3)

α β ϑ0[ , ]t
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Рассмотрим промежуток .
Справедливы представления при 

Учитывая эти соотношения, получаем при 

В частности, справедливо неравенство

(3.4)

Рассмотрим промежуток . Имеем при :

Справедлива при  оценка

В частности, справедливо неравенство

(3.5)

Рассмотрим промежуток . Имеем при :

и, значит,

В частности, справедливо неравенство

(3.6)

Учитывая предыдущие оценки, получаем при 

τ[ , *]*t
τ∈ [ , *]*t t

α α α α= =( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , , ( )) ( , , ( ))** * *X t X t t X t Y t t X t

β β β β= =( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , , ( )) ( , , ( ))* * * *X t X t t X t Y t t X t

τ∈ [ , *]*t t

τα β α β α β−−≤ ≤
( )( ), , ,* *( ) ( ) ( )* *

g L tL t t
d t e d t e d t

τα β α β
τ

−≤ ( * ), ,*( *) ( )*
L t

d e d t

τ[ *, *]t τ∈ [ *, *]t t

α α α α
τ τ τ τ= =( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , *, ( *)) ( , *, ( *))X t X t X Y t X

β β β β
τ τ τ τ= =( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , *, ( *)) ( , *, ( *))X t X t X X t X

τ∈ [ *, *]t t
α β α β

τ τβ β α β

τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ γ τ τ
− −

≤ +

+ ≤ + 

, ( ) ( )

( *) ( *)( ) ( ) ,

*

( ) ( ( , *, ( *)), ( , *, ( *)))

( ( , *, ( *)), ( , *, ( *))) ( *) ( )
g t

L t L t

d t d Y t X Y t X

d Y t X X t X e d e d

τ τα β α β

τ

τ γ τ τ
− −≤ + 

*
( * *) ( * *), ,

*
( *) ( *) ( )

g
t

L t L td t e d e d

ϑ[ *, ]t ∈ ϑ[ *, ]t t

α α α α= =( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , *, ( *)) ( , *, ( *))X t X t t X t X t t X t

β β β β= =( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , *, ( *)) ( , *, ( *))X t X t t X t X t t X t

α β α β α β− −≤ ≤( *) ( *), , ,( ) ( *) ( *)
gL t t L t td t e d t e d t

α β α βϑ−ϑ ≤ ( *), ,( ) ( *)L td e d t

∈ ϑ0[ , ]t t

τ τα β α β

τ

ττ τ τ τα β α β

τ τ

τ τ

τ τ

τ γ τ τ

τ γ τ τ γ τ τ

γ τ τ γ τ τ

ϑ− − −

−ϑ− ϑ− ϑ− ϑ−

ϑ− − ϑ−

 
≤ + = 

 
 

= + ≤ + ≤

≤ +



 

 

*
( *) ( * *) ( * *), ,

*
* *

( * )( *) ( *) ( *) ( *), ,*

* *

**( ) ( ) ( *)** *

**

( ) ( *) ( )

( *) ( ) ( *) ( )

( ) ( )

t
L t L t L t

t t
L tL L L L

t t
L t L t L

d t e e d e d

e d e d e e d t e d

e e d e d



845ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ВОРОНКАХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ
Итак, получаем при  оценку

(3.7)

В рассматриваемом варианте 1 из (3.7) вытекает оценка

(3.8)

Обратимся к варианту 2. Рассмотрим промежуток . При  имеем

Из этих равенств следует

Рассмотрим промежуток . При  имеет место оценка

В частности,

(3.9)

Рассмотрим промежуток . При  имеем

Отсюда следует при  оценка

В частности, имеет место

(3.10)

Далее, рассмотрим промежуток . При  имеем

Справедлива при  оценка
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В частности, справедлива оценка

(3.11)

Рассмотрим промежуток . При  имеют место соотношения

Из этих соотношений получаем при 

(3.12)

В итоге, в варианте 2 получаем на  оценку

То есть, в итоге получаем при 

Отсюда вытекает в варианте 2 оценка

(3.13)

Обратимся к варианту 3. Совершенно очевидно, что этот вариант получается из ва-
рианта 1 с помощью упомянутой выше замены , . Тогда получаем
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(3.14)
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При  имеют место соотношения

из которых следует при 

В частности выполняется

(3.15)

При  имеют место соотношения

из которых следует

и, в частности,

(3.16)

При  имеют место соотношения

из которых следует при 

В частности, выполняется

(3.17)

При  имеют место соотношения

из которых следует при 
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В частности, имеет место

(3.18)

Принимая во внимание в рассматриваемом случае варианта 4 оценки (3.15)−(3.18),

а также предшествующие им оценки величины , получаем при 

(3.19)

Учитывая, что в рассматриваемом варианте 4 правая часть оценки (3.19) монотонно
возрастает на промежутке , получаем

и, значит,

(3.20)

Для того, чтобы было удобнее анализировать оценки величины ,

, , сведем вместе правые части этих оценок:
Вариант 1. ,

Вариант 2. ,

Вариант 3. ,

Вариант 4. ,
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Вариант 5. ;
Вариант 6. ;
Вариант 7. .
Заметим, однако, что каждый из этих вариантов получается из одного из вариантов 1−4

путем замены , . Вместе с этим правые части оценок величины ,
 получаются из соответствующих правых частей оценок величины в вари-

антах 1−4 путем указанной замены.
Введем обозначение:  – хаусдорфово расстояние между отрезками  и  на

прямой .
Задача теперь заключается в том, чтобы найти универсальную мажоранту в виде

функции, зависящей от  для правых частей оценок величины ,  во
всех четырех вариантах 1−4.

Очевидно, что во всех четырех вариантах 1−4, отрезки  и  из
 стеснены оценками:

Вариант 1. , ;
Вариант 2. , ;
Вариант 3. , ;
Вариант 4. , .

Введем также параметр , множество  =  :

, функцию

(3.21)

и калибровочную функцию

(3.22)

Выполняется  при .

Заметим также, что в любом из вариантов правая оценка величины , 
не превосходит величины .

Покажем это для варианта 1. Для этого варианта при  имеем

Аналогично доказывается неравенство

(3.23)

для других вариантов взаимного расположения промежутков  и  из .
Учитывая (3.23), можем сформулировать основной результат.

Теорема. Для интегральных воронок  и  дифференциальных

включений (2.10) и (3.2), соответствующих управляемым системам  и , являю-

щимися вариациями системы , выполняется оценка сверху

(3.24)
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выраженная в виде функции, зависящей от хаусдорфова расстояния между отрезками
отрезки  и  из  и заданной соотношениями (2.16), (3.21) и (3.22).

Теперь приведем рассуждения, относящиеся к калибровочной функции  и
весьма полезные для приложений. В связи с этим обратимся к вектор-функциям

 и ,  из  и  соответственно.
Допустим, что расстояние  между функциями  и  удовлетворя-

ется неравенству

(3.25)

Тогда справедливо неравенство

из которого следует

(3.26)

Значит, при ограничении (3.25), наложенном на вектор-функции  и ,
справедлива оценка

(3.27)

где  – хаусдорфово расстояние между промежутками  и  из .
Оценки (3.25)−(3.27) будут использованы при решении некоторых задач управле-

ния интегральными воронками в следующем параграфе.

4. Задачи о сближении и уклонении интегральных воронок с целевым множеством в .

В этом параграфе будет рассмотрена управляемая система  на , а также управ-

ляемая система ,  на . Наряду с ними рассматриваются начальное

множество ,  и целевое множество , отвечающее мо-
менту .

Сформулируем и изучим несколько задач сближения и уклонения систем  и 

с  в момент , выраженных на языке интегральных воронок , 

дифференциальных включений, соответствующих системам  и .

При этом интегральные воронки ,  трактуются как ва-

риации интегральной воронки , возникшие в результате варьирования си-

стемы  на промежутке  на .

Это варьирование трактуется как своеобразное управление системой  и соответ-

ствующей ей воронкой  путем выбора управляющего параметра .
Сформулируем несколько задач, связанных с управлением интегральной воронкой

.

Задача 1. В  заданы компакты  и . Требуется вычислить  =

=  – расстояние между множествами  =  и .
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В задаче 1 будем интересоваться, насколько близко “подходит” “последнее” (отве-

чающее моменту  из ) сечение  интегральной воронки  к целевому
множеству . Этот интерес связан задачей “подвести” интегральную воронку

 к множеству . Для этого будем варьировать интегральную воронку

, то есть применять к ней управления  и выяснять, насколь-

ко близко к  “подходят” в момент  интегральные воронки .
В связи с этим возникает задача об оптимальном сближении интегральных воронок

,  с .

Задача 2 (о сближении). Заданы компакты  и  в  и число ,
. Требуется определить промежуток , удовлетворяющий

Представляет интерес и дуальная к задаче 2 задача об оптимальном уклонении ин-

тегральных воронок ,  от M.

Задача 3 (об уклонении). Заданы компакты  и  в  и число ,
. Требуется определить такой промежуток , , что

Наряду с  зафиксируем еще число , . При этом  выбираем
таким, что отрезок длины  укладывается в отрезок длины  целое число раз:

.

После определения чисел  и  введем конечное разбиение , …,
 промежутка  и систему отрезков , , содер-

жащихся в . Очевидно, что таких отрезков длины  будет меньше, чем . Эту си-
стему будем называть для краткости изложения β-системой.

Возьмем произвольный промежуток  ⊂ . Очевидно, что найдется
такой промежуток  из β-системы, для которого  и, значит,  =
=  ≤ .

Следовательно, можем сказать, что β-система – конечная система отрезков в 
длины  представляет собой совокупность всех отрезков  в  длины  с точно-
стью до величины  (в хаусдорфовой метрике).

Отсюда вытекает, что для любой интегральной воронки , отвечающей
отрезку , найдется в β-системе такой отрезок , что

(4.1)
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относится и к интегральным воронкам , которые заменены в неравен-

стве (4.1), учитывая (2.48), их аппроксимациями , отвечающими раз-
биению  промежутка . А именно, от оценки (4.1) переходим к оценке

(4.2)

Тогда справедливо утверждение, что для любой интегральной воронки ,
отвечающей отрезку  из , в β-системе найдется такой отрезок

, что имеет место (4.2).

Далее, зафиксируем . По  определим числа  и  = 
так, чтобы

(4.3)

т.е.  и  определим удовлетворяющими неравенствам

(4.4)

Кроме того, число  должно удовлетворять включению . Так выбранному 

сопоставим разбиение  промежутка  и конечную β-систему отрезков

, , удовлетворяющих включению .

Эта конечная β-система и отвечающие ее элементам  множества 

представляют совокупность всех интегральных воронок , ,
 с точностью до величины . То есть для любой интегральной во-

ронки , ,  найдется  из β-систе-
мы, такой, что

(4.5)

Учитывая это, вместо задачи 2, сформулированной для бесконечного семейства ин-

тегральных воронок , , можем сформулировать зада-
чу об оптимальном сближении, более приемлемую для конструирования решения.

Эта задача формируется уже для конечного семейства множеств , где 
из β-системы.

Задача 2,а (о сближении). Пусть ,  – компакты в  и  Заданы так-

же , , конечные разбиения ,  промежутка , удовлетворя-

ющие (4.4), и соответствующая разбиению  конечная β-система отрезков

, .
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Рис. 6.   – аппроксимация множества достижимости  при ,

.
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Требуется определить промежуток  из β-системы, удовлетворяющий соотноше-
нию

(4.6)

Допустим теперь, что задача 2,а решена и найден отрезок  из β-системы, удовле-
творяющий (4.5). Из этого следует

и, принимая во внимание, что  ≤ , получаем

(4.7)

Так как  то

(4.8)

Из (4.7), (4.8) следует
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Рис. 7.   – аппроксимация множества достижимости  при ,
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Неравенство (4.9) означает, что промежуток  из β-системы, являющийся реше-
нием задачи 2,а, доставляет оптимальный результат с точностью до  и в задаче 2 об

оптимальном сближении с  интегральных воронок , .

Так же, как и при решении задач о сближении, вместо задачи 3 об оптимальном
уклонении, сформулированной для бесконечного семейства интегральных воронок

, , сформулируем задачу об оптимальном уклонении

от  для конечного семейства множеств , . Эта задача более приемлема
для конструирования решения.

Задача 3,а (об уклонении). Пусть ,  – компакты в  и  Также зада-

ны число , , конечные разбиения ,  промежутка , удо-

влетворяющие (4.4), и соответствующая разбиению  конечная β-система отрезков

, .

β *k

ε2 *

M α( ) (0)
0( , )X t X α ⊂ ϑ0[ , ]t

α( ) (0)
0( , )X t X α λ= + ⊂ ϑ0[ , ] [ , ]* *t t t

M β
Γ ϑ( )( )kX β β∈k

(0)X M R
m

ε ∈ ∞* (0, ).

λλ
−= ϑ −1

0( )N t λ ∈ NN Γ ρΓ ϑ0[ , ]t
ρΓ

β λ= + ⊂ ϑ0[ , ] [ , ]k k kt t t ρ∈ Γkt



855ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ВОРОНКАХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ

Рис. 8.   – аппроксимация множества достижимости  при ,
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Требуется определить промежуток  из β-системы, удовлетворяющий соотноше-
нию

(4.10)

Неравенство (4.10) означает, что промежуток  из β-системы, являющийся реше-
нием задачи 3,а, доставляет оптимальный результат с точностью до  в задаче 3 об оп-

тимальном уклонении интегральных воронок ,  от .

5. Пример. Пусть на промежутке времени  задана управляемая си-
стема

(5.1)

где управление , функция
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Рис. 9.   – аппроксимация множества достижимости  при ,
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где .

На промежутке  заданы разбиение  с диа-
метром  и соответствующая разбиению  конечная β-система отрезков

, .

Символами ,  обозначим (в соответствии с предыдущим разде-

лом) множества достижимости  системы (5.1) в конечный момент времени ,

соответствующие начальной позиции  и промежуткам , ,

.

Определим целевое одноточечное множество , где точка .

Для системы (5.1) сформулируем задачи 2,а и 3,а.
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Рис. 10.   – аппроксимация множества достижимости  при ,

; точка  и ближайшая к ней точка  из .
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Задача 2,а (о сближении). Требуется определить промежуток  из β-системы

{ : , }, удовлетворяющий соотношению

Задача 3,а (об уклонении). Требуется определить промежуток  из β-системы,
удовлетворяющий соотношению

На рис. 6–9 изображены , соответствующие  = 0, 20, 40, 70. На рис. 10 и 11
изображены решения задач 2,а и 3,а, символом B обозначены проекции точки A соот-

ветственно на ближайшее к A и наиболее удаленное от A множества .
Заключение. В работе рассмотрена нелинейная управляемая система на конечном

промежутке времени в конечномерном фазовом пространстве . Изучена устойчи-
вость ее интегральной воронки (последнего временного сечения интегральной ворон-
ки) в зависимости от скачкообразного изменения динамики системы на нескольких
малых промежутках времени. Степень возмущения интегральной воронки (ее послед-
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Рис. 11.   – аппроксимация множества достижимости  при ,

; точка  и ближайшая к ней точка  из .
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них временных сечений) оценивается в хаусдорфовой метрике: получены экспонен-
циальные оценки степени возмущения. Кроме задач, связанных с получением упомя-
нутых выше оценок, рассмотрены задачи о наведении интегральной воронки на целе-
вое множество, либо, наоборот уклонении от него с помощью оптимального выбора
одного временного промежутка с измененной по заранее известному закону динами-
кой систем. В заключительной части работы приведен пример колебательной механи-
ческой управляемой системы, иллюстрирующий теорию.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 19-11-
00105, https://rscf.ru/project/19-11-00105/.
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A nonlinear control system in a finite-dimensional Euclidean space and on a finite time in-
terval is considered, the dynamics of which changes significantly over several small sections
from a given time interval. We study the degree of change in the reachable sets and integral
funnels of the system under consideration when it varies in these sections. The correspond-
ing changes are estimated in the Hausdorff metric.

Keywords: control system, differential inclusion, reachable set, integral funnel, variable struc-
ture, system variation, Hausdorff distance
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