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Построены качественно новые математические модели лежащей капли и поджатого
пузырька, учитывающие размерную зависимость поверхностного натяжения. Хоро-
шо известная модель Башфорта–Адамса является частным случаем построенных
моделей, если длину Толмена устремить к нулю. Проведены численные расчеты
краевых углов при различных значениях равновесного объема. Показано, что раз-
мерная зависимость поверхностного натяжения приводит к нарушению условия со-
гласованности краевых углов капли и пузырька, находящихся во внешнем силовом
поле.
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1. Введение. Равновесные капли и пузырьки являются объектами теоретических и
экспериментальных исследований на протяжении многих десятилетий [1]. Их резуль-
таты находят широкое применение во многих важных областях науки и техники. В ли-
тературе и в настоящее время можно наблюдать повышенный интерес к изучению во-
просов, связанных с каплями и пузырьками. Обусловлено это, в первую очередь, ин-
тенсивным развитием нанотехнологий. Такие направления в нанотехнологиях, как
нанолитография, нанофлюидика, наноэлектроника, создание и производство матери-
алов с супергидрофильными и супергидрофобными свойствами практически целиком
основаны на использовании особенностей поведения очень малых объемов жидкости
и газа. Отметим, что новые термодинамические модели лежащей капли и поджатого
пузырька были разработаны недавно в [2, 3].

Несмотря на давнюю историю и серьезные успехи физики межфазных явлений,
остаются вопросы, по которым мнения исследователей расходятся. Один из них каса-
ется условия согласованности краевых углов для капель и пузырьков. В классической
теории считается, что в зоне трехфазного контакта

(1.1)

где  и  – краевые углы для капли и пузырька. Имеются, однако, основания пола-
гать, что в общем случае соотношение (1.1) может не выполняться. Такой вывод для
малых объемов сделан, например, в [4] с применением метода молекулярной динами-
ки. Результаты данной работы были критически проанализированы в [5, 6]. Так, в [6]
показано, что даже в случае идеальной сферической поверхности раздела фаз усло-

θ = π − θ ,d b

θd θb



863КРАЕВЫЕ УГЛЫ ЛЕЖАЩЕЙ КАПЛИ И ПОДЖАТОГО ПУЗЫРЬКА
вие (1.1) может нарушаться вследствие различных значений поверхностного натяже-
ния капли и пузырька. Согласно [7], поверхностное натяжение выпуклой поверхности
должно быть меньше, чем плоской или вогнутой поверхности. Физически это объяс-
няется тем, что на выпуклой поверхности атомы дополнительно “оголяются”, поэто-
му их потенциальная энергия становится меньше, чем на плоской и вогнутой поверх-
ностях.

Хорошо известно [1], что в присутствии внешнего силового поля свернутые капил-
лярные мениски перестают иметь сферическую форму. В этом случае вопрос о согла-
сованности углов  и , как отмечается в [6], остается пока без ответа. Решению это-
го вопроса посвящена настоящая статья. Продолжая идеи [6], впервые предлагается
исследовать вопрос о согласованности краевых углов равновесных капель и пузырь-
ков, находящихся во внешнем силовом поле.

Будем рассматривать равновесную систему “жидкость–пар”. Для учета размерной
зависимости поверхностного натяжения воспользуемся следующей формулой [7, 8]:

где  – поверхностное натяжение на границе жидкость–пар в случае плоской по-
верхности раздела фаз,  и  – радиусы кривизны поверхности раздела фаз в главных
направлениях,  – неотрицательный параметр, характеризующий толщину межфаз-
ной области (т.н. длина Толмена), знак “+” относится к капле, а “–” к пузырьку. Фор-
мула (1.2) определяет поверхностное натяжение разделяющей поверхности с произ-
вольной геометрией. Она выводится из термодинамики [8], а также может быть фор-
мально выписана как обобщение известной формулы Толмена, если в ней среднюю
кривизну сферической поверхности  заменить на среднюю кривизну поверхности
вращения  ([9], с. 20). Как легко видеть, из (1.2) при  и  полу-
чаются соответственно случаи сферической и цилиндрической межфазных поверхно-
стей. Прямая проверка справедливости формулы (1.2) экспериментальными методами
связана с определенными трудностями. В частности, в литературе до сих пор отсут-
ствуют достоверные сведения о значениях длины Толмена . Но необходимо отме-
тить, что формула вида (1.2) достаточно точно воспроизводит результаты моделирова-
ния нанокапель и нанопузырьков методом молекулярной динамики [10].

В настоящей работе с учетом условия механического равновесия при наличии
внешней силы и формулы (1.2) строятся математические модели лежащей капли и
поджатого пузырька. Предполагается, что поверхностное натяжение в термодинами-
ческой системе устанавливается в каждой точке вместе с ее геометрической формой,
что обеспечивает требуемое постоянство химического потенциала.

2. Расчет краевых углов. Забегая вперед, обратим внимание на следующее. Обычно
о размерной зависимости поверхностного натяжения принято говорить, когда объемы
конденсированной фазы достаточно малы. В классических моделях влияние силы тя-
жести на форму мениска, напротив, существенно проявляется в области больших раз-
меров. То есть там, где учитывается размерная зависимость поверхностного натяже-
ния, наличие силы тяжести можно игнорировать, и наоборот. Но с возрастанием тем-
пературы толщина межфазного вместе с параметром  увеличиваются вплоть до
бесконечности. Поэтому зависимость поверхностного натяжения от кривизны по-
верхности, по-видимому, должна сказываться и в макроскопических системах, на-
пример, вблизи критической точки. С другой стороны, в уравнениях капиллярности
присутствует ускорение свободного падения , которое может иметь произвольные (в
том числе и большие) значения. Так, под этим параметром и соответствующей силой
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Рис. 1. Капля и пузырек на плоской поверхности.
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необязательно подразумевать наличие именно гравитации. Для очень малых капель
(высота ~1 нм) под  можно понимать некий условный параметр, который характери-
зует влияние подложки. Для таких капель давление за счет силы притяжения со сторо-
ны подложки может составлять сотни–тысячи паскалей. Таким образом, исходя из
наиболее общих уравнений, возникает задача провести анализ лежащей капли и под-
жатого пузырька на предмет выполнения условия (1.1).

Рассмотрим лежащую каплю и поджатый (сидячий) пузырек на поверхности твер-
дой недеформируемой подложки в состоянии термодинамического равновесия. Свя-
занные с ними системы координат и принятые обозначения приведены на рис. 1:

– длина дуги, отмеряемая от вершины мениска,  – угол наклона касательной к
профилю мениска с положительным направлением горизонтальной оси ,  – ко-
ординаты произвольной точки профиля.

В поле силы тяжести условие механического равновесия капли и пузырька опреде-
ляется формулой Лапласа для избыточного давления [1, 11]:

(2.1)

где  – разность давлений в фазах в вершине мениска,  – разность плотностей
жидкой и газообразной фаз. Далее будем иметь в виду, что поверхностное натяжение

зависит от средней кривизны поверхности согласно (1.2). В результате подстановки (1.2)
в (2.1) получаем

(2.2)

где ,  – капиллярная постоянная. В отличие от (1.2) здесь и
далее знаки “+” и “–” относятся к пузырьку и капле соответственно.
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Для главных кривизн поверхностей с вращательной симметрией справедливы вы-
ражения

(2.3)

Тогда из (2.3) найдем

(2.4)

Для решения (2.4) целесообразен переход к безразмерным координатам. В качестве
характерной длины выберем радиус кривизны в вершине мениска . Умножая обе ча-
сти (2.4) на  и имея в виду соотношения

справедливые для гладкой плоской кривой, окончательно получим

(2.5)

(2.6)

(2.7)

где , ,  – безразмерный (отнесенный к ) объем, ,

,  – число Бонда. В дополнение к уравнениям (2.5) и (2.6), кото-
рые определяют координаты профиля мениска, в систему включено дифференциаль-
ное выражение для объема (2.7). Оно требуется для расчета углов смачивания капли и
пузырька с одинаковыми объемами. Присоединим к (2.5)–(2.7) начальные условия

(2.8)

Таким образом находим, что равновесные профили лежащей капли и поджатого пу-
зырька с учетом размерной зависимости поверхностного натяжения описываются ре-
шениями задач Коши (2.5)–(2.8).

В качестве независимой переменной при параметризации профилей исследуемых
менисков нами выбран угол наклона касательной  к профилю. На то есть несколько
причин. Во-первых, мениски выпуклы, а значит угол  все время растет по мере уда-
ления от их вершины. Это позволяет избежать неудобств, связанных с интегрировани-
ем неоднозначно заданных функций (подобное имеет место при параметризации по
радиусу ). Во-вторых, конечные уравнения лишены неустранимых особенностей.
И в третьих, область, где ищется решение, заведомо ограничена отрезком .

Прежде всего заметим, что в отсутствие размерных эффектов, когда параметр  по-
лагается равным нулю, основное соотношение (2.2) переходит в уравнение Башфор-
та–Адамса [1]. В таком случае профили капли и пузырька описываются одинаковыми
уравнениями, из чего сразу следует согласованность краевых углов в соответствии с
условием (1.1). Иными словами, наличие внешнего силового поля не нарушает усло-
вие (1.1).

Пусть далее . Фиксированному набору параметров  и  в рассматриваемой
модели обязаны соответствовать капли и пузырьки с одним и тем же значением объе-

ϕ ϕ= =
1 2

sin1 1,d

r ds r x

( )
ϕ ϕλ += −

± δ λ +
sin  

1
d cz

ds cz x

0r

0r

= ϕ = ϕcos , sin ,dx dz

ds ds

( )[ ]
( ) ( )[ ]

± α γ + β ϕ
=

ϕ γ + β − ± α γ + β ϕ
1 cos

 
1 sin

Z XdX

d Z X Z

( )[ ]
( ) ( )[ ]

± α γ + β ϕ
=

ϕ γ + β − ± α γ + β ϕ
1 sin

 
1 sin

Z XdZ

d Z X Z

( )[ ]
( ) ( )[ ]

π ± α γ + β ϕ
=

ϕ γ + β − ± α γ + β ϕ

31 sin
, 

1 sin
Z XdV

d Z X Z

= 0/X x r = 0/Z z r V
3

0r α = δ 0/r

( )γ = ± α2/ 1 2 β = 2
0cr

( ) ( ) ( )ϕ = = ϕ = = ϕ = =  0 0,  0 0,   0 0X Z V

ϕ
ϕ

x

[ ]π0, 
δ

δ ≠ 0 α β



866 СОКУРОВ

Рис. 2. Капля (слева) и пузырек (справа) с одинаковыми объемами.
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ма . Поэтому вычислительная процедура здесь заключается в том, чтобы при задан-
ном объеме капли и пузырька определить углы смачивания  и . Выбор объема осу-
ществляется путем изменения области интегрирования по переменной . Максималь-
ному объему капли и пузырька  соответствует интегрирование уравнения (2.7) на
промежутке от 0 до предельно возможного угла .

Система (2.5)–(2.7) относится к классу нежестких систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка, в связи с чем ее численное интегрирование
удобно проводить явными разностными методами. В работе для этого использовался
метод Рунге–Кутты 4-го порядка точности, а корректировка шага интегрирования
осуществлялась согласно правилу Рунге. В итоге максимальная погрешность решения

задачи Коши (2.5)–(2.8) не превышала . Равенство объемов капли и пузырька
обеспечивалось также с указанной точностью.

На рис. 2 в качестве примера показаны капля и пузырек одинакового объема, полу-
ченные численным решением задачи (2.5)–(2.8). Данный пример наглядно демон-
стрирует, что при одинаковом объеме капля и пузырек имеют разную геометрическую
форму и, соответственно, разные краевые углы. Меру отклонения от условия (1.1)
удобно задавать числовым параметром . Полученные в ходе вычисли-
тельного эксперимента результаты для диапазона краевых углов от  до  с рав-
номерным шагом  при разных  представлены в виде графиков на рис. 3.

Из рис. 3 видно, что учет размерной зависимости поверхностного натяжения при-
водит к нарушению условия (1.1) и в присутствии внешнего силового поля. Причем
чем больше значения параметра  или фактически значения толщины межфазного
слоя, тем сильнее оно нарушается. Если же в уравнениях (2.5)–(2.7) пренебречь раз-
мерной зависимостью поверхностного натяжения ( ), то, как это и требуется,
получается предельное значение параметра .

На приведенных графиках обращает на себя внимание монотонное возрастание ве-
личины  с увеличением объема. Такое поведение функции диктуется формулой (1.2)
и интерпретируется следующим образом. По мере удаления от вершины гидростати-
ческое давление внутри капли и пузырька возрастает. Значит, должна расти и локаль-
ная кривизна капиллярной поверхности. В свою очередь, увеличение кривизны при-
водит к усилению разницы в значениях поверхностного натяжения для капли и пу-
зырька. Поэтому в области больших объемов, где наблюдаются заметные изменения
кривизны поверхностей капли и пузырька, отклонения от условия (1.1) становятся су-
щественными. Для нанокапель заметные изменения кривизны следует ожидать вбли-
зи поверхности подложки, где эффективно действуют межатомные силы взаимодей-
ствия.

V
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Рис. 3. Функции, характеризующие нарушение условия (1.1).
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Выводы. В настоящей работе построены и численно реализованы математические
модели равновесных поверхностей лежащей капли и поджатого пузырька. В результа-
те вычислительных экспериментов показано, что при наличии размерной зависимо-
сти поверхностного натяжения нарушается условие согласованности краевых углов.
Физически это объясняется тем, что у капли и пузырька поверхностные натяжения
могут различаться даже для одной и той же жидкости. В рамках построенных моделей
был сделан вывод о том, что внешнее силовое поле без учета размерной зависимости
поверхностного натяжения не нарушает условие согласованности краевых углов. Дан-
ный вывод, однако, не представляется достаточно общим, и в этой части требуются
дальнейшие исследования. Кроме того, предполагалось, что для капли и пузырька
длина Толмена  имеет одно и то же значение. Но в реальных термодинамических си-
стемах значения  могут оказаться различными. Какие-либо сравнительные оценки

для равнообъемных капель и пузырьков, находящихся в одинаковых термодинами-
ческих условиях, в литературе, к сожалению, отсутствуют.
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On the Contact Angles of a Small Sessile Drop and a Captive Bubble
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New mathematical models of a sessile drop and a captive bubble are constructed taking into
account the size dependence of surface tension. If the Tolman length tends to zero the well-
known Bashforth–Adams model can be considered as a special case of the constructed
models. Numerical calculations of the contact angles are carried out for various numeric
values of the equilibrium volume. The study shows that the size dependence of the surface
tension leads to a violation of the consistency condition between the contact angles of a drop
and a bubble in an external force field.

Keywords: surface tension, capillary meniscus, size dependence, sessile drop, captive bubble,
contact angle
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