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Рассматривается движение тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в одно-
родном поле тяжести. Предполагается, что главные моменты инерции тела для не-
подвижной точки удовлетворяют условию Д.Н. Горячева–С.А. Чаплыгина, т.е. на-
ходятся в отношении 1 : 4 : 1, при этом никаких дополнительных ограничений на по-
ложение центра масс тела не накладывается.
Исследуется задача об орбитальной устойчивости маятниковых периодических дви-
жений тела. В окрестности периодических движений введены локальные перемен-
ные и получены уравнения возмущенного движения. На основании линейного ана-
лиза устойчивости сделан вывод об орбитальной неустойчивости маятниковых вра-
щений при всех значениях параметров. Установлено, что маятниковые колебания в
зависимости от значений параметров могут быть как орбитально неустойчивы, так и
устойчивы в линейном приближении. Для маятниковых колебаний, устойчивых в
линейном приближении, на основании методов КАМ теории выполнен нелиней-
ный анализ и получены строгие выводы об орбитальной устойчивости.
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1. Введение. Значительный интерес, как для теоретической механики, так и для ее
приложений представляет задача об орбитальной устойчивости периодических дви-
жений тяжелого твердого тела с неподвижной точкой. Наиболее простым и хорошо
изученным классом периодических движений тяжелого твердого тела с одной непо-
движной точкой являются его плоские движения, которые описываются уравнением
математического маятника. Изучение динамики тела в их окрестности часто позволя-
ет сделать важные выводы об общем характере движения и качественно описать
структуру фазового пространства вблизи периодических траекторий. Современные
методы теории динамических систем: метод нормальных форм, методы теории КАМ и
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общая теория устойчивости – позволяют получить строгие выводы об орбитальной
устойчивости периодических движений такого типа.

В общем случае задача об орбитальной устойчивости маятниковых периодических
движений тяжелого твердого тела с одной неподвижной точкой содержит четыре па-
раметра. С целью ограничить количество параметров задачи часто рассматривают
наиболее интересные частные случаи. Ранее рассматривались случаи С.В. Ковалев-
ской и Д.Н. Горячева–С.А. Чаплыгина, когда в задаче об орбитальной устойчивости
имеется один параметр, а также случай динамически симметричного тела и случай
Д.К. Бобылева–В.А. Стеклова, когда в задаче имеется два параметра.

В случае С.В. Ковалевской устойчивость маятниковых колебаний на основе раз-
личных подходов рассматривалась в [1–5]. Случай Д.Н. Горячева–С.А. Чаплыгина
изучался в [6–8]. Случай Д.К. Бобылева–В.А. Стеклова был рассмотрен в [9–11]. Ре-
зультаты были представлены в виде диаграммы устойчивости в плоскости параметров
задачи. Для динамически симметричного твердого тела был исследован случай, когда
центр масс тела лежит в экваториальной плоскости эллипсоида инерции [12]. Част-
ный случай динамически симметричного тела рассматривался в [13], в предположе-
нии, что центр масс не лежит в экваториальной плоскости, а главные моменты инер-
ции тела для неподвижной точки находятся в отношении .

2. Постановка задачи. Рассмотрим движение твердого тела массой  вокруг непо-
движной точки  в однородном поле тяжести. Для описания движения тела введем
неподвижную систему координат , ось  которой направлена вертикально
вверх, и подвижную систему координат , жестко связанную с телом, оси которой
направлены по главным осям инерции тела для точки . Кроме того, будем предпола-
гать, что главные моменты инерции  тела для неподвижной точки  удовлетво-
ряют равенству . Никаких ограничений на положение центра масс не на-
кладывается. В силу динамической симметрии тела направления осей  можно
выбрать так, что центр масс тела будет лежать в плоскости . При таком выборе
осей положение центра масс тела будет определяться расстоянием до начала коорди-
нат, которое будем обозначать , и углом  между радиусом-вектором центра масс и
положительным направлением оси . Без ограничения общности, можно считать,
что . Отметим, что при  имеет место случай интегрируемости
Д.Н. Горячева–С.А. Чаплыгина, а при  – случай Лагранжа с дополнительным
ограничением на моменты инерции.

Положение твердого тела в пространстве будем задавать при помощи углов Эйлера
. Обозначим через  канонически сопряженные импульсы, соответству-

ющие углам Эйлера. Угол  является циклической координатой, поэтому .
Далее положим . В этом случае уравнения движения тела можно записать в
форме канонических уравнений

(2.1)

с гамильтонианом

(2.2)
Уравнения движения допускают частное решение, описывающее плоское движе-

ние твердого тела, при котором ось  сохраняет постоянное горизонтальное положе-
ние, а само тело совершает плоские движения относительно этой оси. В зависимости
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от начальных условий, в плоском движении тело либо совершает периодические коле-
бания или вращения, либо асимптотически приближается к неустойчивому положе-
нию равновесия. Поскольку маятниковые периодические движения неустойчивы по
Ляпунову, то представляет интерес задача об орбитальной устойчивости таких дви-
жений.

Введем безразмерное время , где . Для описания поведения тела в
окрестности его маятниковых периодических движений удобно ввести следующие ко-
ординаты и безразмерные импульсы

(2.3)

В новых переменных гамильтониан задачи принимает вид

(2.4)

На маятниковых движениях твердого тела выполняется равенство , а
эволюция переменных  описывается канонической системой с гамильтонианом

(2.5)

Характер маятниковых движений зависит от величины константы интеграла энергии
: при  тело совершает маятниковые колебания, а при  тело соверша-

ет маятниковые вращения относительно расположенной горизонтально и неподвиж-
ной  в абсолютном пространстве оси . В зависимости от параметра  общее реше-
ние канонической системы с гамильтонианом (2.5) имеет различный вид [1]. В случае
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В случае вращений решение имеет вид
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3. Локальные переменные и изоэнергетическая редукция. Следуя методике работы [7],
введем в окрестности невозмущенного периодического движения локальные коорди-
наты по формулам

(3.1)

где , , . Заметим, что в зависимости
от типа периодического движения функции ,  определяются соотноше-
ниями (2.6) или (2.8).
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Явный вид коэффициентов в выражении  не приводится в силу их громоздкости.
Рассмотрим движение на нулевом изоэнергетическом уровне , отвечающем

невозмущенному периодическому движению. Эволюция переменных  на уровне
 может быть описана с помощью редуцированной канонической системы (урав-

нения Уиттекера)

(3.6)

где  играет роль новой независимой переменной, а эволюция переменной  опреде-
ляется соотношением , которое является результатом решения урав-
нения  относительно . При малых  гамильтониан  можно представить
в виде ряда по степеням . Принимая во внимание формулы (3.3) и (3.4), получаем
следующее разложение функции Гамильтона  в ряд по 
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Рис 1. Диаграмма устойчивости маятниковых колебаний в линейном приближении.
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матрица монодромии приводится к диагональному виду и неустойчива в противном
случае. Если , то линейного анализа недостаточно для получения строгих выво-
дов об устойчивости в полной нелинейной системе с гамильтонианом (3.7).

Линейный анализ орбитальной устойчивости маятниковых периодических движе-
ний проводился следующим образом. При помощи численного интегрирования си-
стемы (4.1) от 0 до  вычислялся коэффициент , а затем делались выводы об орби-
тальной устойчивости.

В случае маятниковых вращений численное нахождение коэффициента  выпол-
нялось для интервалов  и . Сетка значений параметров строи-
лась с шагом 0.01. Оказалось, что в указанном диапазоне значений выполняется нера-
венство , поэтому линейная система неустойчива. Это означает, что маятниковые
вращения твердого тела в указанном диапазоне параметров орбитально неустойчивы.

В случае маятниковых колебаний линейный анализ показал, что в зависимости от
значений параметров колебания твердого тела, могут быть как орбитально устойчивы,
так и орбитально неустойчивы. Результаты линейного анализа орбитальной устойчи-
вости маятниковых колебаний, полученные на основании численных расчетов коэф-
фициента , представлены на диаграмме устойчивости, построенной в плоскости па-
раметров  и  (см. рис. 1). Области неустойчивости отмечены серым цветом. Вне
этих областей маятниковые колебания устойчивы в линейном приближении. Грани-
цы, разделяющие области устойчивости и неустойчивости, обозначены .

5. Анализ орбитальной устойчивости маятниковых колебаний с малыми амплитудами.
При малых амплитудах колебаний тяжелого твердого тела с неподвижной точкой ис-
следование их орбитальной устойчивости можно выполнить аналитически. В этом
случае можно ввести малый параметр, в качестве которого удобно выбрать величи-
ну  – модуль эллиптического интеграла в (2.6), который связан с амплитудой маят-
никовых колебаний тела соотношением: , где  – амплитуда колебаний.

κ ≤ 1

π2 κ

κ
< <1 100h < α < π0 2

κ > 1

κ
h α

α α α1 2 3, ,

k
( )= βsin /2k β
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Исследование орбитальной устойчивости при малых амплитудах колебаний начнем
с анализа линейной системы. Разложение гамильтониана  линейной системы (4.1) в
ряд по степеням  имеет вид

(5.1)

Явное выражение для  здесь опущено в силу его громоздкости.
При  линейная система (4.1) автономна и описывает гармонические колеба-

ния с частотой . Если , , то для достаточно малых
линейная система устойчива. Если же , то возможно так называемое явле-

ние параметрического резонанса [16], приводящее при малых  к неустойчивости.
В данной задаче параметрический резонанс имеет место в двух случаях:  и

. Уравнения границ областей параметрического резонанса могут быть полу-
чены аналитически в виде рядов по степеням . Для построения указанных рядов в
данной работе применялась методика, изложенная в [15]. В соответствии с этой мето-
дикой строилась линейная каноническая замена переменных , приво-
дящая линейную систему (4.1) к наиболее простой (нормальной) форме. Задачи об
устойчивости исходной и нормализованной системы эквивалентны. Вместе с тем,
нормализованная система является автономной и условия ее устойчивости могут быть
получены явно в форме неравенств на коэффициенты ее правых частей. На границах,
разделяющих области устойчивости и неустойчивости, данные неравенства обраща-
ются в равенства. Из этих равенств можно получить уравнения границ областей пара-
метрического резонанса. Вычисления, проведенные в данной статье на основании
указанной методики, показали что области параметрического резонанса в плоскости
параметров  исходят из точек  и  прямой .

В случае  уравнение левой границы области параметрического резонанса
имеет вид , а уравнение правой границы, обозначенной на рис. 1 , задается
следующей асимптотической формулой

(5.2)

Отметим, что граница  соответствует случаю Горячева–Чаплыгина [6]. В слу-
чае , левая  и правая  (см. рис. 1) границы области параметрического резо-
нанса определяются следующими асимптотическими разложениями соответственно

(5.3)

На границах областей параметрического резонанса нормализованный Гамильтони-
ан имеет вид

(5.4)

Коэффициенты  формы  являются -периодическими функциями независимой
переменной .
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Вне областей параметрического резонанса линейная система устойчива. В этом
случае при помощи линейной канонической замены переменных

(5.5)

гамильтониан  можно привести к следующей нормальной форме

(5.6)

где коэффициенты , , ,  являются -периодическими функ-
циями переменной  и аналитичны по . Величина  является аналитической функ-
цией  и . Для нахождения коэффициентов , , ,  и  приме-
нялся метод Депри–Хори [16]. Вычисления показали, что

(5.7)

Поскольку из устойчивости линейной системы не следует устойчивости исходной
нелинейной системы, то для получения строгих выводов об устойчивости при значе-
ниях параметров вне областей параметрического резонанса необходим нелинейный
анализ.

Дальнейшее исследование удобно провести в канонических полярных коорди-
натах , которые вводятся по формулам

(5.8)

В этих переменных гамильтониан  полной нелинейной системы примет вид

(5.9)

Выражения для ,  опущены в силу их громоздкости. Строгие выводы
об устойчивости тривиального решения системы с гамильтонианом (5.9) могут быть
сделаны на основе достаточных условий, полученных методами теории КАМ [17–20].
Для применения этих достаточных условий необходимо построить каноническую за-
мену переменных , приводящую систему с гамильтонианом (5.9) к нор-

мальной форме. Нормализацию следует проводить до членов порядка , а в особых
случаях и до членов более высокого порядка.

Если в системе нет резонансов третьего и четвертого порядка, т.е.  и
, , то гамильтониан нормализованной системы имеет вид

(5.10)

где

(5.11)

В данной работе для построения нормализующей замены и нахождения коэффициен-
тов нормальной формы гамильтониана (5.10) применялся метод Депри–Хори. Вычис-
ления показали, что коэффициент  имеет вид
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где

(5.13)

На основании теоремы Арнольда–Мозера [18, 19] положение равновесия системы (3.6)
устойчиво при . В интервале  уравнение  имеет единственное
решение, которое аналитически зависит от . При достаточно малых  это решение

задается следующей асимптотической формулой , где  является

решением уравнения  и равно . Таким образом, вне областей
параметрического резонанса, при  и при отсутствии резонансов до четвертого
порядка включительно положение равновесия системы (3.6) при малых значениях 
устойчиво.

При  имеет место так называемый случай вырождения, когда требуется

анализ с учетом членов до  включительно в гамильтониане (5.10). В этом случае
при помощи канонической, близкой к тождественной, аналитической по  замены
переменных  система приводится к нормальной форме с гамильтониа-
ном следующего вида

(5.14)

Вычисления показали, что

(5.15)

Поскольку для малых  выполнено неравенство , то по теореме Арнольда–Мо-
зера [18, 19] положение равновесия будет устойчивым.

Резонансные случаи требуют отдельного анализа. Случаи резонансов первого и
второго порядков имеют место на границах областей параметрического резонанса и
будут рассмотрены ниже. Поскольку функция Гамильтона (5.9) не содержит членов

порядка , то резонансы третьего порядка в рассматриваемом приближении не про-
являются. Резонансы четвертого порядка имеют место при , . В рассмат-
риваемой задаче возможны два таких резонанса при  и . В случае резо-
нанса четвертого порядка гамильтониан нормализованной системы имеет вид

(5.16)

Достаточное условие устойчивости положения равновесия при резонансе четверто-
го порядка имеет вид [17]

(5.17)
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Таблица 1. Коэффициенты нормальной формы для случая резонансов четвертого порядка

Резонанс Коэффициенты нормальной формы

Ω

5/4

7/4

4a 4b 2c

( )3O k ( )3O k ( )+ 355859
11200

O k

( )3O k ( )3O k ( )− + 34987
3136

O k

Таблица 2. Коэффициенты нормальной формы на границах областей параметрического резо-
нанса

Граница области параметрического резонанса Коэффициент нормальной формы 4c

α1 ( )+4 51
4

k O k

α2 ( )+4 5445
6144

k O k

α3 ( )− +4 5445
6144

k O k
В табл. 1 для каждого из реализующихся в данной задаче резонансов четвертого по-
рядка приведены коэффициенты нормализованного гамильтониана (5.16), вычислен-
ные методом Депри–Хори.

Из табл. 1 видно, что условие (5.17) выполняется, т.е. при резонансах четвертого по-
рядка маятниковые колебания с достаточно малыми амплитудами орбитально устой-
чивы.

Для решения вопроса об орбитальной устойчивости на границах  областей
параметрического резонанса применим ту же методику исследования. На этих грани-
цах имеют место резонансы первого порядка или второго порядка, т.е. характеристи-
ческое уравнение (4.2) имеет кратный корень равный 1 (резонанс первого порядка)
или –1 (резонанс второго порядка). В этом случае при помощи канонической, близ-
кой к тождественной, аналитической по  замены переменных  гамиль-
тониан (5.4) приводится к виду

(5.18)

На основании теоремы Иванова–Сокольского [20] положение равновесия системы
с гамильтонианом (5.18) устойчиво при выполнении неравенства

(5.19)

и неустойчиво, если это неравенство выполняется с противоположным знаком. Ре-
зультаты вычислений приведены в табл. 2.

Из табл. 2 видно, что на границах  маятниковые колебания с малыми амплиту-
дами орбитально устойчивы, а на границе  – орбитально неустойчивы.

6. Нелинейный анализ орбитальной устойчивости маятниковых колебаний при произ-
вольных значениях параметров. Для получения строгих выводов об орбитальной устой-
чивости для всех (а не только малых) значений параметров из областей устойчивости в
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линейном приближении, а также на границах этих областей необходимо выполнить
нелинейный анализ.

Нелинейный анализ орбитальной устойчивости будем проводить на основании мето-
дики, разработанной в [21], суть которой состоит в построении симплектического отобра-
жения, порожденного системой нелинейных уравнений (3.6), и исследовании устойчиво-
сти его неподвижной точки. Задача об устойчивости неподвижной точки этого отображе-
ния эквивалентна задаче об устойчивости положения равновесия системы (3.6).

Выполним линейную каноническую замену переменных по формулам:

(6.1)

где в случае отсутствия резонансов первого и второго порядка

(6.2)

В (6.2)  – элементы матрицы монодромии системы (4.1). В новых переменных га-
мильтониан задачи примет вид

(6.3)

Чтобы получить явный вид гамильтониана (6.3), необходимо подставить (6.1) в гамильто-

ниан (3.7) и результат подстановки умножить на валентность  замены (6.1). Заме-
тим, что благодаря замене переменных  линейная часть симплектического отобра-
жения, порожденная канонической системой с гамильтонианом , прини-
мает наиболее простой вид. Она определяется следующей матрицей , задающей поворот

на угол 

(6.4)

Пусть  – начальные значения переменных  и  – их значения при
. Тогда симплектическое отображение, порожденное канонической системой с

гамильтонианом  имеет вид

(6.5)

где  – члены шестой степени и выше, , а  – формы
степени  , удовлетворяющие равенствам

(6.6)

 – формы, получающиеся из  заменой переменных

(6.7)

где  – матрицант линейной системы с гамильтонианом .
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в обеих частях уравне-
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= + = +2 11 12 2 21 22, ,q n Q n P p n Q n P

= = = κ − = − κ2
11 12 12 21 11 22, 0, , 1n x n n x n

ijx

( ) = + + +2 4 6* * ** , , ( , , ) ( , , ) ( , , ) ...K Q P w K Q P w K Q P w K Q P w

( )−1
11 22n n

,Q P
( )* , ,K Q P w

G

γ = κ
π

1 arccos
2

πγ πγ
=

− πγ πγ
cos 2 sin 2
sin 2 cos 2

G

0 0,Q P ,Q P 1 1,Q P
= π2w

( )* , ,K Q P w

∂∂ ∂ ∂− + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

=
∂∂ ∂ ∂+ − + +

∂ ∂ ∂∂

2
64 4 4

0 6
1 0 0 0 0 0

2
1 64 4 4

0 62
0 0 00

,

FF F FQ O
Q P P Q P P

G
P FF F FP O

P P PQ

6O ( )= Φ π0 0, ,2m mF Q P ( )Φ 0 0, ,m Q P w
m ( )= 4,6m

∂Φ∂Φ ∂ ∂Φ= − = − −
∂ ∂ ∂ ∂

64 4 4
4 6

0 0
, GG G

w w P Q

( )0 0, ,mG Q P w ( )0 0* , ,mK Q P w

( )= Χ 0

0
* ,

Q Q
w

P P

( )*X w ( )2* ,K Q P



795ОБ ОРБИТАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
циентов форм . Правые части этих уравнений зависят от величин , которые
являются элементами матрицы . Таким образом, интегрируя систему из шестна-
дцати уравнений (двенадцать уравнений на коэффициенты форм  и четыре уравне-
ния для ) на интервале , получаем коэффициенты форм . В общем слу-
чае вышеуказанная система может быть решена только численно.

Введем следующие обозначения:

(6.8)

где  – коэффициенты форм .
Теперь кратко сформулируем условия устойчивости и неустойчивости неподвиж-

ной точки отображения (6.5). В нерезонансном случае (т.е. когда корни характеристи-

ческого уравнения удовлетворяют соотношению  , где  – порядок
резонанса) условие устойчивости неподвижной точки отображения (6.5) определяется
неравенством  [21]. В противном случае, если , то имеет место так называ-
емый случай вырождения, когда для решения вопроса об устойчивости необходимо
вычислить . Если  и в системе нет резонансов до шестого порядка включи-
тельно, то неподвижная точка отображения (6.5) устойчива [22]. В противном случае,
если , то для получения выводов об устойчивости необходим анализ с учетом
членов не ниже восьмого порядка в разложении гамильтониана (3.7).

Резонансные случаи требуют отдельного рассмотрения. В невырожденном случае
 достаточно рассмотреть лишь резонансы до четвертого порядка включительно.

В рассматриваемой задаче разложение (3.7) гамильтониана системы (3.6) в ряд по сте-
пеням канонических переменных не содержит членов третьей степени. Поэтому влия-
ние резонансов третьего порядка на выводы об устойчивости может иметь место лишь
в особом случае , когда требуется нелинейный анализ с учетом членов до ше-
стой степени включительно в разложении (3.7). В случае же резонанса четвертого по-
рядка неподвижная точка отображения (6.5) устойчива, если выполняется неравен-

ство  и неустойчива при выполнении неравенства  [21].

В особом случае  имеет место вырождение и вопрос об устойчивости ре-
шается на основании нелинейного анализа с учетом членов не ниже шестой степени.

Для значений параметров внутри областей устойчивости в линейном приближении
на основе описанной выше методики численно вычислялись коэффициенты сим-
плектического отображения (6.5) и проверялись условия устойчивости и неустойчи-
вости его неподвижной точки. В результате была построена диаграмма устойчивости,
представленная на рис. 2.

Кривые, отвечающие резонансу четвертого порядка, обозначены , и выделены
пунктирной линией. Кривые, отвечающие случаю вырождения , обозначены

 и показаны точками. Вне резонансных кривых четвертого порядка  и вне
кривых вырождения  маятниковые колебания орбитально устойчивы в стро-
гом нелинейном смысле. Оказалось, что на всех трех кривых вырождения  вы-
полняется неравенство , поэтому в случаях вырождения маятниковые колеба-

Φm ( )ijx w
( )*X w

Φm

( )ijx w [ ]π0;2 mF

δ = + + ν = − − μ = −4 40 22 04 4 22 40 04 4 13 31 , ,  3 3f f f f f f f f

( )

( ) ( ) ( )

δ = − − − − + + + +

 + + + − − + + − πγ − 

6 06 24 60 42 31 04 22 40

2 2
13 04 22 40 04 22 40 13 31

5 1 5 1 4 2 5
2 2 2 2

14 2 5 ctg 2
2

f f f f f f f f

f f f f f f f f f

( ) ( ) − + + − πγ 
2 2

13 31 04 404 ctg ,f f f f

ijf mF

ρ ≠ 1k ( )= 1,2,3,4k k

δ ≠4 0 δ =4 0

δ6 δ ≠6 0

δ =6 0

δ ≠4 0

δ =4 0

δ > ν + μ2 2
4 4 4 δ < ν + μ2 2

4 4 4

δ = ν + μ2 2
4 4 4

γ γ1 2,
δ =4 0

β β β1 2 3, , γ γ1 2,
β β β1 2 3, ,

β β β1 2 3, ,
δ ≠6 0



796 БАРДИН, МАКСИМОВ

Рис. 2. Диаграмма устойчивости маятниковых колебаний.
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ния также орбитально устойчивы, за исключением лишь точек , отвечающих
случаям резонанса четвертого порядка и, возможно, точек , , в которых
реализуются резонансы третьего  и шестого  порядков. Также почти всю-
ду на кривых  имеет место орбитальная устойчивость маятниковых колебаний.
Исключение составляют лишь небольшие сегменты кривых , расположенные
вблизи точек пересечения этих кривых с кривыми вырождения (рис. 3). На этих сег-
ментах, включая и точки , маятниковые колебания орбитально неустойчивы.
Координаты этих точек приведены в табл. 3. В точках , , ограничива-
ющих указанные выше сегменты неустойчивости, а также в точках 
исследование орбитальной устойчивости не проводилось. Координаты этих точек
приведены в табл. 4 и 5, соответственно.

Отметим, что при малых значениях амплитуд колебаний результаты, представлен-
ные на диаграмме устойчивости (рис. 2) полностью согласуются с результатами, полу-
ченными аналитически в разд. 5.

Случаи резонансов первого и второго порядков, которые реализуются на границах
областей устойчивости в линейном приближении, требуют отдельного нелинейного
анализа, который проводится по такой же методике. На границе  реализуется резо-
нанс первого порядка ( ), а на границах  – резонансы второго порядка
( ).

, ,F E D
, ,i i iA B C ( )= 1,2i

( )= 1i ( )= 2i
γ γ1 2,

γ γ1 2,

, ,F E D
1 2 1 2, , ,E E D D 1 2,F F

1 2 1 2 1 2, , , , ,A A B B C C

α1

κ = 1 α α2 3,
κ = −1
Таблица 3. Координаты точек пересечения кривых резонансов четвертого порядка с кривыми
вырождения

Точка F Точка D Точка E

α 0.6113268555 1.348 1.466
h –0.92835814 –0.869 –0.551
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Рис. 3. Сегменты неустойчивости резонансных кривых  и .
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В случае резонанса первого порядка, то есть на границе , коэффициенты линей-
ной канонической замены переменных (6.1) определяются по формулам [21]

(6.9)

а условие устойчивости неподвижной точки имеет вид . В противном случае,
т.е. при , неподвижная точка неустойчива.

В случае резонанса второго порядка, то есть на границах , коэффициенты ли-
нейной канонической замены переменных (6.1) определяются по формулам [21]

(6.10)

а условие устойчивости неподвижной точки имеет вид . При обратном знаке
последнего неравенства неподвижная точка неустойчива.

Вычисления, проведенные по описанной выше методике, показали, что на участке
границы , расположенном ниже точки , маятниковые колебания орбитально
устойчивы, а на участке границы , расположенном выше точки , маятниковые ко-
лебания орбитально неустойчивы (рис. 2). На всей границе  маятниковые колеба-
ния орбитально устойчивы. На границе  маятниковые колебания орбитально устой-
чивы на участке между точками . Вне этого участка маятниковые колебания ор-

α1

= = = − =11 12 12 21 11 22, 0, 1 , 1,n x n n x n

<40 0f
>40 0f

α α2 3,

= = = − − =11 12 12 21 11 22, 0, 1 , 1,n x n n x n

>40 0f

α1 1O
α1 1O

α2

α3

2 3,O O
Таблица 4. Координаты граничных точек сегментов неустойчивости на кривых резонансов чет-
вертого порядка

Точка Точка Точка Точка Точка Точка 

α 0.6112794995 0.6113762141 1.342 1.352 1.464 1.467
h –0.92851 –0.9282 –0.875 –0.859 –0.569 –0.542

1F 2F 1D 2D 1E 2E

Таблица 5. Координаты точек пересечения кривых резонансов третьего и шестого порядков с
кривыми вырождения

Точка Точка Точка Точка Точка Точка 

α 0.702332 0.501423 1.317423 1.388369 1.445120 1.495322
h –0.967229 –0.891362 –0.831726 –0.913163 –0.519193 –0.583186

1A 2A 1B 2B 1C 2C
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Таблица 6. Координаты точек пересечения кривых вырождения с границами областей устойчи-
вости и неустойчивости

Точка Точка Точка 

α 0.094040833 1.292699791 1.427688081
h –0.82 –0.80 –0.49

1O 2O 3O
битально неустойчивы. Координаты точек  представлены в табл. 6. Заметим,
что при малых значениях амплитуд колебаний данные результаты, полностью согла-
суются с выводами об устойчивости, полученными аналитически в разд. 5.

Отметим, что в точках  граничных кривых , где происходит смена
устойчивости на неустойчивость, имеет место пересечение этих кривых с кривыми
вырождения . Координаты точек  представлены в табл. 6. В этих точ-
ках исследование орбитальной устойчивости маятниковых колебаний не проводи-
лось.

Выводы. Кратко сформулируем основные результаты исследования орбитальной
устойчивости маятниковых периодических движений тяжелого твердого тела с одной не-
подвижной точкой, главные моменты инерции которого находятся в отношении 1 : 4 : 1.

1. Маятниковые вращения твердого тела орбитально неустойчивы. Это следует уже
из анализа линейной системы.

2. В зависимости от значений параметров задачи маятниковые колебания тела мо-
гут быть как орбитально устойчивы, так и орбитально неустойчивы. Области орби-
тальной устойчивости и неустойчивости представлены на рис. 2. Почти для всех зна-
чений параметров внутри области орбитальной устойчивости в линейном приближе-
нии имеет место орбитальная устойчивость в строгом нелинейном смысле.
Исключение составляют малые сегменты резонансных кривых четвертого порядка,
где имеет место орбитальная неустойчивость (см. рис. 3). На границе  ниже точки 
и на всей границе  маятниковые колебания орбитально устойчивы, а на границе 
орбитальная устойчивость маятниковых колебаний имеет место лишь на сегменте .

Выполненное исследование позволило сделать строгие выводы об орбитальной
устойчивости маятниковых колебаний почти для всех значений параметров задачи.
Неисследованными остались лишь 15 резонансных точек 

 в плоскости параметров. Для решения вопроса об орбитальной
устойчивости маятниковых колебаний в этих точках необходимо дополнительное ис-
следование с учетом членов не ниже шестой степени в разложении (6.3) функции Га-
мильтона.

Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-11-00116)
в Московском авиационном институте (Национальном исследовательском универ-
ситете).
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On the Orbital Stability of Pendulum Periodic Motions of a Heavy Rigid Body with a Fixed 
Point, the Main Moments of Inertia of which are in the Ratio 1 : 4 : 1
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The motion of a heavy rigid body with a fixed point in a uniform gravitational field is consid-
ered. It is assumed that the main moments of inertia of the body for the fixed point satisfy
the condition of D.N. Goryachev–S.A. Chaplygin, i.e., they are in the ratio 1 : 4 : 1.
In contrast to the integrable case of D.N. Goryachev–S.A. Chaplygin, no additional restric-
tions are imposed on the position of the center of mass of the body. 
The problem of orbital stability of pendulum periodic motions of the body is investigated.
In the neighborhood of periodic motions, local variables are introduced and equations of
perturbed motion are obtained. On the basis of a linear analysis of stability, the orbital insta-
bility of pendulum rotations for all values of the parameters has been concluded. It has been
established that, depending on the values of the parameters, pendulum oscillations can be
both orbitally unstable and orbitally stable in a linear approximation. For pendulum oscilla-
tions that are stable in the linear approximation, based on the methods of KAM theory,
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a nonlinear analysis is performed and rigorous conclusions about the orbital stability are ob-
tained.

Keywords: pendulum periodic motions, orbital stability, D.N. Goryachev–S.A. Chaplygin
case, local variables, Hamiltonian systems
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