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1. Введение. В данной работе в качестве объекта управления ради простоты рас-
сматривается материальная точка постоянной массы при ее движении в горизонталь-
ной плоскости и выведении на прямолинейную траекторию. Сила тяги постоянна и
максимальна по величине. Тяга реального объекта может создаваться за счет враще-
ния элементов конструкции, например ведущих колес, относительно корпуса и их
взаимодействия с горизонтальной плоскостью в соответствии с законом Амонтона–
Кулона. В общем случае начальная скорость не равна нулю. Задача состоит в управле-
нии направлением тяги таким образом, чтобы перевести объект на заданную прямую в
плоскости движения и по возможности максимизировать скорость, направленную
вдоль выбранного направления на указанной прямой. Такая задача может возникнуть
при необходимости совершения скоростного маневра в случае внезапного возникно-
вения препятствия. Далее в статье предложено несколько видов эффективного управ-
ления рассматриваемым объектом: непрерывное оптимальное и релейное субопти-
мальное.

При решении целесообразно использовать принцип максимума [1, 2]. Оказалось,
что задачи управления для систем с трением тесно связаны с задачами управления для
систем с реактивной тягой. Ранее задачи оптимального управления с переменной ре-
активной тягой рассматривались в [3]. Оптимальное решение аналогичной задачи в
случае постоянной реактивной тяги, отсутствия внешних сил и нулевой начальной
скорости приведено в [4, 5]. В [4] приведено также субоптимальное решение.

Отметим, что существенно более сложные математические модели, описывающие
неточечный контакт двух взаимодействующих твердых тел при наличии двумерного
сухого трения, рассматриваются в работах академика В.Ф. Журавлёва, см. [6–9].
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Недавно получены новые аналитические результаты по оптимальному изменению
ориентации двухмассовой системы за счет относительного движения составляющих
систему тел [10]. Управление осуществлялось путем изменения направления силы вза-
имодействия основного несущего тела и несомой материальной точки.

2. Постановка задачи. Рассматривается движение управляемого объекта в горизон-
тальной плоскости. Сила тяги  ограничена максимальной величиной силы трения в
соответствии с законом Амонтона–Кулона:

(2.1)

где  – коэффициент сухого трения,  – сила нормальной реакции,  – масса объ-
екта,  – ускорение свободного падения. Из (2.1) следует ограничение на модуль воз-
можного ускорения:

(2.2)

Далее предполагаем, что движение происходит с проскальзыванием или на грани про-
скальзывания:

(2.3)

При этом уравнения движения в горизонтальной плоскости в прямоугольной системе
координат  имеют вид

(2.4)

где  – угол, отсчитываемый от оси абсцисс, на который ограничений не накладываем
и считаем кусочно-непрерывной функцией.

Считаем заданными начальные координаты и начальные проекции скорости:

(2.5)

Здесь нулевые значения координат выбраны ради определенности. В фиксированный
конечный момент  задано неотрицательное значение координаты , проекция ско-
рости  считается нулевой:

(2.6)

величины ,  не заданы. Сформулируем задачу управления.
Задача 1. За счет выбора допустимого управления  требуется перевести систе-

му (2.4) за время  из начального состояния (2.5) в конечное состояние (2.6) и одно-
временно максимизировать проекцию скорости :

(2.7)
Замечание 1. Очевидно, что не следует дополнительно рассматривать любые режи-

мы движения с переменным по величине ускорением, т. е. такие, при которых модуль
ускорения не достигает своего максимально возможного значения  (см. (2.2)) на ка-
ких-то временных участках, так как они не обеспечивают максимальный разгон вдоль
оси . Действительно, можно увеличить в указанные моменты проекцию силы тяги
вдоль оси  так, чтобы модуль ускорения стал максимально возможным в соответ-
ствии с (2.3). Так как проекция ускорения на ось  не изменится, то краевые условия
(2.6) останутся выполненными. Функционал (2.7) при этом только увеличится.

Замечание 2. Если требуется получить решение при , то предварительно
следует сделать замену переменных
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которая соответствует отражению относительно оси абсцисс , и привести начальные
и конечные условия к виду (2.5), (2.6).

Замечание 3. Если требуется рассмотреть другую задачу, в которой развиваемая ско-
рость в конце процесса, наоборот, минимизируется: , то соответствую-
щее оптимальное управление получается из решения исходной задачи 1 (с услови-
ем (2.7)) путем преобразования

3. Соотношения принципа максимума. Переформулируем задачу оптимального управле-
ния так, чтобы к ней можно было применить теорему 3 для автономных систем с подвиж-
ными концами из книги [1]. Введем две вспомогательные переменные ,  такие, что

Условие (2.7) трансформируется в , в котором не влияющую на оп-
тимальное решение постоянную  можно опустить. Иными словами, требуется ми-
нимизировать интегральный функционал типа Лагранжа:

причем в силу соотношения

формально верхний предел интегрирования  можно считать нефиксированным, если
потребовать выполнение дополнительного ограничения

(3.1)
Введем обозначения

Тогда ограничения (2.6), (3.1), задающие терминальное многообразие на правом кон-
це траектории, примут вид

Введем в рассмотрение сопряженные переменные , , , , , , соответству-
ющие всем фазовым переменным , , , , , , и функцию Гамильтона

Полагая , получим

Максимум гамильтониана по  достигается, если

(3.2)

Поэтому

(3.3)

Определим знак второй производной гамильтониана в точке его экстремума, опреде-
ляемой равенством (3.2):
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Здесь учтено, что  и  (это равенство доказано ниже). Таким образом,
пришли к выводу о том, что управление (3.3) действительно обеспечивает максимум
гамильтониана в процессе разгона вдоль оси .

Запишем сопряженную систему:

(3.4)

Условия трансверсальности имеют вид:

(3.5)

где , ,  – некоторые постоянные. Интегрируя (3.4) при начальных условиях (3.5),
получим

В этом случае закон управления (3.3) принимает вид

(3.6)

Здесь для удобства вместо ,  использованы две другие неизвестные константы ин-
тегрирования , . Следовательно, угол  должен изменяться по так называемому за-
кону дробно-линейного тангенса, который часто встречается в задачах управления
движением инерционных объектов с ограниченной тягой [3–5].

Подставляя его в уравнения движения (2.4) и интегрируя их, получим

(3.7)

(3.8)

Формулы (3.7), (3.8) являются обобщением аналогичных формул из книги [4] на слу-
чай ненулевой начальной скорости.

Постоянные ,  определяются из уравнений

(3.9)

Первое из равенств (3.9) разрешимо относительно :

(3.10)

Подставляя (3.10) во второе равенство (3.9), получим трансцендентное уравнение для
нахождения . Таким образом, как и в случае ненулевых начальных скоростей (см. [4]),
определение двух констант интегрирования сводится к численному решению только
одного трансцендентного уравнения для , хотя выражение (3.10), связывающее  с ,
оказалось более сложным.

4. Аналитическое решение в предельном случае. Задача 1 имеет решение, только если
время  достаточно велико. Оказалось, что в предельном случае, когда задано мини-
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мально допустимое время  существует только оптимальное решение. Оно ре-
лейно, так как закон дробно-линейного тангенса вырождается и теряет свойство не-
прерывности. При этом сила тяги всегда направлена вдоль или против направления
оси . Вдоль оси  разгона нет, но движение все же может происходить по инерции с
постоянной скоростью .

Выражение для проекции тяги на ось  строится также (аналогично), как и извест-
ное оптимальное решение в двухточечной задаче быстродействия при управлении
инерционным объектом, движущимся вдоль одной прямой [1, 2], и приведении его в
заданную точку с нулевой скоростью:

(4.1)

В указанной двойственной задаче ограниченное по модулю оптимальное управление
релейно, принимает свои предельные значения и имеет не более одного переключе-
ния. Кривая переключений в фазовой плоскости состоит из двух параболических вет-
вей и проходит через терминальную фазовую точку. В общем случае движение разби-
вается на два этапа. Сначала оно происходит при постоянном управлении до тех пор,
пока фазовая точка не попадет на кривую переключений. Далее после смены знака
управления движение происходит вдоль кривой переключений в терминальное состо-
яние.

Для того чтобы использовать это решение в задаче 1 с фиксированным временем
окончания процесса , нужно сперва, рассматривая проекцию траектории на
плоскость , построить кривую переключений  так, чтобы ее центральная точ-
ка совпала с точкой  в указанной плоскости:

(4.2)

После этого строится управление тягой, действующей только по оси . Направление
тяги зависит от расположения точки  относительно кривой переключений.
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Теорема 1. Если , то задача 1 имеет решение.
Доказательство. При  оптимальное решение  существует и определяет-

ся соотношениями (4.3), (4.4). При  существуют траектории, удовлетворяю-
щие краевым условиям (2.5), (2.6). Например, можно составить соответствующее
управление так, чтобы оно состояло из двух этапов. Сначала за время  переводим
систему в состояние (2.6), используя управление (4.3), (4.4). Далее полагаем  и
ускоряем систему в течение оставшегося времени  только вдоль оси . Макси-
мальное число переключений такого релейного управления равно двум, причем оно
может принимать три разных (дискретных) значения: . Очевидно, что из всего
множества допустимых управлений можно выбрать оптимальное.

5. Субоптимальное управление. Построим теперь субоптимальное релейное управле-
ние, которое во время всего процесса длительностью  может принимать толь-
ко два значения, отличающиеся знаком:  ( ), и имеющее максимум одно
переключение. При этом потребуем, чтобы проекция траектории системы (2.4) на
плоскость  при субоптимальном управлении совпадала с оптимальной фазовой
траекторией двойственной системы (4.1) в случае, когда в ограничении на управле-
ние  параметр  заменен на меньшую постоянную величину: . Отметим, что
для случая нулевых начальных скоростей управление с аналогичными свойствами бы-
ло предложено в [4].

Обозначим через  новый неизвестный параметр:

(5.1)

а через  – функцию переключений:

(5.2)

Структуру субоптимального релейного управления с требуемыми свойствами зада-
дим в следующем виде (заменяя в (4.3), (4.4)  на ,  на ,  на ,  на ):

(5.3)
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Доказательство. Предположим, что значения параметра управления принадлежат
допустимой области (5.6). Отдельно рассмотрим три диапазона начальных скоростей.

При  согласно (5.2), (5.6) выполнено неравенство .
Поэтому из (5.2), (5.3) получим выражение, связывающее время управления с функ-
цией переключения, подсчитанной в начале процесса:

Найдем частную производную  и определим ее знак:

При  согласно (5.2) выполнено неравенство . Поэтому из (5.2),
(5.4) получим выражение, связывающее время управления с функцией переключения,
подсчитанной в начале процесса:

Найдем частную производную  и определим ее знак:

При  согласно (5.2) выполнено неравенство .
Поэтому из (5.2), (5.4) получим выражение, связывающее время управления с функ-
цией переключения, подсчитанной в начале процесса:

Найдем частную производную  и определим ее знак:

Здесь второе слагаемое отрицательно и превосходит по модулю первое.
Таким образом, во всех трех рассмотренных диапазонах начальных скоростей

функция  монотонно убывающая. Выше было установлено, что . При
постепенном увеличении  параметр  будет уменьшаться. Следовательно, левая па-
раболическая ветвь кривой переключений (5.2) будет приближаться ближе к оси абс-
цисс на фазовой плоскости. Очевидно, что при этом возможен переход начальной
точки  из области  в область . Однако, пара-
метр  при таком переходе меняется непрерывно, т. е. скачка нет, так как при

 формулы (5.3), (5.4) дают одинаковый результат: . Поэто-
му ограничение (5.6) будет выполнено.

Предложим теорему, позволяющую правильно выбрать последовательность знаков
управления, а именно (5.3) или (5.4), и явную процедуру определения параметров 
для трех разных диапазонов начальных скоростей.
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Теорема 2. В случае малых положительных начальных скоростей существует поро-
говая длительность процесса

(5.7)

разбивающая полубесконечный интервал допустимых значений  на две части
с разными вариантами переключения управления (5.3), (5.4):

(5.8)

В случае больших положительных начальных скоростей существует только один ва-
риант переключения:

(5.9)

В случае неположительных начальных скоростей существует только один вариант
переключения:

(5.10)

Формулы (5.15) и (5.19) позволяют найти параметр  в случаях, когда должно быть
 и  соответственно.

Доказательство. Предположим, что

(5.11)

(В области неположительных начальных скоростей (5.10) предположение (5.11) не вы-
полнено в силу ограничения (5.6)). Тогда из (5.3) следует равенство

(5.12)

Левая его часть неотрицательна, если

(5.13)

Возведем в квадрат обе части равенства (5.12) и получим квадратное относительно 
уравнение:

(5.14)

По теореме Виета корни уравнения (5.14) имеют разные знаки. Положительный ко-
рень находится по формуле

(5.15)

Из (5.13), (5.15) следует ограничение , которое, в отличие от (5.13), уже не зави-
сит от  (см. (5.7)) и гарантирует выполнение предположения (5.11). Его следует учи-
тывать в области малых положительных начальных скоростей (5.8). В области боль-
ших положительных начальных скоростей (5.9) неравенство (5.13) выполнено при
всех допустимых , так как

Предположим теперь, что
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(В области больших положительных начальных скоростей (5.9) предположение (5.16)
не выполнено в силу ограничения (5.6)). Тогда из (5.4) следует равенство

(5.17)

При  положительность его левой части обеспечивается. Возведем в квадрат обе
части (5.17) и получим квадратное относительно  уравнение:

(5.18)

По теореме Виета корни уравнения (5.18) имеют разные знаки. Положительный ко-
рень находится по формуле

(5.19)

Это решение должно удовлетворять дополнительному условию:

(5.20)

которое следует из (5.16). Из (5.19), (5.20) вытекает неравенство , которое, в от-
личие от (5.20), уже не зависит от  (см. (5.7)). Его следует учитывать в области малых
положительных начальных скоростей (5.8). В области неположительных начальных
скоростей (5.10) согласно (5.19) при всех допустимых  выполнено неравенство

которое гарантирует, что левая часть (5.17) положительна, а также, что предполо-
жение (5.16) выполнено.

Наконец, существование порогового значения  в области малых положительных
начальных скоростей (5.8) вытекает из соотношения

6. Определение констант интегрирования в законе дробно-линейного тангенса. Пока-
жем, как можно использовать результаты предыдущего раздела для нахождения кон-
стант интегрирования в оптимальном законе управления (3.6). Сначала исследуем за-
висимость решения от длительности процесса. Обозначим через  значение , кото-
рое было задано при постановке задачи 1. Теперь будем считать  переменной
величиной и исследуем, как константа , определяющая оптимальное решение, зави-
сит от параметра . Подсчитаем производную этой неявной функции при условии,
что все требуемые в (2.5), (2.6) начальные и конечные значения фазовых координат не
меняются:

(6.1)

При этом учитываем, что согласно (3.6), (3.8), (3.10) величина , достигаемая в конце
процесса, сложным образом зависит от , :
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Имеем следующее выражение для частной производной в числителе (6.1):

(6.2)

Здесь использовано вспомогательное соотношение

(6.3)

Имеем следующее выражение для частной производной в знаменателе (6.1):

(6.4)

Здесь использовано вспомогательное соотношение

(6.5)

В результате из равенств (3.10), (6.1)–(6.5) получаем конкретное выражение для функ-
ции :

(6.6)

Из (6.1) следует интегральное уравнение

(6.7)

Здесь  – минимально возможное , при котором у задачи 1 существует решение.
Оно было определено в (4.3), (4.4). При этом также было найдено первое слагаемое
в (6.7). Таким образом, определение константы  сведено к решению задачи Ко-
ши. На самом деле, в процессе интегрирования находится множество значений ,

, которые можно использовать при решении задач с другими моментами
окончания, не обязательно равными .

При  и  (см. (4.3), (4.4)) функция  в правой части дифферен-
циального уравнения (6.1) (или интегрального уравнения (6.7)) имеет особенность из-
за того, что . Отступая вправо от  на малую величину , опреде-
лим субоптимальное управление  для процесса с моментом окончания

, используя теорему 2. Выберем начальное значение этого субоптималь-
ного управления в качестве приближенного начального значения константы  при
решении рассматриваемой задачи Коши:

(6.8)

Уравнение (6.7) принимает вид

(6.9)

Отметим, что при такой аппроксимации . Из-за этого в выражение для 
(см. (6.6)) следует подставлять значение функции , подсчитываемое по формуле (3.8).
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Рис. 1. Зависимость  от .
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Результаты численного решения уравнения (6.9) представлены для следующих па-
раметров управляемой системы:

(6.10)

Использовался метод Эйлера – простейший численный метод решения систем обык-
новенных дифференциальных уравнений. В условии (6.8) полагалось

Шаг интегрирования по  также был равен этому числу. При параметрах (6.10) оказа-
лось, что  (см. (4.2)), поэтому используем формулу (4.4) для подсчета ми-
нимально допустимого времени процесса:

Необходимое условие  обеспечено. Так как , то очевидно, что выпол-
нено неравенство  (см. (5.2)), поэтому для расчета субоптимального
управления нужно использовать формулы (5.4), (5.5), (5.19), согласно которым оказа-
лось, что

На рис. 1 показана зависимость  от . При каждом  другая константа из закона
оптимального управления подсчитывается по формуле (3.10). Для контроля точности
на рис. 2 представлена зависимость погрешности определения терминального значе-
ния координаты , т. е. величины , от длительности процесса .

Заключение. Исследовано управляемое движение инерционного объекта при ско-
ростном маневре в горизонтальной плоскости. Построены эффективные режимы
управления тягой, создаваемой за счет действия силы сухого трения, в том числе в
случае ненулевой начальной скорости объекта. Найдено минимально допустимое вре-
мя движения, зависящее от начальных условий. В случае оптимального управления по
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Рис. 2. Зависимость погрешности  от .
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закону дробно-линейного тангенса предложена процедура определения констант ин-
тегрирования. В результате численное решение соответствующего трансцендентного
уравнения сведено к решению задачи Коши. При этом сразу вычисляются константы
интегрирования для множества задач с разными временами окончания процесса.

Дополнительно предложен алгоритм определения параметров релейного субопти-
мального управления, имеющего максимум одно переключение. Так как амплитуда
субоптимального управления оказалась меньше, чем исходное ограничение, то оста-
ется некоторый запас по управлению. Появляется возможность построить управление
по обратной связи и учесть внешние возмущения, используя игровой подход [11–13].
Возникающие при этом скользящие режимы можно устранить за счет использования
функции насыщения [14]. При больших длительностях процесса субоптимальное
управление является близким по эффективности к оптимальному управлению, так
как отношение соответствующих значений функционала качества стремится к
единице.

Аналогичные результаты могут быть получены в более общем случае, когда дей-
ствуют постоянные проекции внешних сил на плоскость движения, например силы
тяжести. Указанная ситуация соответствует скоростному маневру при движении по
наклонной плоскости. При этом прямая, на которую требуется перевести траекторию
движения, лежит в этой плоскости и может быть ориентирована в произвольном на-
правлении.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-11-
00128, https://rscf.ru/project/23-11-00128/.
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Optimal Traction Control during High-Speed Maneuvering in Dry Friction Conditions

S. A. Reshmina,#

aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia
#e-mail: reshmin@ipmnet.ru

The problem of controlling the direction of the traction force during the motion of an iner-
tial object is considered. The maximal possible value of the traction force is constant and is
determined by the maximal dry friction force. At a finite time interval, the problem of bring-
ing an object to a given rectilinear trajectory with simultaneous velocity maximization in the
appropriate direction is considered.

Keywords: optimal control, maximum principle, bilinear tangent law, dry friction, wheel sys-
tems, high-speed maneuver, motion in a plane
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