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Дан вывод уравнения изгиба длинной цилиндрической оболочки с учетом статиче-
ских и динамических давлений, действующих на обе ее поверхности. Особое внима-
ние уделено роли граничных условий и давления, среднего между действующими на
поверхности статическими давлениями. Учитывается обжатие стенки по толщине.
Изучен линейный изгиб цилиндрической панели с произвольным углом раствора.
Как особый случай рассмотрен изгиб замкнутой цилиндрической оболочки.
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1. Введение. Изучение поведения вертикальных колонн, труб, шлангов, кабелей под
действием гидростатического давления имеет давнюю историю [1–7]. К этим работам
примыкает исследование устойчивости упругой полосы при действии всестороннего
давления (включая ее кромки) на основе соотношений трехмерной теории упругости
[8, 9]. Обзор ранних исследований в этом направлении содержится, например, в [10,
11]. Последний обзор по статике и динамике трубопроводов содержится в [12].

Особенностью изгиба круглых стержней, труб, контактирующих с жидкостью и га-
зом, является появление поперечной распределенной силы

(1.1)
где R – радиус внешней поверхности, κ – кривизна осевой линии, р – давление.
Сила q направлена в сторону вогнутости осевой линии. Вместе с продольной сжимаю-
щей силой от действия давления р на свободно перемещающиеся концевые сечения
площадью πR2 сила (1.1) приводит к известному результату об абсолютной устойчиво-
сти стержня [8]. Если одно из концевых сечений свободно опертого круглого стержня
длиной L изолировано от давления р, то сила (1.1) приводит к значению эффективной
изгибной жесткости , где

(1.2)

В случае стального стержня с модулем упругости Е = 2 × 105 МПа, отношением раз-
меров 2L/(πR) = 102 при давлении окружающей среды р = 10 МПа безразмерный пара-
метр α = 0.5. Таким образом, при таких реальных данных имеется сильное влияние
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равномерного давления окружающей среды на изгиб тонкого тела. Если такое же дав-
ление действует на концевое сечение, то, как указано выше, исчезает влияние его на
изгиб.

Внутреннее давление р в трубе приводит к появлению поперечной силы по фор-
муле (1.1), где под R подразумевается внутренний радиус трубы. Эта сила направлена
в сторону выпуклости осевой линии трубы и поэтому дает уменьшение эффективной
изгибной жесткости (в (1.2) безразмерный параметр α с отрицательным знаком).
Если, например, один конец изогнутой трубы неподвижно закреплен, а другой сво-
бодно перемещается в продольном направлении, причем закрыт днищем, то продоль-

ная растягивающая сила  приводит к поперечной силе, направленной против си-
лы q. Приведенные примеры показывают качественное влияние условий закрепления
тела на его деформацию под действием давления.

В теории тонких пластин и оболочек принимается, что поперечная распределенная
сила равна q = р1 – р2, где р1, р2 – давления, действующие на их поверхности [13–18].
Более точное выражение q, показанное в недавних работах [19–22], зависит также от
среднего давления pm и прогиба w и в случае пластины толщиной h имеет вид

(1.3)

где ∇2 – лапласиан. В теории статического и динамического изгиба микро- и нанопле-
нок, резонаторов последний член формулы (1.3) трактуется как проявление поверх-
ностного эффекта, который становится значительным для тонких пластин, проволок,
струн. Его вклад сравним с другим поверхностным эффектом, обусловленным разли-
чием упругих характеристик приповерхностного слоя и основного объема тонкого те-
ла [22, 23]. Отмеченное влияние распределенной силы (1.1), (1.3) на изгиб объясняется
тем, что с уменьшением толщины h пластины или радиуса R стержня сила q уменьша-
ется пропорционально h и R2, а изгибная жесткость – пропорционально h3 и R4.

Названные выше исследования выполнены в рамках модели балки и тонкой пла-
стины (исключение составляет статья [21], где выражение для силы q получено по со-
отношениям теории упругости). Это относится и к изгибу трубы, при рассмотрении
которого предполагается, что ее поперечное сечение остается круговым и перпенди-
кулярным к изогнутой осевой линии.

Насколько известно, не изучено влияние среднего давления на изгиб цилиндриче-
ской панели с произвольным углом раствора. Данная работа посвящена рассмотре-
нию изгиба в окружном направлении длинной цилиндрической оболочки (без изгиба
в продольном направлении) с учетом указанного влияния в более общей постановке.
Отметим, что теории устойчивости длинной цилиндрической оболочки или арки в
классической постановке (без учета взаимодействия среднего давления и изменения
кривизны) посвящена большая литература, в частности [16, 17, 24–28].

2. Постановка задачи. Равномерные статические давления р1 и р2 действуют на
внутреннюю и внешнюю поверхности длинной тонкостенной цилиндрической обо-
лочки радиусом R срединной поверхности и толщиной h стенки. Оболочка может
быть замкнутой и незамкнутой (цилиндрическая панель). Предполагается, что давле-
ния действуют по нормали к деформированной поверхности, оболочка одинаково из-
гибается по длине и находится в плоском деформированном состоянии. Все искомые
величины относятся к единичной длине вдоль оболочки.

При анализе изгиба с волнообразованием по окружности длинной цилиндрической
оболочки обычно принимается допущение о неизменности длины ds элемента сре-
динной поверхности [15–17]. При этом имеет место соотношение

(2.1)

π 2R p

( )= − + ∇ = +2
1 2 1 2

1, ,
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Рис. 1. Элемент оболочки длиной ds изогнутой срединной поверхности с перпендикулярными сечениями
к ней.
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где радиус R и центральный угол dθ относятся к состоянию до деформации, а ,  –
после деформации (рис. 1).

Соотношение (2.1) следует также из равенства , где ввиду малости
окружной деформации  по сравнению с единицей принимается . Элемен-
тарные длины на внутренней и внешней поверхностях изогнутой оболочки в соответ-
ствии с первой гипотезой Кирхгоффа–Лява равны

С учетом (2.1) и изменения кривизны [15–17]

(2.2)

выраженного через компоненты перемещения в окружном и радиальном направлени-
ях  и w, получаем

Распределенная поперечная сила на элемент ds равна . С уче-
том ds1, ds2 имеем

(2.3)

Если оболочка контактирует с жидкостью или газом, то давления взаимодей-
ствия ,  зависят от , w, угла θ и времени t. Тогда линейное выражение (2.3) приоб-
ретает вид

(2.4)

Как указано выше, давления р1 и р2 являются постоянными по всей поверхности и
времени. Так как  и  зависят от прогиба, то нелинейным является член , по-
этому в (2.4) он не учтен.
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В уравнениях динамического изгиба (рис. 1)

точки над буквами обозначают производные по времени t, q определяется выражени-

ем (2.4). Из (2.1) и (2.2) следует . С учетом , ,
, … получаем

(2.5)

При определении N, М через напряжение σθ учтем обжатие по толщине средним
давлением pm. В условиях принятого плоского деформированного состояния (εх = 0)
из закона Гука

при  следует , а также

(2.6)

Так как  [15–17], то с учетом (2.6) получаем

(2.7)

Таким образом, здесь не использована вторая гипотеза Кирхгоффа–Лява (силовая,
σz = 0). Результат этого будет рассмотрен далее. Сохранено обычное допущение для
тонких оболочек о малости упругих деформаций по сравнению с единицей. Поэтому
изменение толщины за счет деформации εz не учитывается в выражениях жестко-
стей K и D, однако в (2.6) и (2.7) вклад εz должен быть сохранен. Вопросы, связанные с
точностью этих гипотез, рассмотрены во многих работах, в частности, в [29–33].

Для цилиндрической панели с углом раствора Θ (с длиной дуги S) примем следую-
щие граничные условия (рис. 2)

(2.8)

Здесь С – жесткость опоры (например, безмассовой пружины) в направлении угла θ.
Предполагается, что перемещение в левой опоре может происходить только по окруж-
ности радиуса R. Под Р(р1, р2) подразумевается растягивающая сила, действующая на
площадку кромки θ = 0. Если она образуется в результате действия давлений р1, р2,
то Р имеет отрицательный знак. В случае изолированной от давлений кромки Р = 0,
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Рис. 2. Схема цилиндрической панели и опор.
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при действии среднего давления pm на нее Р = –pmh и т.д. Конструкция правой опоры
исключает появление окружной силы под действием давления на кромку.

Рассмотрим линейный статический изгиб панели по уравнениям (2.5)

где сохранен член Nκ, так как в составе N по (2.7) есть составляющая, не содержа-
щая , w. Из этих уравнений следует

(2.9)

Константа А определяется из условий при θ = 0 в (2.8). Здесь М(0) = 0, w(0) = 0 и по-
этому N(0) = А по первому уравнению (2.9). При свободном движении левой кромки
по углу θ жесткость С = 0 и А = Р.

С учетом (2.7) первое уравнение (2.9) представим в виде

Так как в соответствии с допущением при записи (2.1) угловая деформация срединной
поверхности , то приближение  используется в вы-
ражении изменения кривизны κ. В то же время в выражениях (2.7) учитывается ко-
нечность εθ. При интегрировании этого выражения от 0 до S левая часть становится
равной (S) – (0). Согласно условиям (2.8) (S) = 0, (0) = А – Р. Поэтому

(2.10)

Отношение второго члена в правой части (2.10) к первому при функции прогиба

 имеет порядок . Поэтому для тонких оболочек второй член в (2.10)
должен быть опущен. С учетом сказанного из второго уравнения (2.9) и выражений (2.3) и
(2.10) получаем

(2.11)

При большой жесткости опоры (λ  1) в (2.11) исчезают члены с Р, что объясняется
тем, что нет передачи на оболочку окружных сил, приложенных к ее кромке. Кроме
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того параметр χ = ν(1 – ν)–1, а множитель в последнем члене левой части становится
равным K(DR2S)–1. Если жесткость опоры мала (λ  1), то χ ≈ 0, исчезает последний
член в левой части (2.11). При этом в случае действия на кромку давления pm (P =
= ‒pmh) члены, содержащие pm, исчезают. Отказ от второй гипотезы Кирхгоффа–Лява
отражается в параметре χ. Если принять σz = 0, а также допустить возможность сво-
бодно расширяться по окружности при обжатии по толщине стенки (λ = 0) при выво-
де N в (2.7), то χ = 0. Таким образом, условие σz = – pm, приводит к уменьшению влия-
ния среднего давления pm на изгиб. Наибольшее влияние pm имеется при λ = 0, Р = 0.
Тогда уравнение (2.11) приобретет вид

(2.12)

Для случая пластинки (R = ∞) из (2.12) следует уравнение, по которому было изуче-
но влияние среднего давления pm на изгиб [20, 23].

3. Статический линейный изгиб панели. Под преимущественным будем подразуме-
вать изгиб, который происходит под действием в основном поперечных сил, а резуль-
тат действия окружной силы мал. Такой изгиб имеет место, когда мал перепад давле-
ний или левая кромка тонкой панели на рис. 2 легко перемещается по углу θ (окруж-
ная сжимающая сила N меньше ее критического значения). С применением
соотношения  уравнение (2.11) можно записать в виде

(3.1)

Примем приближенное решение уравнения (3.1) в виде , удовле-
творяющем последним условиям в (2.8). Отметим, что при выводе уравнения (2.11)
уже удовлетворены первые два условия при θ = 0, θ = Θ в (2.8). Подставив эту функ-
цию в уравнение (3.1), умножив на нее и проинтегрировав по θ от нуля до Θ, находим
значение прогиба в средней линии панели

(3.2)

Член с  в числителе (3.2) соответствует распределенной поперечной силе, возни-
кающей за счет разности площадей внешней и внутренней поверхностей панели до
деформации и направленной к центру кривизны. Она не зависит от изгиба и умень-
шается с увеличением радиуса R и обращается в нуль для пластины. Член с  в знаме-
нателе (3.2) соответствует поперечной силе, возникающей при изгибе. Она направле-
на в сторону поверхности, подвергающейся деформации сжатия. Поэтому эта сила
препятствует изгибу, меняя направление в зависимости от изменения кривизны при
изгибе.

Как видно из (3.2), при р1 > р2 среднее давление  приводит к уменьшению проги-
ба, так как χ < 1. Если р1 = р2, Р = 0 (изолированные от давления кромки), то давле-
ние pm приводит только к отрицательному прогибу. При λ = 0, Р = –pmh и р1 > р2 полу-
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чается наибольшее положительное значение прогиба, а в случае р1 < р2 – отрицатель-
ное значение W/R. При всестороннем давлении (р1 = р2 = р, λ = 0, Р = –рh) прогиб
обращается в нуль. Как указано в начале статьи, для изгиба полосы и пластинки также
имеется такой результат [8, 11].

С увеличением угла раствора Θ прогиб возрастает и достигает максимума при Θ = π.
Как видно по знаменателю (3.2), в последнем случае прогиб ограничивается только
жесткостью опоры. Малая зависимость прогиба от жесткости K объясняется тем, что
левая кромка (рис. 2) может перемещаться только по окружности радиуса R. В этом
случае в решении отсутствует также влияние изгибной жесткости D. Она снова начи-
нает сказываться при Θ > π. Однако в этом случае принятое выше приближенное ре-
шение может не отражать картину изгиба. При больших значениях угла раствора Θ в
решении нужно учитывать также более высокие гармоники.

Для построения графика зависимости W(Θ) примем Р = 0, λ = 0, Е = 2 × 105 МПа,
ν = 0.31, h/S = 10–2, р1 = 5.025 МПа, р2 = 4.975 МПа, рm = 5 МПа. Тогда выражение (3.2)
имеет вид

(3.3)

Рис. 3 построен по (3.3). Изгибу пластины соответствует угол раствора Θ = 0. Как
видно из рис. 3, с увеличением угла Θ (или, например, уменьшением радиуса R при
постоянной длине S) при внутреннем перепаде давления (р1 > р2) действительный
прогиб меньше (кривая 1), чем по обычной теории (без учета рm, кривая 2) и уменьша-
ется с ростом Θ. Если р1 = 4.975 МПа, р2 = 5.025 МПа, то происходит более быстрое
увеличение прогиба к центру кривизны (кривая 3) по сравнению с результатом по
обычной теории (кривая 4). При нулевом перепаде (р1 = р2, рm ≠ 0) изгиб происхо-
дит в направлении центра кривизны (в отличие от нулевого решения по обычной
теории). Если условия опирания отличаются от принятых, то результаты могут из-
мениться.

Отметим, при принятых выше числовых данных условия σz = 0 и σz = – рmh приво-
дят к одинаковым результатам. Это объясняется тем, что параметру λ = 0 (χ = 0) соответ-
ствуют нулевая жесткость опоры и свободное расширение оболочки по окружности при
обжатии по ее толщине. В случае большой жесткости опоры (λ  1, χ = ν(1 – ν)–1) прояв-
ляется наибольшее влияние на решение отказа от гипотезы σz = 0 и учета обжатия по
толщине средним давлением (σz = – рm). Это влияние тем больше, чем больше коэф-
фициент Пуассона материала.

4. Изгиб замкнутой оболочки. В случае большой жесткости опоры С может возни-
кать значительная окружная сила N при нагружении панели давлениями р1 и р2 (пара-
метр λ не является малым по сравнению с единицей). В линейной теории максималь-
ную сжимающую силу N ограничиваем ее критическим значением. Решения уравне-
ний (2.5) отличаются при р1 > р2 и р1 < р2. В первом случае справедлива принятая выше
аппроксимация прогиба , во втором необходимо принять  (задача
устойчивости круговой формы).

С целью более наглядного определения влияния среднего давления pm рассмотрим
изгиб замкнутой цилиндрической оболочки. Обозначим через N0, M0, κ0, q0, , w0 ве-
личины, относящиеся к осесимметричному статическому состоянию оболочки, а без
индексов – к неосесимметричному динамическому и статическому изгибу. Подставив
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Рис. 3. Изменение безразмерной амплитуды прогиба W/S в зависимости от угла раствора Θ.
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суммы N0 + N, M0 + М, κ0 + κ, q0 + q в уравнения (2.5), получаем две системы уравне-
ний

(4.1)

В соответствии с (2.2) κ0 = 0. Так как M0 = Dκ0 = 0 по всей окружности оболочки, то
и производные M0 по s равны нулю. Поэтому из (2.3) и первой системы (4.1) следует

(4.2)
Ввиду свободного расширения по окружности замкнутой оболочки в (4.2) отсутствует
параметр χ (2.11).

С учетом (2.4) и (4.2) вторую систему (4.1) приводим к виду
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При определении N0 (4.2) не принимается во внимание малая динамическая со-
ставляющая. Поэтому давления  относятся только к неосесимметричному дви-
жению. Во втором уравнении (4.3) отсутствует член со средним давлением pm.

Независимость изгиба замкнутой цилиндрической оболочки от среднего давления pm

(в отличие от изгиба цилиндрической незамкнутой оболочки) объясняется тем, что
член pmhκ в составе N0κ приводит к увеличению прогиба, например, по форме Wnsinnθ, а
в составе q – к уменьшению на такую же величину.

Исключив N из уравнений (4.3) и с учетом приведенного выше равенства ,
получаем следующее уравнение относительно функций изменения кривизны и прогиба

(4.4)

которое должно рассматриваться совместно с уравнением (2.2). Так как при динами-
ческом взаимодействии изгибных движений оболочки и контактирующей жидкости
давления  и  имеют близкие значения с разными знаками, то среднее давление 
значительно меньше, чем . Поэтому в (4.4) отброшен член, содержащий .

Система уравнений (4.4) и (2.2) может быть успешно использована при анализе ста-
тической устойчивости оболочки. Рассмотрим, например, устойчивость круговой
формы замкнутой оболочки с одной открытой трещиной (или узким надрезом глуби-
ной h – h0) в точке θ = 0 (и θ = 2π). Ставятся условия

(4.5)
Последние условия являются приближенными. Они лучше описывают реальную кар-
тину с уменьшением отношения толщины h0 к длине надреза (при этом участок стано-
вится тонким). Как видно из (2.8), ν = 0 соответствует значениям С → ∞ и Р = 0.

Решение уравнения (4.4) при р2 > р1 и замене s на  имеет вид

(4.6)

Выразим константы С2 и С3 через С1 и С4 в соответствии с последними условиями (4.5).
При этом для упрощения вычислений примем, что толщина h0 надреза значительно
меньше толщины h оболочки, когда может быть принято κ ≈ 0 (θ = 0.2π). Тогда из (2.2)
имеем

Проинтегрировав это уравнение и удовлетворив первым условиям (4.5), получаем

(4.7)

Здесь первый член в правой части соответствует перемещению вокруг надреза без де-
формации оболочки. Поэтому он далее не рассматривается.

Как указано выше, перемещение  по окружности выражается через прогиб w как
, где V соответствует вращению по окружности без деформации и далее

не рассматривается. Проинтегрировав это выражение с учетом (4.7) и удовлетворив
условиям (4.5) относительно v, приходим к уравнению

(4.8)
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Численное решение (4.8) дает наименьший корень, равный β ≈ 1.55. С учетом обо-
значения β в (4.6) получаем следующее критическое значение перепада давления

(4.9)

Это известное критическое значение распределенной поперечной силы для кольца с
шарниром [34]. Как известно [16, 26, 29, 34], критическое значение давления на за-
мкнутую целостную оболочку (без надреза) определяется числом β = 2. Поэтому в
этом случае в (4.9) вместо 1.4 коэффициент равен 3. Это число β = 2 означает число
волн, укладывающихся по окружности целостной оболочки. Формы потери устойчивости
в указанных двух случаях описываются функциями cos 2θ и (4.7), где W1 = 0, β = 1.55.

Отметим, при использовании последних условий (4.5) без упрощения значение β
меняется от 1.55 при h0/h  1 до β = 2 при h0/h = 1, причем β отличается незначительно
от 1.55 до h0/h = 0.4. При увеличении отношения до h0/h = 1 приближение к β = 2 про-
исходит по закону (h0/h)3.

Если в уравнении (4.6) перейти к углу θ = s/R и функции w(θ, t), то оно приобретает
вид

(4.10)

Из этого уравнения в частности получаются известные собственные частоты колеба-
ний замкнутого кольца, нагруженного давлением [17, 26, 34]. Низшая частота обраща-
ется в нуль при достижении внешним перепадом давления критического значения.
Уравнения (4.4) и (4.10) могут быть применены и в случае незамкнутой оболочки, если
жесткость опоры достаточно большая. Исключение составляет пологая оболочка (Θ  1)
при р2 > р1, когда необходимо учитывать изменение сжимающей силы при изгибе и
недостаточно линейной постановки задачи устойчивости [16, 28].

Заключение. В работе приведены уравнения изгиба длинной тонкостенной оболоч-
ки в виде панели и замкнутого цилиндра с учетом статических и динамических давле-
ний на обе ее поверхности. Первая гипотеза Кирхгоффа–Лява (геометрическая) при-
меняется при определении не только внутренних деформаций и напряжений, но и
внешней поперечной силы. Появление этой силы обусловлено взаимодействием
среднего давления на поверхности оболочки с изменением кривизны ее срединной
поверхности. Показано, что она может быть существенной в случае относительно вы-
соких давлений на обе поверхности тонких тел, что имеет место в природе и технике,
например, в глубоководной среде и в оборудовании нефтехимии, транспорта, энерге-
тики и т.д.

Вторая гипотеза Кирхгоффа–Лява (силовая) о малости нормальных напряжений
между слоями стенки, параллельными срединной поверхности, не используется. Вво-
дятся в рассмотрение обжатие по толщине стенки оболочки средним давлением и со-
ответствующее расширение по ее окружности. Это приводит к зависимости уравнения
изгиба от жесткости опоры в окружном направлении и от коэффициента Пуассона.
Как известно, в обычной постановке линейного изгиба такая связь отсутствует. Дру-
гими словами, если в рассматриваемой задаче есть влияние среднего давления на из-
гиб, то нужно учитывать и обжатие по толщине стенки. Последний фактор становится
заметным при высоких значениях коэффициента Пуассона материала и жесткости
опор и оценивается безразмерными параметрами λ (2.10) и χ (2.11). Если учитывается
обжатие стенки, то нужно принимать во внимание и уточненное значение поперечной
силы.
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Линейные уравнения относительно изменения кривизны и прогиба даются в усло-
виях плоского деформированного состояния. Наиболее подробно изучен статический
изгиб цилиндрической панели с произвольным углом раствора в случае относительно
малой жесткости опоры. При нулевом угле раствора как частный случай следует из-
вестное уравнение цилиндрического изгиба пластины, где учитывается среднее давле-
ние на ее поверхности.

Показано, что при внутреннем перепаде давления с увеличением угла раствора па-
нели ее прогиб уменьшается и в целом меньше, чем по классической теории. При
внешнем перепаде с увеличением этого угла происходит более быстрый рост прогиба
к центру кривизны, чем по обычной теории. Нулевому перепаду давления соответ-
ствует изгиб в направлении центра кривизны. Эти результаты справедливы при отно-
сительно малой жесткости одной из опор или малом перепаде давлений на поверхно-
сти, когда окружная сила меньше ее критического значения.

В случае большой жесткости опоры может возникать значительная окружная сила,
обусловленная перепадом статических давлений. Это имеет место и в случае замкну-
той оболочки. При этом необходимо рассматривать осесимметричное напряженное
состояние оболочки под действием перепада давлений и неосесимметричный стати-
ческий или динамический изгиб. В отличие от цилиндрической панели на изгиб за-
мкнутой оболочки среднее давление не оказывает влияния. Кроме того, нет влияния
обжатия стенки ввиду возможности свободного расширения по окружности. В таких
случаях применение второй гипотезы Кирхгоффа–Лява не вносит погрешности в
классическое уравнение изгиба. С этой точки зрения изгиб замкнутой оболочки пред-
ставляет собой особый случай.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-
00578.
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Effect of Mean Pressure and Fixing Rigidity on the Bending of Cylindrical Shell

M. A. Ilgamova,b,c,#

aA.A. Blagonravov Institute of Mechanical Engineering RAS, Moscow, Russia
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The equation for the bending of a long cylindrical shell taking into account the static and dy-
namic pressures acting on both of its surfaces is given. Particular attention is paid to the role
of boundary conditions and pressure, which is average between the static pressures acting on
the surfaces. The compression of the wall in thickness is taken into account. The linear
bending of a cylindrical panel with an arbitrary opening angle has been studied. The bending
of a closed cylindrical shell is considered as a special case.

Keywords: cylindrical shell, panel, supports, average pressure, bending
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