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Работа носит обзорный аналитический характер. Излагаются кватернионные и би-
кватернионные методы описания движения, модели теории конечных перемещений
и регулярной кинематики твердого тела, основанные на использовании четырехмер-
ных вещественных и дуальных параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона). Эти мо-
дели, в отличие от классических моделей кинематики в углах Эйлера–Крылова и
в их дуальных аналогах, не имеют особенностей типа деления на ноль и не содержат
тригонометрических функций, что повышает эффективность аналитического иссле-
дования и численного решения задач механики, инерциальной навигации и управ-
ления движением. Обсуждается проблема регуляризации дифференциальных урав-
нений возмущенной пространственной задачи двух тел, лежащих в основе небесной
механики и механики космического полета (астродинамики), с помощью использова-
ния параметров Эйлера, четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля и их
модификаций, кватернионов Гамильтона: проблема устранения особенностей типа
сингулярностей (деления на ноль), которые порождаются действующими на небесное
или космическое тело ньютоновскими гравитационными силами и которые ослож-
няют аналитическое и численное исследование движения тела вблизи гравитирую-
щих тел или его движения по сильно вытянутым орбитам. Излагается история про-
блемы регуляризации и регулярные уравнения Кустаанхеймо–Штифеля, нашедшие
широкое применение в небесной механике и астродинамике. Излагаются кватерни-
онные методы регуляризации, имеющие ряд преимуществ перед матричной регуля-
ризацией Кустаанхеймо–Штифеля, и различные регулярные кватернионные урав-
нения возмущенной пространственной задачи двух тел (как для абсолютного, так и
для относительного движения), которые целесообразно использовать для прогноза и
коррекции орбитального движения небесных и космических тел.
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1. Введение. Кватернионные и бикватернионные методы и модели аналитической
механики имеют ряд качественных преимуществ перед классическими методами и
моделями и кардинально повышают эффективность аналитического исследования и
численного решения многих задач небесной механики, механики твердого тела и ме-
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ханических систем, механики космического полета, инерциальной навигации и
управления движением, кинематики и динамики пространственных механизмов и ро-
ботов.

Широкое использование четырехмерных вещественных параметров Эйлера [1],
Родрига [2], Уиттекер [3], Лурье [4]) и их дуальных аналогов – дуальных параметров
Эйлера [5–7] (в России они чаще называются параметрами Родрига–Гамильтона)
в качестве кинематических параметров движения твердого тела привело к естествен-
ному использованию в механике, навигации и управлении движением четырехмерных
гиперкомплексных переменных: кватернионов поворотов (вращений) Гамильтона [8–11]
и параболических бикватернионов конечных перемещений Клиффорда [10, 12–16].
Их компонентами являются вещественные и дуальные параметры Эйлера соответ-
ственно, которые однозначно связаны с проекциями вектора Родрига [2] или вектора
Гиббса [17, 18] и с их дуальными аналогами [10].

Кватернионы (гиперкомплексные числа или переменные) были введены в матема-
тику и механику Гамильтоном в 1843 году [8] и используются в механике для описания
вращательного движения. Параболические бикватернионы (дуальные кватернионы)
являются более общими гиперкомплексными числами или переменными. Они были
введены для евклидова пространства в математику и механику Клиффордом в 1873 го-
ду [12] и используются в механике для описания общего пространственного движения
(композиции вращательного и поступательного движений). Есть еще эллиптические
бикватернионы, также введенные Клиффордом, и гиперболические бикватернионы,
введенные Коксом (H. Cox), используемые для изучения неевклидовых пространств и
неевклидовой механики. Большой вклад в разработку теории параболических биква-
тернионов и их приложений в механике твердого тела внес Котельников [13–15].
Им же в докторской диссертации (1897) развита теория эллиптических и гиперболиче-
ских чисел и бикватернионов и даны их приложения в неевклидовой геометрии и ме-
ханики (пространства Римана и Лобачевского).

В СССР и в России разработка кватернионных и бикватернионных методов и моде-
лей (уравнений) механики и их приложений к решению задач ориентации, инерци-
альной навигации, управления движением, теории пространственных механизмов
была начата в 1970 годах. С этого времени в СССР и в России опубликовано большое
количество работ в области кватернионных и бикватернионных методов и моделей
(уравнений) механики и их различных приложений.

С 70 годов в СССР были разработаны новые технические решения для построения
систем ориентации и управления движением на орбитальном участке полета космиче-
ских аппаратов (в том числе пилотируемых аппаратов), основанные на применении
бортовых цифровых вычислительных комплексов и бесплатформенных инерциаль-
ных навигационных систем. Задачи ориентации и управления движением космиче-
ских аппаратов решались в то время и решаются в настоящее время в России с приме-
нением кватернионов и кватернионных кинематических уравнений. Автором этих
технических решений был коллектив разработчиков, возглавляемый В.Н. Бранцем.
Кватернионные теория, уравнения и алгоритмы этих решений были изложены в рабо-
тах Бранца и Шмыглевского [9, 16].

Если вещественные параметры Эйлера и кватернионы эффективно используются
для описания вращательного движения, то дуальные параметры Эйлера и параболиче-
ские бикватернионы Клиффорда – для эффективного описания общего простран-
ственного движения, представляющего собой композицию вращательного и поступа-
тельного движений. В работе Челнокова [5], по-видимому впервые в России, были
предложены (с использованием принципа перенесения Котельникова–Штуди) би-
кватернионные кинематические уравнения пространственного движения твердого те-
ла (в бикватернионных матрицах дуальных параметров Родрига–Гамильтона (Эйле-
ра)) и были даны аналитические решения этих уравнений для одного класса винтовых
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движений твердого тела. В этих уравнениях присутствуют проекции кинематического
винта твердого тела на координатные оси, связанные с телом. Они были использова-
ны [7] для решения задач пространственной инерциальной навигации. Также были
предложены [7] бикватернионные кинематические уравнения, дуальные коэффици-
енты которых – проекции кинематического винта твердого тела на оси опорной (в
частности, инерциальной) системы координат. Отметим, однако, что наибольшее
распространение в механике, инерциальной навигации и управлении движением на-
шли бикватернионные кинематические уравнения, дуальные коэффициенты которых –
проекции кинематического винта твердого тела на оси системы координат, связанной
с телом (движущимся объектом) в силу их большего практического удобства.

В нашей работе с использованием кватернионов Гамильтона, параболических би-
кватернионов Клиффорда, а также кватернионных и бикватернионных матриц изла-
гаются кватернионные и бикватернионные методы описания движения, модели тео-
рии конечных перемещений и регулярной кинематики твердого тела, основанные на
использовании четырехмерных вещественных и дуальных параметров Эйлера (Родри-
га–Гамильтона). Эти модели кинематики, в отличие от классических моделей, не
имеют особенностей типа деления на ноль, порождаемых использованием классиче-
ских углов Эйлера–Крылова и их дуальных аналогов, и не содержат тригонометриче-
ских функций. Эти свойства кватернионных и бикватернионных моделей кинематики
повышают эффективность аналитического исследования и численного решения задач
механики, навигации и управления движением.

Также обсуждается проблема регуляризации дифференциальных уравнений возму-
щенной пространственной задачи двух тел, лежащих в основе небесной механики и
механики космического полета (астродинамики), с помощью использования парамет-
ров Эйлера, четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля и кватернионов
Гамильтона: проблема устранения особенностей типа сингулярностей (деления на
ноль), которые порождаются действующими на небесное или космическое тело (в
частности, космический аппарат) ньютоновскими гравитационными силами и кото-
рые осложняют аналитическое и численное исследование движения тела (космиче-
ского аппарата) вблизи гравитирующих тел или его движения по сильно вытянутым
орбитам.

Проблема устранения указанной особенности восходит к Эйлеру и Леви-Чивита,
которые дали решения одномерной и двумерной задач о соударении двух тел (в случа-
ях прямолинейного и плоского движений). Процедуру, позволяющую устранить ука-
занную особенность дифференциальных уравнений движения, следуя Леви-Чивита,
называют регуляризацией. Эффективная регуляризация уравнений возмущенной
пространственной задачи двух тел, так называемая спинорная или KS-регуляризация,
была предложена Кустаанхеймо и Штифелем. Она наиболее полно изложена в широ-
ко цитируемой монографии [19].

Обсуждаемая в статье кватернионная регуляризация уравнений небесной механики
и астродинамики имеет ряд преимуществ перед матричной регуляризацией Кустаан-
хеймо–Штифеля. Она в настоящее время признана одной из наиболее эффективных
регуляризаций особенностей классических ньютоновских уравнений небесной меха-
ники и астродинамики, порождаемых гравитационными силами.

В статье приводятся основные регуляризующие соотношения и регулярные уравне-
ния возмущенной пространственной задачи двух тел, предложенные Кустаанхеймо,
Штифелем и Шейфеле, а также кватернионные регуляризующие соотношения и регу-
лярные кватернионные уравнения этой задачи (орбитального движения изучаемого
тела), предложенные автором статьи, как для абсолютного движения изучаемого тела
(в инерциальной системе координат), так и для относительного движения (в системе
координат, вращающейся в инерциальном пространстве по произвольно заданному
закону, в частности, в системе координат, связанной с Землей). Приводятся предло-
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женные нами наглядные геометрические и кинематические интерпретации регуляри-
зующих преобразований классических уравнений в декартовых координатах и более
общие (в сравнении с широко известными уравнениями Кустаанхеймо–Штифеля)
регулярные кватернионные уравнения возмущенной пространственной задачи двух
тел, для построения которых использованы или четырехмерные кватернионные матрицы
или четырехмерные гиперкомплексные переменные (кватернионы Гамильтона).

Приведены полученные нами (Логинов, Челноков) результаты исследования точ-
ности определения траектории движения космического аппарата (КА) в поле тяготе-
ния Земли и Луны с помощью численного интегрирования предложенных нами регу-
лярных кватернионных уравнений движения КА в переменных Кустаанхеймо–Шти-
феля, показывающие, что эта точность на несколько порядков выше точности,
полученной при численном интегрировании уравнений движения КА в декартовых
координатах. Также приведены результаты сравительного исследования точности
численного интегрирования различных форм регуляризованных уравнений небесной
механики и астродинамики в переменных Кустаанхеймо–Штифеля и ньютоновских
уравнений в декартовых координатах ряда других исследователей (Штифель, Шейфе-
ле, Бордовицына, Шарковский, Авдюшев и Фукушима), показывающие, что точность
численного интегрирования регуляризованных уравнений в переменных Кустаанхей-
мо–Штифеля (в частности, уравнений движения искусственного спутника Земли по
орбитам с большими эксцентриситетами) значительно выше (на несколько порядков)
точности численного интегрирования ньютоновских уравнений. Сравнение этих ре-
зультатов с нашими показало, что они в целом согласуются между собой.

В настоящее время кватернионные и бикватернионные методы и модели относятся
к основным методам и моделям аналитической механики в силу их достоинств. Они
широко используются для решения многих актуальных задач механики, навигации и
управления движением и излагаются в учебниках и пособиях по теоретической меха-
нике. Кватернионный метод регуляризации особенностей уравнений небесной меха-
ники и астродинамики, порождаемых гравитационными силами, с помощью исполь-
зования для описания орбитального движения параметров Эйлера и переменных Ку-
стаанхеймо–Штифеля уникален в совместной регуляризации, линеаризации и
увеличении размерности для трехмерных кеплеровских систем. Поэтому приводимый
аналитический обзор работ по кватернионным и бикватернионным методам и регу-
лярным моделям аналитической механики и их приложениям является, на наш
взгляд, актуальным.

2. Кватернионные и бикватернионные методы и модели механики. В соответствии с
фундаментальной теоремой Эйлера о конечном повороте твердого тела оно может
быть переведено из исходного углового положения в конечное с помощью одного по-
ворота вокруг оси, проходящей через некоторую выбранную точку тела, например, его
центр масс. Угол этого поворота называется углом Эйлера, а ось вращения – осью Эй-
лера. Уравнения и соотношения теории конечных поворотов и кинематики враща-
тельного движения принимают наиболее удобный вид, если их записать с использова-
нием четырех вещественных параметров Эйлера, имеющих вид

(2.1)

где ϕ – эйлеров угол поворота тела (или связанной с ним системы координат X) отно-
сительно выбранной опорной, например, инерциальной или орбитальной системы
координат ξ, ei – проекции единичного вектора e эйлеровой оси конечного поворота
тела на оси связанной системы координат X.

Использование четырех вещественных параметров Эйлера в качестве кинематиче-
ских параметров вращательного движения естественным образом привело к введению
в механику четырехмерного гиперкомплексного числа (2.2) – кватерниона конечного

( ) ( )λ = ϕ λ = ϕ =0 cos /2 , sin /2 ; 1,2,3,i ie i
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поворота  (кватерниона поворота Гамильтона), компонентами которого являются
вещественные параметры Эйлера λj:

(2.2)

где i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона, определяемые таблицей умноже-
ния

(2.3)

Здесь центральный кружок – символ кватернионного произведения.
Кватернионное исчисление, в отличие от матричного исчисления, имеет геометри-

ческую наглядность векторного исчисления. В отличие от векторного исчисления,
оно более общее и гибкое. Так, в кватернионном исчислении, в отличие от векторно-
го, операция деления определена (существует), и она легко алгоритмизируема, а опе-
рация умножения обладает свойством ассоциативности. Кроме того, в кватернионных
уравнениях, в отличие от векторных, можно непосредственно использовать вектор-
ные величины, определяемые их проекциями не в одной, а в разных системах коорди-
нат. Все это вместе делает кватернионный аппарат более мощным и гибким средством
решения многих задач механики, навигации и управления движением, чем вектор-
ный. Также отметим, что в кватернионном исчислении, в отличие от матричного,
операция аналитического нахождения и численного вычисления обратного кватерни-
она, в отличие от аналитического нахождения и вычисления обратной матрицы, про-
ста и легко алгоритмизируема.

В нашей стране кватернионы впервые были внедрены в механику космического по-
лета и в системы управления вращательным движением космических аппаратов Бран-
цем и Шмыглевским в 70-х годах в Ракетно-космической корпорации “Энергия”.

Использование четырех вещественных параметров Эйлера в качестве кинематиче-
ских параметров вращательного движения также естественным образом привело к
введению в механику четырехмерных кватернионных матриц n и m, имеющих вид
([10, 20–22]):

(2.4)

Кватернионные матрицы n и m ортогональны и коммутируют между собой, что яв-
ляется полезным свойством при их совместном использовании в уравнениях и соот-
ношениях механики.

Общее перемещение твердого тела в пространстве состоит из поступательного пе-
ремещения вместе с произвольно выбранной точкой тела, например, его центра масс,
и углового перемещения. В соответствии с фундаментальной теоремой Шаля общее
перемещение тела эквивалентно его винтовому перемещению. Это перемещение тела
наиболее эффективно описывается с помощью четырех дуальных параметров Эйлера
(Родрига–Гамильтона) Λj, имеющих вид [5–7, 10, 16]:

(2.5)
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Из этих дуальных соотношений следуют вещественные скалярные соотношения

Здесь  – дуальный угол поворота тела вокруг его оси ab винтового конеч-
ного перемещения, ϕ – обычный (вещественный) угол поворота тела вокруг оси ab,

ϕ0 – величина поступательного перемещения тела вдоль оси ab,  – дуаль-
ный угол между осью ab и осью ξk системы координат ξ, в которой рассматривается

положение и движение тела, γk – обычный угол между осью ab и осью ξk,  – крат-
чайшее расстояние между этими осями; s – комплексность Клиффорда, имеющая
свойство s2 = 0, λj – обычные (вещественные) параметры Эйлера, характеризующие

поворот тела вокруг оси ab,  – линейные параметры, характеризующие поступатель-
ное перемещение тела вдоль оси ab.

Декартовые координаты ξk твердого тела в опорной системе координат ξ находятся

через параметры винтового перемещения λj и  по формулам [5–7, 10, 16]:

(2.6)

Использование четырех дуальных параметров Эйлера в качестве дуальных скаляр-
ных кинематических параметров общего пространственного движения естественным
образом привело к введению в механику четырехмерного дуального гиперкомплекс-
ного числа (2.7) (бикватерниона Клиффорда) – бикватерниона конечного перемеще-
ния Λ, компонентами которого являются дуальные параметры Эйлера  [5–7, 10, 16]:

(2.7)

Бикватернион  является дуальной композицией кватерниона , характеризующе-

го поворот тела, и кватерниона , характеризующего поступательное перемещение
тела. Эта композиция образуется с помощью комплексности Клиффорда s, квадрат
которой равен нулю.

Декартовые координаты ξk твердого тела в опорной системе координат ξ находятся

через кватернионы  и  по кватернионной формуле [5–7, 10]:

(2.8)

где верхняя черта – символ кватернионного сопряжения.
Бикватернион Λ эквивалентен восьми вещественным числам (или переменным) и

содержит, помимо трех мнимых единиц Гамильтона, комплексность Клиффорда. Он
был введен в математику и механику в 1873 году [12] спустя 30 лет после изобретения
Гамильтоном кватернионов. Бикватернионное исчисление обладает перед винтовым
исчислением [23] всеми преимуществами кватернионного исчисления перед век-
торным.

Использование четырех дуальных параметров Эйлера в качестве дуальных скаляр-
ных кинематических параметров общего пространственного движения также есте-
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ственным образом привело к введению в механику четырехмерных ортогональных би-
кватернионных матриц N и M, имеющих вид [6, 10]:

(2.9)

Приведем основные бикватернионные соотношения и уравнения теории конечных
перемещений и кинематики пространственного движения твердого тела.

1) Свойства бикватернионов и бикватернионных матриц [6, 10, 16].
Сопряженный бикватернион:

Норма бикватерниона конечного перемещения Λ:

Обратный бикватернион конечного перемещения:

Бикватернион Λ может быть представлен в следующем виде:

или в виде

где  и  – отображения радиус-вектора r, проведенного из начала опорной системы
координат ξ в начало связанной с твердым телом системы координат X, на базисы X и
ξ соответственно:

В этих формулах xk и ξk – проекции радиус-вектора r на оси систем координат X и ξ
(ξk – декартовые координаты твердого тела в опорной системе координат ξ).

Эти формулы наглядно иллюстрируют тот факт, что бикватернион Λ описывает со-
бой композицию вращательного (углового) и поступательного (орбитального) движе-
ний твердого тела.

Определители матриц N и M и обратные к ним матрицы:

Матрицы N и M коммутативны: NM = MN. Это свойство коммутативности матриц
N и M повышает эффективность аналитического и численного решения ряда геомет-
рических и кинематических задач механики.

Произведение матриц типа N (M) дает матрицу такого же типа.
2) Преобразование дуальных ортогональных координат винта с помощью бикватер-

нионов.
2.1) Бикватернионное перепроектирование винтов [10, 16].
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Дуальные ортогональные проекции  некоторого винта R на оси опорной системы
координат  связаны с его дуальными ортогональными проекциями Xk на оси системы
координат X, получаемой из системы координат  винтовым конечным перемещени-
ем, задаваемым бикватернионом конечного перемещения Λ, бикватернионной фор-
мулой

2.2) Перепроектирование винтов с помощью бикватернионных матриц [6, 10]:

где  и  – вектор-столбцы, составленные из дуальных орто-
гональных проекций винта R на оси систем координат X и ξ,  и  – биква-
тернионные матрицы, имеющие вид (2.8).

3) Сложение конечных перемещений твердого тела.
3.1) Бикватернионные формулы сложения конечных перемещений твердого тела [10, 16].
Бикватернион Λ результирующего конечного перемещения твердого тела находит-

ся через бикватернионы Λ1 и Λ2 двух слагаемых конечных перемещений, заданные
своими компонентами в одной системе координат, например в ξ, по классической
формуле

В случае, когда каждый из бикватернионов конечных перемещений твердого тела Λ1 и
Λ2 определен в своей системе координат, преобразуемой этим перемещением, то есть,
когда бикватернионы и результирующего и слагаемых конечных перемещений явля-
ются собственными, бикватернионная формула сложения двух конечных перемеще-
ний твердого тела имеет другой вид:

где верхняя звезда означает, что бикватернион является собственным.
Эта формула имеет большое практическое применение, так как в задачах механики,

робототехники, навигации и управления движением, как правило, имеется или выра-
батывается именно такая информация о перемещениях твердых тел и движущихся
объектов.

3.2) Матричные формулы сложения конечных перемещений твердого тела с ис-
пользованием бикватернионных матриц [6, 10].

Компоненты результирующего бикватерниона Λ конечного перемещения твердого
тела находятся через компоненты бикватернионов Λ1 и Λ2 двух слагаемых конечных
перемещений, заданных в одной системе координат, например ξ, по матричной фор-
муле

где ,  – матрицы-столбцы, составленные из
компонент бикватернионов результирующего и двух слагаемых конечных перемеще-
ний,  и  – бикватернионные матрицы, составленные из элементов би-
кватернионов Λ1 и Λ2 и имеющие вид (2.9).

Компоненты результирующего бикватерниона Λ конечного перемещения твердого
тела находятся через компоненты собственных бикватернионов  и  двух слагае-
мых конечных перемещений по другой матричной формуле:

Ξk
ξ

ξ

ξ

ξ

= = + + = +

= Ξ + Ξ + Ξ Ξ = ξ + ξ

  0
1 2 3

0
1 2 3

; ,

,
x x k k k

k k k

X X X X x sx

s

R Λ R Λ R i j k

R i j k

( ) { } { }( ) ( ) { }( ) { }( )= Ξ Ξ Ξ = Ξ Ξ Ξ1 2 3 1 2 3 1 2 30, , , 0, , , 0, , , ,T TX X X N M M NΛ Λ Λ Λ

( )1 2 30, , ,X X X ( )Ξ Ξ Ξ1 2 30, , ,
{ }N Λ { }M Λ

ξ ξ ξ= 2 1Λ Λ Λ

ξ = = = 1 2* ** ,xΛ Λ Λ Λ Λ

{ } { }= =1 2 2 1,N MΛ Λ Λ Λ Λ

( )= Λ Λ Λ Λ0 1 2 3, , ,Λ ( )= Λ Λ Λ Λ0 1 2 3, , ,i i i i iΛ

{ }1N Λ { }2M Λ

1*Λ 2*Λ



527КВАТЕРНИОННЫЕ И БИКВАТЕРНИОННЫЕ МЕТОДЫ
где ,  – матрицы-столбцы, составленные из
компонент собственных бикватернионов результирующего и двух слагаемых конеч-

ных перемещений,  и  – бикватернионные матрицы, составленные из

элементов бикватернионов  и  и имеющие вид (2.9).

Компоненты результирующего бикватерниона Λ конечного перемещения твердого
тела находятся через компоненты бикватернионов  n слагаемых конечных
перемещений, заданные в одной системе координат по матричной формуле

Здесь , ;  при k = 1,  при k = ν.

Бикватернионные матрицы  и  имеют структуру вышеприведенных матриц 
и .

Компоненты результирующего бикватерниона Λ конечного перемещения твердого
тела находится через компоненты собственных бикватернионов  n слага-
емых конечных перемещений по другой матричной формуле:

Здесь , ;  при k = 1,  при k = ν.

Бикватернионные матрицы  и  имеют структуру вышеприведенных мат-
риц  и .

Приведенные матричные формулы сложения конечных перемещений твердого тела
с использованием двух типов бикватернионных матриц  и  повышают эффектив-
ность аналитического исследования и численного решения уравнений движения
сложных многозвенных механизмов и устройств в силу коммутативности матриц ти-
пов  и .

4) Бикватернионные кинематические уравнения движения твердого тела.

4.1) Уравнения в дуальных параметрах Эйлера (Родрига–Гамильтона) и веществен-
ных параметрах винтового движения.

Конечное перемещение связанной со свободным твердым телом системы коорди-
нат X относительно опорной системы координат ξ будем характеризовать дуальными
параметрами Эйлера (Родрига–Гамильтона) Λj ( j = 0, 1, 2, 3).

Бикватернионное кинематическое уравнение движения свободного твердого тела,
эквивалентного его винтовому движению, устанавливающее связи дуальных парамет-
ров Эйлера, их первых производных по времени с дуальными ортогональными проек-
циями  кинематического винта  твердого тела на оси связанной
с твердым телом системы координат X, имеет вид [5, 7, 10, 16, 24]

{ } { }= = =2 1 1 2* * * ** ,N MΛ Λ Λ Λ Λ Λ

( )= Λ Λ Λ Λ0 1 2 3* * * ** , , ,Λ ( )= Λ Λ Λ Λ0 1 2 3* * * * *, , ,i i i i iΛ

{ }2*N Λ { }1*M Λ

1*Λ 2*Λ

1 2, , , nΛ Λ Λ

+ −

=ν =

   
= ≤ ν   
   
∏ ∏

1 1

1
;

k k

i i k
i i

M N kΛ Λ

( )=i iM M Λ ( )=i iN N Λ ( )−
= =∏ 1

1
k

ii N E ( )+
=ν =∏ 1k

ii M E

iN iM N
M

1 2* * *, , , nΛ Λ Λ

+ −

=ν =

   
= = ≤ ν   

   
∏ ∏

1 1

1
* * ** ;

k k

i i k
i i

N M kΛ Λ Λ

{ }=* *i iN N Λ { }=* *i iM M Λ ( )−
= =∏ 1

1
*k
ii M E ( )+

=ν =∏ 1 *k
ii N E

*iN *iM
N M

N M

N M

= ω + vi i iU s = + sU ω v



528 ЧЕЛНОКОВ
(2.10)

Здесь Λ = λ + sλ0 – собственный бикватернион винтового конечного перемещения
твердого тела относительно опорного базиса ξ, являющийся комплексной комбина-
цией кватерниона λ ориентации тела в опорном базисе и кватерниона λ0, характеризу-
ющего поступательное перемещение тела в этом базисе;  – отоб-
ражение кинематического винта U твердого тела на связанный с телом базис X, ком-
поненты Ui = ωi +  бикватерниона Ux являются комплексными комбинациями
проекций ωi и  вектора ω угловой скорости тела и вектора v скорости выбранной точ-
ки тела (полюса) на связанные с ним координатные оси.

Угловое положение (ориентация) твердого тела в опорном базисе ξ характеризуется
параметрами Эйлера λj, а его линейное положение (поступательное перемещение) в
этом базисе – декартовыми координатами ξi выбранного полюса, которые находятся

через вещественные параметры винтового движения λj и , являющиеся компонен-
тами кватернионов λ и λ0, с помощью кватернионной формулы (2.8).

Бикватернионное кинематическое уравнение движения свободного твердого тела,
устанавливающее связи дуальных параметров Эйлера, их первых производных по вре-
мени с дуальными ортогональными проекциями  кинематического винта 
твердого тела на оси опорной системы координат ξ, имеет вид [7, 10, 16]

(2.11)

Здесь  – отображение кинематического винта на опорный базис ξ, имеющее дуаль-
ные компоненты .

Кинематические уравнения, связывающие дуальные параметры Эйлера Λj и их про-
изводные с дуальными ортогональными проекциями Ui и  кинематического винта
на оси связанной с твердым телом системы координат и опорной системы координат,
в матричных формах имеют следующий вид [5, 7, 10]:

(2.12)

(2.13)

,  – матрицы-столбцы;

N и M – ортогональные бикватернионные матрицы, составленные из дуальных пара-
метров Эйлера, имеющие вид (2.9).

Бикватернионные кинематические уравнения (2.10) и (2.12) в дуальных параметрах
Эйлера, являются (при ) линейными нестационарными дифференциаль-
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ными уравнениями, не имеющими особых точек (деления на ноль), в отличие от не-
линейных кинематических уравнений в дуальных углах Эйлера–Крылова [10], содер-
жащих эти особые точки. В отличие от линейных кинематических уравнений в дуаль-
ных направляющих косинусах [10], имеющих размерность, равную девяти, уравнения
в дуальных параметрах Эйлера имеют меньшую размерность, равную четырем. Поэто-
му эти уравнения нашли широкое применение в механике твердого тела и механиче-
ских систем, в инерциальной навигации, в робототехнике и в управлении движением.

Дуальные ортогональные проекции  кинематического винта U на оси опорной
системы координат имеют вид [10]

где ,  и  – проекции вектора v скорости выбранной точки тела (полюса),

вектора ω угловой скорости тела и векторного произведения  на оси опорной
системы координат ξ, в котором r – радиус-вектор, проведенный из начала опорной
системы координат ξ в начало связанной с твердым телом системы координат X.

Дуальные проекции  содержат проекции  радиус-вектора r полюса O твердого
тела на оси опорной системы координат. Это затрудняет непосредственное использо-
вание кинематических уравнений (2.11) и (2.13) винтового движения твердого тела (на
этот недостаток уравнения (2.11) не обращают внимания некоторые англоязычные ав-
торы, использующие эти уравнения в робототехнике). От указанного недостатка сво-
бодны кинематические уравнения (2.10) и (2.12) винтового движения твердого тела,
использующие дуальные ортогональные проекции  кинематического
винта U тела на оси связанной системы координат X.

Следует отметить, что декартовы координаты  можно исключить из уравнений (2.11)
и (2.13), если учесть их связи с вещественными параметрами винтового движения λj и

, являющимися компонентами кватернионов λ и λ0, с помощью кватернионной
формулы (2.8). Однако, получающиеся при этом дифференциальные уравнения отно-

сительно переменных  являются достаточно сложными и, вследствие этого, мало-
удобными в приложениях.

Бикватернионное кинематическое уравнение (2.10), а также каждое из дуальных
матричных кинематических уравнений (2.12) эквивалентно системе четырех скаляр-
ных однородных линейных дифференциальных уравнений относительно неизвестных
дуальных параметров Эйлера Λj, имеющей вид

Отметим также, что бикватернионное кинематическое уравнение движения сво-
бодного твердого тела (2.10) эквивалентно двум следующим кватернионным кинема-

тическим уравнениям в параметрах винтового движения λj и :
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рости выбранной точки тела (полюса) на связанные с ним координатные оси.
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Первое из этих уравнений – классическое кватернионное кинематическое уравне-
ние сферического (вращательного, углового) движения твердого тела, второе уравне-
ние, дополненное кватернионным соотношением

описывает кинематику поступательного движения тела в опорной системе координат.
Отметим, что приведенные бикватернионные уравнения и соотношения теории ко-

нечных перемещений и кинематики винтового движения твердого тела переходят
в кватернионные уравнения и соотношения теории конечных поворотов и кинемати-
ки вращательного движения тела, если в них символ Клиффорда s положить равным
нулю.

Приведенные кинематические уравнения винтового движения твердого тела в ду-
альных параметрах Эйлера (Родрига–Гамильтона) и в вещественных параметрах вин-
тового движения были, по-видимому, впервые получены автором статьи в работах [5, 7].

В нашей стране бикватернионы впервые, по-видимому, были использованы в ки-
нематике пространственных механизмов, в инерциальной навигации и управлении
движением автором статьи, Бранцем и Шмыглевским.

Разработке кватернионных методов и моделей теоретической механики и их прило-
жений в управлении движеним твердого тела и инерциальной навигации посвящены
книги Бранца и Шмыглевского [9, 16]. Первая книга носит пионерский характер в
этой области. Во второй книге также изложены бикватернионные методы и модели
геометрии и кинематики механики твердого тела и их приложения в инерциальной
навигации.

Разработка кватернионных и бикватернионных методов и моделей аналитической
механики и их приложение в механике твердого тела, механических и гироскопиче-
ских систем, в теории регуляризации уравнений возмущенной пространственной за-
дачи двух тел и возмущенного пространственного центрального движения материаль-
ной точки, а также в инерциальной навигации были начаты автором статьи в 70–80 гг.
в его диссертациях [25, 26], полученные результаты в этих областях были частично из-
ложены им в монографиях, изданных при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (РФФИ) в 2006 и 2011 годах [10, 27].

Отметим, что проблемы существенной нелинейности и нерегулярности (типа деле-
ние на ноль) классических моделей механики, в которых для описания движения ис-
пользуются трехмерные вещественные переменные (углы Эйлера–Крылова) и их ду-
альные аналоги, кардинально были решены с помощью использования для описания
движения четырехмерных вещественных и дуальных параметров Эйлера (Родрига–
Гамильтона), а также гиперкомплексных переменных: кватернионов Гамильтона и
бикватернионов Клиффорда, компонентами которых являются вещественные и ду-
альные параметры Эйлера соответственно.

Также отметим, что существуют другие особенности классических моделей небес-
ной механики и механики космического полета (астродинамики) типа деления на
ноль, которые порождаются действующими на небесное или космическое тело (в
частности, космический аппарат) гравитационными силами и которые осложняют
исследование движения тела (аппарата) вблизи гравитирующих тел или его движения
по сильно вытянутым орбитам. Наиболее эффективные методы регуляризации этих
особенностей и регулярные модели небесной механики и астродинамики были разра-
ботаны и построены с помощью использования параметров Эйлера и четырехмерных
переменных Кустаанхеймо–Штифеля, а также их модификаций, и кватернионных
переменных. Поэтому в настоящее время кватернионные и бикватернионные методы
и модели относятся к основным методам и моделям механики, навигации и управле-
ния движением.

ξ = ξ + ξ + ξ = 0
1 2 3 2 ,r i j k λ λ
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Далее нами рассматриваются кватернионные методы аналитической механики, с
помощью которых эффективно решается проблема регуляризации (проблема устра-
нения сингулярностей (особенностей типа деления на ноль), порождаемых действую-
щими гравитационными силами), а также излагаются регулярные кватернионные мо-
дели небесной механики и механики космического полета, построенные с помощью
этих методов.

3. Проблема регуляризации уравнений небесной механики и механики космического
полета (астродинамики). В основе небесной механики и астродинамики лежат ньюто-
новские дифференциальные уравнения возмущенной пространственной задачи двух
тел и возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел. Ньютоновские
уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел вырождаются при соуда-
рении второго (изучаемого) тела с первым (центральным) телом (при равенстве нулю
расстояния между телами), что делает использование этих уравнений неудобным при
изучении движения второго тела в малой окрестности центрального тела или его дви-
жения по сильно вытянутым орбитам. Сингулярность в начале координат создает в за-
даче двух тел не только теоретические, но и практические (вычислительные) трудно-
сти. Аналогично, ньютоновские уравнения возмущенной пространственной ограни-
ченной задачи трех тел вырождаются при соударении изучаемого тела (тела с
пренебрежимо малой массой) с одним из двух других гравитирующих тел, имеющих
конечные массы, что делает использование этих уравнений неудобным при изучении
движения тела с пренебрежимо малой массой в окрестности первого или второго гра-
витирующего тела и также создает не только теоретические, но и практические (вы-
числительные) трудности в ограниченной задаче трех тел. Устранение особенностей
типа сингулярности (деления на ноль) классических (ньютоновских) уравнений не-
бесной механики и астродинамики, порождаемых силами гравитации, получило на-
звание “регуляризация” (Леви-Чивита 1920), а уравнения, не имеющие этих особен-
ностей, называются регулярными. Среди методов регуляризации и регулярных моде-
лей прикладной небесной механики и астродинамики в последнее время широкое
распространение получили кватернионные методы и модели, основанные на исполь-
зовании гиперкомплексных переменных – кватернионов Гамильтона, компонентами
(элементами) которых являются переменные Кустаанхеймо–Штифеля или парамет-
ры Эйлера (Родрига–Гамильтона). Эти методы и модели имеют ряд преимуществ ана-
литического и вычислительного характера перед другими методами и моделями.

Изучению различных аспектов кватернионной регуляризации дифференциальных
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел с использованием четы-
рехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля (KS-переменных) посвящены рабо-
ты Velte [28], Vivarelli [29–31], Шагова [32]; Deprit, Elipe и Ferrer [33], Vrbik [34, 35],
Waldvogel [36, 37], Saha [38], Zhao [39]; Roa, Urrutxua и Pelaez [40], Roa и Pelaez [41],
Breiter и Langner [42–44], Ferrer и Crespo [45], а также работы автора статьи [46–60].

В работах Штифеля и Шейфеле [19], Бордовицыной [61], Бордовицыной и Авдю-
шева [62], Fukushima [63, 64], Pelaez, Hedo, Rodriguez [65], Baù, Bombardelli, Pelaez и
Lorenzini [66], Amato, Bombardelli, Baù, Morand, Rosengren [67], а также Baù, Roa [68]
приводятся результаты сравнения численного решения уравнений орбитального дви-
жения небесных и космических тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, парамет-
рах Эйлера и в других переменных, которые свидетельствуют об эффективности ис-
пользования переменных Кустаанхеймо–Штифеля и параметров Эйлера в задачах не-
бесной механики и астродинамики.

Проведено [69, 70] сравнительное исследование точности численного интегрирова-
ния классических ньютоновских дифференциальных уравнений пространственной
ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна и космический аппарат) в декартовых ко-
ординатах и построенных автором статьи [71] регулярных кватернионных дифферен-
циальных уравнений этой задачи в четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Шти-
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феля, принимающих вид ниже приводимых регулярных кватернионных уравнений
(5.9) возмущенной пространственной задачи двух тел в случае отсутствия поля тяготе-
ния Луны. Регулярные кватернионные уравнения в KS-переменных показали значи-
тельно более высокую точность, чем уравнения в декартовых координатах: для круго-
вой орбиты точность оказалась выше на два порядка, для возмущенных эллиптиче-
ских орбит со средним эксцентриситетом – на четыре порядка, для возмущенной
эллиптической орбиты с высоким эксцентриситетом – на семь порядков.

Отметим, что в книге Бордовицыной [61] приведены результаты численных иссле-
дований решений уравнений невозмущенной и возмущенной пространственной зада-
чи двух тел (решений уравнений невозмущенного и возмущенного движения ИСЗ)
ряда авторов с использованием уравнений в KS-переменных и уравнений в декартовых
координатах, демонстрирующие преимущество уравнений в KS-переменных перед
уравнениями в декартовых координатах (в смысле точности их численного интегриро-
вания). Сравнение этих результатов с нашими показало, что они в целом согласуются
между собой. Отметим также, что Бордовицыной и Шарковским использованы регу-
лярные уравнения в переменных Кустаанхеймо–Штифеля в канонической форме,
выведенные ими с использованием соответствующего гамильтониана.

Полученные нами результаты подтверждают значительные преимущества регуляр-
ных кватернионных уравнений в KS-переменных, имеющих возмущенный осцилля-
торный вид, в задачах прогноза движения небесных и космических тел, а также в зада-
чах коррекции параметров орбитального движения КА и инерциальной навигации в
космосе перед уравнениями в декартовых координатах.

В дальнейшем в нашей статье анализируются кватернионные методы и регулярные
кватернионные модели небесной механики и астродинамики, построенные на основе
дифференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел с ис-
пользованием параметров Эйлера и переменных Кустаанхеймо–Штифеля (KS-пере-
менных).

Рассматриваемая нами регуляризация особенностей (деления на ноль) классиче-
ских уравнений небесной механики и механики космического полета, порождаемых
гравитационными и другими центральными силами, основана на использовании па-
раметров Эйлера (Родрига–Гамильтона), переменных Кустаахеймо–Штифеля и на
использовании в качестве дополнительных переменных энергетических характери-
стик движения и реального времени, а также на использовании новой независимой
переменной вместо реального времени (для регуляризующего преобразования реаль-
ного времени). В излагаемой нами регуляриации используются четырехмерные ква-
тернионные матрицы и кватернионы Гамильтона, поскольку используемые для целей
регуляризации параметры Эйлера и переменные Кустаахеймо–Штифеля являются
четырехмерными переменными, а кватернион Гамильтона есть четырехмерное гипер-
комплексное число или переменная.

4. Регуляризация Кустаанхеймо–Штифеля уравнений возмущенной пространственной
задачи двух тел. Векторное и скалярные дифференциальные уравнения возмущенной
пространственной задачи двух тел имеют вид

(4.1)

где r – радиус-вектор центра масс второго (изучаемого) тела, проводимый из центра
масс первого (центрального) тела,  – расстояние между телами, m и M – массы
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второго и первого тел; f – гравитационная постоянная; p – вектор возмущающего
ускорения центра масс второго тела (вектор-функция времени t, радиус-вектора r и
вектора скорости  второго тела в системе координат ξ, имеющей начало в
центре масс первого тела и координатные оси, параллельные осям инерциальной си-
стемы координат), t – время; ξk – декартовые координаты центра масс изучаемого тела
в системе координат ξ,   – проекции возмуща-
ющего ускорения p на оси инерциальной системы координат, совпадающие с его про-
екциями на оси системы координат ξ, верхняя точка – символ дифференцирования
по времени t.

Уравнения (4.1) вырождаются при соударении второго тела с центральным телом
(при равенстве нулю расстояния r между телами), что делает использование этих урав-
нений неудобным при изучении движения второго тела в малой окрестности цен-
трального тела или его движения по сильно вытянутым орбитам. Сингулярность в на-
чале координат, как уже отмечалось, создает не только теоретические, но и практиче-
ские (вычислительные) трудности.

Проблема устранения указанной особенности, известная в небесной механике и
астродинамике как проблема регуляризации дифференциальных уравнений возму-
щенной задачи двух тел, восходит, как уже отмечалось, к Эйлеру [72] и Леви-Чивита
[73–75]. Наиболее эффективная регуляризация уравнений возмущенной простран-
ственной задачи двух тел (спинорная или KS-регуляризация) была предложена Куста-
анхеймо и Штифелем [76, 77]. Она представляет собой обобщение регуляризации Ле-
ви-Чивита уравнений плоского движения и наиболее полно изложена в монографии
Штифеля и Шейфеле [19].

В книге [19, § 4. Сингулярные дифференциальные уравнения, с. 15–16] говорится:
“Уравнения движения (16) (в декартовых координатах) имеют особенность в начале
координат, так как ньютоновское гравитационное притяжение центральной массы
становится бесконечным в этой точке. Вследствие этого возникают не только теорети-
ческие, но и очень неприятные практические трудности. Если частица подходит до-
статочно близко к центральной массе, то можно говорить о почти соударении. Такое
событие вызывает большие гравитационные силы и резкое изменение орбиты. При
численном интегрировании единственный способ преодолеть эту трудность состоит
в уменьшении длины шага и употреблении большого количества шагов интегрирова-
ния в зоне тесного сближения. Из-за ошибок округления и отбрасывания членов в
формуле интегрирования после прохождения почти соударения будет довольно низ-
кой. В классической небесной механике об этом не приходится заботиться, поскольку
соударения планет, как правило, не встречаются1. Но любой запуск искусственного
космического аппарата приводит к тесному сближению на участках старта и финиша.

Таким образом, нас интересует преобразование сингулярных дифференциальных
уравнений в регулярные. Эта процедура называется регуляризацией”.

Брумбергом [78] рассматриваются уравнения возмущенной задачи двух тел в пере-
менных Кустаанхеймо–Штифеля, в ганзеновских координатах и параметрах Эйлера.
Брумбергом отмечается, что среди математических проблем небесной механики акту-
альны вопросы регуляризации и стабилизации уравнений небесной механики, в част-
ности, развитие регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля, которая сводит кеплеровское
движение в трехмерном пространстве к задаче гармонического осциллятора в четырех-
мерном пространстве. Им также отмечается, что правые части дифференциальных
уравнений небесной механики принимают симметричную форму, приближающуюся
к полиномиальной, и становятся более удобными для вычислений, если вместо трех
углов Эйлера вводятся четыре параметра Эйлера, которые можно рассматривать как

1 Трудности, связанные с почти соударениями, возникают и в задачах классической небесной механики, в част-
ности, при исследовании движения кометы в сфере действия большой планеты (Прим. ред. В.А. Брумберга).

= /d dtv r

( )= ξ ξ ξ ξ ξ ξ  
1 2 3 1 2 3, , , , , ,k kp p t ( ) = 1, 2, 3k
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компоненты единичного четырехмерного вектора. Такая модификация классических
методов, по мнению Брумберга, была начата [79, 80] и постепенно приобретает все
большую популярность.

В книге Бордовицыной ([61], с. 25–26) говорится: “…классические уравнения дви-
жения небесных тел имеют особенности в окрестности соударений гравитирующих
масс. В практических задачах небесной механики прямые соударения тел, как прави-
ло, не рассматриваются. Однако в рамках этих задач наличие особенностей в уравне-
ниях движения оказывают заметное влияние на процесс их численного решения.

Наиболее характерной математической моделью движения тел Солнечной системы
является возмущенная задача двух тел. Уравнения этой задачи, записанные в системе
координат, связанной с центральным телом, сингулярны в начале координат и при
тесных сближениях с возмущающими телами. Для орбит, имеющих большие эксцен-
триситеты, когда скорость изменения центрального радиуса растет при приближении
к перицентру и убывает при удалении от него, наличие особенности в начале коорди-
нат приводит к неравномерному изменению функций правых частей уравнений дви-
жения. При численном решении задачи такая неравномерность требует постоянного
изменения шага интегрирования. Все это снижает точность численного интегрирова-
ния и приводит к непроизводительным затратам машинного времени.

В случае тесных сближений с возмущающими телами также появляется неравно-
мерность в изменении функций правых частей уравнений движения, приводящих к
потере точности интегрирования. Наиболее сложный случай представляет собой дви-
жение долгопериодических комет и особых малых планет. Эти тела движутся по высо-
коэллиптическим орбитам и имеют тесные сближения с большими планетами.

Процедуру, позволяющую устранить особенности дифференциальных уравнений
движения, следуя Леви-Чивита, называют регуляризацией.”

Из изложенного следует, что сингулярности в задачах небесной механики и механики
космического полета, порождаемые действующими гравитационными силами, играют
важную роль. Их устранение – одна из проблем небесной механики и астродинамики.

В регуляризации Кустаанхеймо использованы достоинства методов теории спино-
ров: вместо одной комплексной переменной теории Леви-Чивита была взята пара
комплексных чисел. На языке вещественного анализа это эквивалентно введению че-
тырех параметров , .

В регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля, изложенной в книге Штифеля и Шей-
феле [19], использована обобщенная матрица Леви-Чивита, названная KS-матрицей.
Эта матрица (обозначается здесь как ) – четырехмерная квадратная матрица,
содержащая в левом верхнем углу двухмерную квадратную матрицу Леви-Чивита и
имеющая вид

(4.2)

В этой матрице  ( j = 0, 1, 2, 3) – переменные Кустаанхеймо–Штифеля, называе-
мые KS-переменными (вместо обозначения  одной из переменных Кустаанхеймо–
Штифеля здесь и далее нами используется обозначение ).

В матричной записи преобразование Кустаанхеймо–Штифеля имеет вид [19]:

(4.3)
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В скалярной записи связи декартовых координат ξk с переменными Кустаанхеймо–
Штифеля  имеют вид

(4.4)

и с точностью до перестановки индексов совпадает с отображением Хопфа [81].
Таким образом, в основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит нелиней-

ное неоднозначное преобразование декартовых координат изучаемого тела, которое
основывается на переходе от трехмерных декартовых координат ξk к новым четырех-
мерным переменным Кустаахеймо–Штифеля uj (то есть, на переходе от трехмерного
пространства декартовых координат к новому четырехмерному пространству).

Уравнения Кустаанхеймо–Штифеля в скалярной записи имеют вид [19]

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Здесь τ – новая независимая переменная, называемая фиктивным временем, связан-
ная с временем t дифференциальным соотношением dt = rdτ (преобразованием време-
ни Зундмана [82]), h – кеплеровская энергия единицы массы изучаемого тела, рас-
сматриваемая как дополнительная переменная и определяемая соотношением

(4.8)

Время t также рассматривается как дополнительная (зависимая) переменная.
Уравнения Кустаанхеймо–Штифеля (4.5)–(4.7) образуют систему десяти обыкно-

венных нелинейных, в общем случае нестационарных, дифференциальных уравнений
относительно четырех KS-переменных uj, их первых производных duj/dτ по новой не-
зависимой переменной τ, кеплеровской энергии h и времени t.

Эти скалярные уравнения эквивалентны матричным уравнениям [19]

(4.9)

где  – четырехмерный вектор-столбец KS-переменных, L(uKS) – KS-матрица, опре-
деляемая соотношением (4.2), Pks – четырехмерный вектор-столбец, сопоставляемый
трехмерному вектору возмущающего ускорения p,  – скалярное произведение че-
тырехмерных вектор-столбцов a и b.

Отметим основные хорошо известные достоинства уравнений Кустаанхеймо–
Штифеля (4.5)–(4.7):

− они, в отличие от ньютоновских уравнений (4.1), регулярны в центре притяже-
ния, когда расстояние между телами ;

− линейны во времени τ для невозмущенных кеплеровских движений (в отличие от
существенно нелинейных ньютоновских уравнений) и имеют в этом случае вид систе-
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мы четырех независимых линейных дифференциальных уравнений второго порядка с
одинаковыми постоянными коэффициентами, равными половинной кеплеровской
энергии h, взятой со знаком минус:

− для эллиптического кеплеровского движения, когда кеплеровская энергия h =
= const < 0, эти уравнения эквивалентны уравнениям движения четырехмерного од-
ночастотного гармонического осциллятора во времени τ, квадрат частоты которого
равен половине кеплеровской энергии, взятой со знаком минус;

− позволяют выработать единый подход к изучению всех трех типов кеплеровского
движения;

− близки к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений;
− позволяют представить правые части дифференциальных уравнений движения

небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их решения с по-
мощью ЭВМ.

Эти свойства регулярных уравнений позволили разработать эффективные методы
нахождения решений в аналитической или численной форме таких трудных для клас-
сических методов задач как исследование движения вблизи притягивающих масс или
движения по орбитам с большими эксцентриситетами. Штифелем и Шейфеле [19],
Бордовицыной и Шарковским [61] показано, что точность численного интегрирова-
ния регуляризованных уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля значитель-
но выше точности интегрирования ньютоновских уравнений. Так, Бордовицыной и
Шарковским показано, что использование регулярных уравнений в переменных Ку-
стаанхеймо–Штифеля позволяет повысить точность численного решения ряда задач
небесной механики и астродинамики, например, задачи о движении искусственного
спутника Земли (ИСЗ) по орбитам с большими эксцентриситетами, от трех до пяти
порядков по сравнению с решениями, полученными при использовании классиче-
ских ньютоновских уравнений. Сравнение этих результатов с нашими, приведенными
выше, показало, как уже отмечалось выше, что они в целом согласуются между собой.

Отметим, что в книге Бордовицыной [61] приводятся результаты Всесоюзного экс-
перимента по исследованию эффективности алгоритмов и программ численного про-
гнозирования движения небесных тел, который проводился по решению III Всесоюз-
ного совещания “Алгоритмы небесной механики” (Рига, 1980) с целью определения
сравнительных характеристик имеющихся в распоряжении предприятий и организа-
ций методов и программ численного интегрировния уравнений движения небесных
тел. В книге ([61], с. 109) говорится: “Расчет эталонных орбит осуществлялся с помо-
щью так называемой численной модели движения ИСЗ, разработанной Т.В. Бордови-
цыной и Н.А. Шарковским. … В качестве системы уравнений спутника были выбраны
уравнения в регулярных оскулирующих элементах. Для обоснования такого выбора на
рис. 7 вместе с графиком, иллюстрирующим накапливающиеся ошибки интегрирова-
ния при использовании регулярных элементов (α), при вычислении орбиты ИСЗ типа
“Навстар” даны аналогичные графики для уравнений в параметрических переменных
(u) и обычно применяемых прямоугольных координатах (x)”. Результаты эксперимен-
та, как отмечается Бордовицыной ([61], с. 120), показали, что “Наиболее точные ре-
зультаты с различными методами дает преобразование Кустаанхеймо–Штифеля, кото-
рое, как показал К. Велез, не меняет пределов устойчивости численного метода, но, как
мы видели раньше, существенно повышает динамическую устойчивость системы”.

В книге Бордовицыной и Авдюшева [62] говорится: “методы теории специальных
возмущений весьма эффективны и могут быть рекомендованы к применению для
численного моделирования спутниковых орбит. Впечатляющие результаты получают-
ся при использовании KS-уравнений (u, δu) и уравнений Роя (ry). Так, при сохране-
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нии точности интегрирования с их помощью удается повысить быстродействие в 3–
4 раза. Кроме того, метод Энке в KS-переменных (δu) за счет ослабления влияния
ошибок округления позволяет повысить уровень наивысшей точности почти на 1–
2 порядка”. Здесь речь идет о спутниковых орбитах с эксцентриситетом равным нулю
или 0.01 (типа орбит спутниковой навигационной группировки ГЛОНАСС, близких
к круговым орбитам).

В работах Фукушимы [63, 64], ученого из японской Национальной астрономиче-
ской обсерватории, также показано, что KS-регуляризация приводит к очень эффек-
тивной схеме интегрирования уравнений орбитального движения, повышающей точ-
ность и скорость численного интегрирования. Это связано не только со структурой
уравнений, но также с использованием нескольких методов, которые приносят важ-
ные преимущества численной схеме. В работе [64] приводится численное сравнение
четырех схем регуляризации трехмерной задачи двух тел в условиях возмущения: регу-
ляризации Шперлинга–Бюрде (SB), Кустаанхеймо–Штифеля (KS), Бюрде–Феррандиса
(BF) и трехмерное расширение регуляризации Леви-Чивита (LC). В аннотации статьи
[64] сказано: КS и расширенная LС регуляризация с масштабированием энергии
Кеплера обеспечивают наилучшую экономическую эффективность при интеграции
почти всех возмущенных задач двух тел. Подчеркнем, что также сравниваются семь
схем, описанных в ([64], §1) и “нерегуляризованная обработка, а именно прямое ин-
тегрирование в декартовых координатах”. Для каждой из этих формулировок им про-
водится тестовая интеграция Икара, охватывающая около 1 миллиона лет, и измеря-
ется время его выполнения.

Отметим также, что установлено [83], что уравнения невозмущенной простран-
ственной задачи двух тел (для кеплеровского движения) могут быть приведены к виду

где h и A – энергия и вектор Лапласа, которые в этом случае являются постоянными
величинами; постоянная α – это шкала длин, введенная для того, чтобы дать новой
независимой переменной τ физическое измерение времени.

Таким образом, Bohlin были предложены регулярные уравнения задачи двух тел в
декартовых координатах ξk, которые для эллиптического кеплеровского движения
имеют вид трехмерного одночастотного гармонического осциллятора, находящегося
под действием ускорения, постоянного по модулю и направлению в инерциальной
системе координат. Наличие неоднородной части в аналитическом решении уравне-
ний Bohlin осложняет их использование для построения методом вариации произ-
вольных постоянных интегрирования уравнений возмущенной задачи двух в медлен-
но изменяющихся (оскулирующих) переменных.

Идеи Бохлина были использованы в работах Бурде [84, 85].
5. Кватернионная регуляризация и регулярные кватернионные уравнения возмущенной

пространственной задачи двух тел, предложенные автором статьи. В основе знаменитой
регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит, как уже отмечалось, нелинейное не-
однозначное преобразование декартовых координат изучаемого тела, обобщающее
преобразование Леви-Чивита и названное KS-преобразованием. Причем это преобра-
зование состоит в переходе от трехмерного пространства декартовых координат к че-
тырехмерному пространству новых координат (к четырехмерным переменным Куста-
анхеймо–Штифеля). Поэтому, по мнению Штифеля и Шейфеля прямой вывод регу-
лярных уравнений в трехмерном (т.е. пространственном) случае невозможен ([19],
с. 29): “В случае плоского движения (§ 8) мы начали с уравнений (8) для координат xi
(в наших обозначениях ξi) и получили уравнения (26) для параметров uj. Этот прямой
подход нельзя повторить в рассматриваемом трехмерном случае. Причина заключает-

− + = τ = α
τ α α
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ся в том, что KS-преобразование неоднозначно при переходе от x к u. Существует це-
лое одномерное множество векторов u, соответствующих данному вектору x. Един-
ственный путь избежать этой трудности состоит в постулировании уравнений (26) и
проверки того, что при этом удовлетворяются старые уравнения (8). Несколько до-
полнительных теорем помогут в достижении этой цели”.

В книге [19] постулируется матричное регулярное уравнение пространственной за-
дачи двух тел (первое из уравнений (4.9)), записанное ими по аналогии с матричным
регулярным уравнением Леви-Чивита плоского движения, и с помощью нескольких
теорем доказывают, что при этом удовлетворяется старое векторное ньютоновское
уравнение (первое из уравнений (4.1)).

Вскоре после открытия KS-преобразования было рассмотрено использование ква-
тернионов Гамильтона (четырехмерных гиперкомплексных чисел) и четырехмерных
кватернионных матриц для регуляризации уравнений пространственной задачи двух
тел, поскольку четырехмерность пространства новых координат делала естественным
использование для такой регуляризации кватернионов Гамильтона и четырехмерных
кватернионных матриц. Однако, Штифель и Шейфеле полностью отвергли эту идею,
написав в одиннадцатой главе своей книги [19], посвященной геометрии KS-преобра-
зования, что “Любая попытка заменить теорию KS-матриц более популярной теорией
кватернионных матриц приводит поэтому к неудаче или, во всяком случае, к очень
громоздкому формализму”. Поэтому вместо хорошо известных в математике четырех-
мерных кватернионных матриц Штифель и Шейфеле в своей книге используют для
построения теории регуляризации новые, введенные ими, четырехмерные квадратные
матрицы, названные ими KS-матрицами, имеющие вид (4.2).

Приведенное утверждение Штифеля и Шейфеле было опровергнуто, по-видимому
впервые, автором статьи [46–49]. Известный ученый Вальдвогель по поводу цитиро-
ванного выше высказывания Штифеля и Шейфеле о бесперспективности использо-
вания в теории регуляризации кватернионных матриц в работе [37] (“Кватернионы
для регуляризации небесной механики: истинный (верный) путь”) говорит: “Это
утверждение было впервые опровергнуто Челноковым (1981), который представил
теорию регуляризации пространственной задачи Кеплера, используя геометрические
представления во вращающейся системе координат и кватернионные матрицы. В се-
рии статей (например, 1992 и 1999) тем же автором была расширена теория кватерни-
онной регуляризации и приведены практические применения.”

Челноковым было показано [46–49] (с использованием классических кватернион-
ных матриц [46] и с использованием кватернионов Гамильтона [47]), что кватернион-
ный подход к регуляризации

− позволяет дать прямой и наглядный вывод регулярных уравнений в KS-перемен-
ных (что, как уже отмечалось, ставилось Штифелем и Шейфеле под сомнение ([19], c. 29)
из-за неоднозначности KS-преобразования);

− позволяет дать наглядные геометрическую и кинематическую интерпретации ре-
гуляризующему KS-преобразованию;

− раскрывает геометрический смысл его неоднозначности;

− позволяет получить более общие регулярные уравнения возмущенной простран-
ственной задачи двух тел, частным случаем которых являются регулярные уравнения
Кустаанхеймо–Штифеля.

В работе [46] для построения кватернионных регулярных уравнений возмущенной
пространственной задачи двух тел была использована четырехмерная кватернионная
матрица
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(5.1)

элементами которой являются переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj.
Эта матрица имеет вид первой из кватернионных матриц (2.4) и она отличается от

KS-матрицы (4.2). Если под элементами uj этой матрицы понимать параметры Эйлера
(Родрига–Гамильтона) , то она будет являться хорошо известной кватернионной
матрицей поворота, описывающей вращение в трехмерном пространстве.

В работе [47] для этих целей использован кватернион Гамильтона u:

(5.2)
элементами которого являются переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj.

В кватернионной записи связи декартовых координат ξk с переменными Кустаан-
хеймо–Штифеля uj имеют вид

(5.3)

приведенный Штифелем и Шейфеле в их книге [19].
В работах [46, 47] показано, что регуляризующее KS-преобразование координат за-

ключается в переходе от декартовых координат центра масс второго тела в инерциаль-
ной системе координат к новым переменным, которые являются нормированными
определенным образом компонентами сопряженного кватерниона поворота

, характеризующего ориентацию вращающейся системы коор-
динат η в инерциальной системе координат. Ось  этой системы координат направ-
лена вдоль радиус-вектора r центра масс второго тела, а ее начало находится в центре
масс этого тела. Нормирующий множитель равен квадратному корню из расстояния r
от центра масс второго тела до центра притяжения, поэтому кватернионные перемен-
ные u и λ связаны соотношением .

Было показано, что билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля

(5.4)

связывающее между собой KS-переменные uj и их первые производные по новой неза-
висимой переменной τ, накладывает на движение трехгранника η дополнительное
(неголономное) условие, заключающееся в равенстве нулю проекции  вектора ω аб-
солютной угловой скорости трехгранника η на направление радиус-вектора r (ось ):

Отметим, что по словам Штифеля и Шейфеле ([19], с. 29) соотношение вида (5.4):

где uj и  – компоненты четырехмерных векторов u и , “называется билинейным со-
отношением и играет основную роль в нашем построении регулярной небесной меха-
ники”.

Таким образом, переход в уравнениях пространственной задачи двух тел от декар-
товых координат центра масс второго тела к KS-переменным фактически означает за-
пись этих уравнений во вращающейся системе координат η с использованием в каче-
стве параметров ориентации этой системы координат четырехмерных параметров Эй-
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лера (Родрига–Гамильтона) , являющихся компонентами кватерниона поворота λ
этой системы координат.

Наши дальнейшие преобразования этих уравнений связаны с нормировкой пара-
метров Эйлера  (кватерниона поворота λ) с помощью множителя  и с переходом в
них к переменным Кустаанхеймо–Штифеля uj, а также с введением в качестве допол-
нительных зависимых переменных кеплеровской энергии h и времени t и с переходом
к новой независимой переменной τ.

Отметим, что в работах [46, 47] были получены более общие (в сравнении с уравне-
ниями Кустаанхеймо–Штифеля) матричные (с использованием кватернионных мат-
риц) и кватернионные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи
двух тел в KS-переменных в предположении, что вышеуказанное билинейное соотно-
шение Кустаанхеймо–Штифеля (5.4) не выполняется. Эти уравнения содержат до-
полнительные слагаемые, в которых присутствуют проекции  и  векторов угловой
скорости и углового ускорения сопровождающего трехгранника η на направление ра-
диус-вектора r центра масс второго тела (одна из этих проекций (  или ) является
произвольно задаваемым параметром), и являются более сложными.

Для получения этих уравнений нами были использованы восьмимерные параметры

винтового движения λj и  ( j = 0, 1, 2, 3) введенной поступательно перемещающейся
и вращающейся системы координат η, а также полученные в этих переменных мат-
ричные [46] или кватернионные [47] дифференциальные уравнения возмущенного
движения материальной точки (второго тела) в ньютоновском гравитационном поле.

В этих работах было отмечено, что переменные λj и  являются компонентами дуаль-

ных параметров Родрига–Гамильтона (Эйлера) , которые, в свою очередь,
являются компонентами бикватерниона конечного перемещения Клиффорда [12]

описывающего движение подвижной системы координат η, в которой были записаны
уравнения движения материальной точки.

В состав использованных уравнений движения материальной точки входят диффе-

ренциальные уравнения в переменных λj и , записанные в матричном виде с исполь-
зованием кватернионных матриц типа n, имеющей вид первой из матриц (2.4) [46],
или в кватернионном виде [47] с использованием кватернионных переменных λ и λ0.

В работе [47] отмечено, что использованные кватернионные дифференциальные
уравнения в переменных λ и λ0 эквивалентны одному бикватернионному (дуальному
кватернионному) кинематическому уравнению [5]

имеющему вид уравнения (2.10).
В этом уравнении ω – вектор угловой скорости подвижной системы координат η,

v – вектор линейной скорости начала этой системы координат, совпадающего с мате-
риальной точкой (центром масс второго тела),  и  – проекции этих векторов на
оси подвижной системы координат η.

Декартовые координаты центра масс изучаемого тела ξk в системе координат ξ (т.е.
проекции радиус-вектора r центра масс этого тела на оси инерциальной системы ко-

ординат) связаны с переменными λj и  скалярными соотношениями (2.6):
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которые в кватернионной записи имеют вид (2.8): .
Если в приведенных скалярных соотношених (2.6) положить

то из них следуют формулы Кустаанхеймо–Штифеля (4.4):

Таким образом, нами было показано, что преобразование Кустаанхеймо–Штифеля
является частным случаем более общего преобразования, описывающего винтовое
движение в пространстве.

Приведенные скалярные соотношения (2.6), связывающие декартовые коорди-

наты ξk с параметрами винтового движения λj и , впервые были установлены алгеб-
раическим путем Штуди [86] как формулы, служащие для нахождения координат на-
чала новой системы координат, получаемой из старой некоторым винтовым переме-
щением, определяемым бикватернионной операцией . Их вывод также
приводится в работе Котельникова [13], где для их получения используется теория
приведения бикватернионов и бивекторов к выбранной точке приведения, и в работах
автора статьи [5, 10] с использованием теории конечных перемещений твердого тела.

Отметим, что проекции  радиус-вектора r центра масс второго тела на оси по-

движной системы координат η связаны с переменными λj и  кватернионным соот-

ношениям .
Матричные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел

в переменных Кустаанхеймо–Штифеля в общем случае, когда билинейное соотноше-
ние Кустаанхеймо–Штифеля (5.4) не выполнется, имеют вид [46]

(5.5)
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где  и  – проекции векторов угловой скорости и углового ускорения
трехгранника η на направление радиус-вектора r (одна из этих проекций (  или )
является произвольно задаваемым параметром), верхний штрих, по-прежнему, –
символ дифференцирования по независимой переменной τ.

Кватернионные регулярные уравнения этой задачи в общем случае в переменных
Кустаанхеймо–Штифеля имеют вид [47] (в этой работе эти уравнения записаны в дру-
гой кватернионной форме, соответствующей приведенной выше матричной записи
этих уравнений (5.5), когда кватернионная переменная , введенная в этой работе и
соответствующая вектор-столбцу , равна ):

(5.6)

В этих уравнениях u, h, t – неизвестные функции независимой переменной τ,  – ква-
тернион, сопряженный кватерниону u, проекции  вектора p возмущающего ускоре-
ния на оси инерциальной системы координат являются заданными функциями вре-
мени t, декартовых координат и проекций вектора скорости центра масс второго тела
на оси опорной системы координат ξ, которые могут быть представлены как функции
времени t и переменных ;  и  – проекции векторов угловой скорости
и углового ускорения трехгранника η на ось , заданные как функции переменных t и

; центральная точка означает скалярное произведение.
Для нахождения проекций радиус-вектора r и вектора скорости  центра масс

изучаемого тела на оси инерциальной системы координат (координат ξk и их произ-
водных  по времени t) через переменные uj и  необходимо воспользоваться кватер-
нионными соотношениями

Таким образом, нами были получены более общие, чем в случае Кустаанхеймо–
Штифеля, регулярные матричные и кватернионные уравнения возмущенной про-
странственной задачи двух тел. Эти уравнения сложнее уравнений Кустаанхеймо–
Штифеля. Они, в первую очередь, имеют теоретический интерес, демонстрируя тот
факт, что регуляризация достигается и в том случае, когда , т.е. когда не выпол-
няется билинейное соотношение, являющееся одним из основных в теории регуляри-
зации Кустаанхеймо–Штифеля. Возможно, эти уравнения будет целесообразно ис-
пользовать для высокоточных численных расчетов, поскольку при их интегрировании
не требуется выполнения билинейного соотношения (5.4), которое неизбежно будет
нарушаться в процессе численного интегрирования из-за методических и вычисли-
тельных погрешностей.

Полагая  и , из уравнений (5.6) получаем кватернионную форму регу-
лярных уравнений Кустаанхеймо–Штифеля:

(5.7)

ω1 ε = ω1 1/d dt
ω1 ε1

α
( )−1 0 3 2, , ,u u u u u i

( ) ( ) ξ+ ω + ε + ω − + ω = −
τ ττ

     
2

2 2 2
1 1 1 12

3 1 1 1
2 2 2 2

d d dr r h r r
d dd

u u ui u i u u i u p

( )ξ
ω = ⋅ = = ε  τ τ τ τ

= + + + = = = = + + +

 

 

1
1

2 2 2 2
0 1 2 3 0 1 2 3

, ,

,

ddh d dt r r
d d d d

u u u u r u u u u

p u i u

u i j k r u u u u

( )ξ = + + = ξ ξ ξ ξ ξ ξ  
1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , ,k kp p p p p tp i j k

u
kp

, 'j ju u ω1 ε = ω1 1/d dt
η1

, 'j ju u
= v r

ξk 'ju

−
ξ ξ= ξ + ξ + ξ = = ξ + ξ + ξ =     1

1 2 3 1 2 3, 2 'rr i j k u i u v i j k u i u

ω ≠1 0

ω =1 0 ε =1 0

( )ξ

ξ ξ

− = − = = =
τ τ ττ

= + + = − = + +

   

 

2

2

1 2 3 1 2 3

1 1 , 2 scal ,
2 2

,

d dh d dth r r
d d dd

p p p

u uu i u p q u u

q q i q j q k i u p p i j k



543КВАТЕРНИОННЫЕ И БИКВАТЕРНИОННЫЕ МЕТОДЫ
Здесь scal(•) – скалярная часть кватернионого произведения ,  – кватернион
действующих возмущений.

Регулярные кватернионные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел
в модифицированных переменных Кустаанхеймо–Штифеля. Автором статьи также полу-
чены другие регулярные кватернионные уравнения возмущенной пространственной
задачи двух тел и ИСЗ в новых четырехмерных переменных: модифицированных пе-
ременных Кустаанхеймо–Штифеля [51] (см. также [27, 55]). Эти уравнения обладают
всеми достоинствами выше приведенных матричных и кватернионных уравнений в
переменных Кустаанхеймо–Штифеля, но имеют более простую и симметричную
структуру для движения второго тела (космического аппарата (спутника)) в гравита-
ционном поле Земли, в описании которого учитываются не только центральная, но и
зональные, тессеральные и секториальные гармоники [51, 59].

Введение модифицированных переменных основано на выше приведенных геомет-
рической и кинематической интерпретациях регуляризующего преобразования Ку-
стаанхеймо–Штифеля и их билинейного соотношения. В случае Кустаанхеймо–
Штифеля ось η1 ранее введенной нами вращающейся системы координат η направля-
ется по радиус-вектору r центра масс второго тела (спутника). Координаты ξk тела в
инерциальной системе координат ξ связаны с переменными Кустаанхеймо–Штифеля
uj скалярными соотношениями

и кватернионным соотношением

Нами предложено направить по радиус-вектору r не ось η1 системы координат η,
а ось η3. В этом случае все вышеприведенные кватернионные уравнения задачи двух
тел сохраняют свой вид, лишь вместо орта i необходимо взять орт k (это, кстати, де-
монстрирует удобство использования кватернионных моделей астродинамики). Но-
вые переменные ujm, определяемые через параметры Эйлера λjm, как и в случае Куста-
анхеймо–Штифеля, формулами

будут связаны с координатами ξk соотношениями

которые отличны от выше приведенных соотношений и в кватернионной записи име-
ют вид

где новая кватернионная переменная um = u0m + u1mi + u2mj + u3k имеет смысл, отлич-
ный от кватернионной переменной u, использованной нами в случае Кустаанхеймо–
Штифеля.

Расстояние r, по-прежнему, находится через новые переменные ujm по формуле

а отображение vξ вектора скорости v на инерциальный базис – по другой формуле
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Модифицированные переменные ujm связаны с переменными Кустаанхеймо–Шти-
феля uj соотношениями

и являются их линейными композициями.
В кватернионной записи эти соотношения принимают вид ортогонального преоб-

разования

Билинейное соотношение для модифицированных переменных uj имеет другой вид:

Полученные [51, 59] кватернионные уравнения движения спутника в гравитацион-
ном поле Земли в модифицированных четырехмерных переменных ujm обладают все-
ми достоинствами уравнений движения спутника в переменных Кустаанхеймо–Шти-
феля uj [51, 59], но имеют более простую и симметричную структуру. Это обусловлено
тем, что выражения переменной γ = sinϕ (ϕ – геоцентрическая широта), от которой
зависит потенциал гравитационного поля Земли, через модифицированные перемен-
ные ujm могут быть представлены в двух различных, более компактных симметричных
формах

в сравнении с ее представлением

в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, что и позволяет получить более простые и
симметричные, чем в случае использования переменных Кустаанхеймо–Штифеля,
уравнения движения спутника.

Более простые и симметричные структуры уравнений приводят к более эффектив-
ным вычислительным алгоритмам при численном интегрировании дифференциаль-
ных уравнений движения спутника. Удобство и эффективность использования полу-
ченных уравнений движения спутника в модифицированных переменных Кустаан-
хеймо–Штифеля для аналитического исследования движения спутника показано на
примере движения спутника в гравитационном поле Земли [59], в описании которого
учитываются его центральная (ньютоновская) и зональные гармоники. Найдены пер-
вые интегралы уравнений движения спутника в модифицированных переменных в
указанном случае, предложены замены переменных и преобразования этих уравне-
ний, позволившие получить для изучения движения спутника замкнутые системы
дифференциальных уравнений меньшей размерности, в частности, системы уравне-
ний четвертого и третьего порядков.

Автором статьи были также предложены [54, 55] регулярные уравнения возмущен-
ной пространственной задачи двух тел в кватернионных оскулирующих элементах
(т.е. в медленно изменяющихся переменных). Эти уравнения являются кватернион-
ным аналогом уравнений пространственной задачи двух тел в регулярных элементах,
полученных Штифелем и Шейфеле [19]. Отметим следующие достоинства этих урав-
нений: во-первых, они регулярны, во-вторых, их правые части в случае возмущенного
эллиптического движения – равномерно и медленно изменяющиеся функции, в слу-
чае же невозмущенного кеплеровского движения интегрирование уравнений произ-
водится без методических ошибок. К недостаткам этих уравнений относится то, что
область их применения ограничена движениями эллиптического типа (когда h < 0).
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В работе [47] показано, что регуляризация дифференциальных уравнений возму-
щенной пространственной задачи двух тел достигается и в том случае, когда смысл
преобразований исходных уравнений этой задачи остается прежним, но переменные
Кустаанхеймо–Штифеля не используются: уравнения записываются во вращающей-
ся системе координат η, ось η1 которой направляется вдоль радиус-вектора r центра
масс второго тела, для описания ориентации этой системы координат используются
параметры Эйлера λj (кватернион ориентации λ), в качестве дополнительной пере-
менной используется кеплеровская энергия h, а в качестве независимой переменной
новое “время” τ, связанное с реальным временем t дифференциальным соотношени-
ем dt = rdτ. Полученные в этом случае регулярные дифференциальные уравнения пер-
вого порядка не являются линейными в случае кеплеровского движения, но имеют
простой и наглядный вид.

В развитие этого подхода получены [55] регулярные кватернионные уравнения за-
дачи двух тел, в которых используются параметры Эйлера, а не переменные Кустаан-
хеймо–Штифеля, в другой, более простой и наглядной форме.

В работах [49, 51] предложен способ однозначного нахождения значений парамет-
ров Эйлера и переменных Кустаанхеймо–Штифеля по заданным в рассматриваемый
момент времени значениям декартовых координат и их первых производных (проек-
циям вектора скорости). Этот способ имеет в сравнении со способом неоднозначного
нахождения переменных Кустаанхеймо–Штифеля, описанном Штифелем и Шейфе-
ле в [19], существенные преимущества.

6. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной простран-
ственной задачи двух тел для относительного движения. Во всех работах по проблеме ре-
гуляризации дифференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи
двух тел, известных автору статьи, рассматривается регуляризация уравнений движе-
ния центра масс второго (изучаемого) тела, описывающих движение этого тела отно-
сительно системы координат, движущейся в инерциальной системе координат посту-
пательно, т.е. рассматривается регуляризация уравнений абсолютного движения цен-
тра масс изучаемого тела. В недавней работе автора [58] предложено кватернионное
решение задачи регуляризации уравнений движения центра масс изучаемого тела,
описывающих движение тела в системе координат, вращающейся относительно инер-
циальной системы координат по произвольно заданному закону, т.е. предложена ре-
гуляризация уравнений относительного движения изучаемого тела.

В курсах теоретической механики для сложения движений с использованием век-
торного способа описания движения и для получения векторной формы уравнений
относительного движения материальной точки используется векторная операция сло-
жения переносного и относительного движений (в виде суммы двух векторов, описы-
вающих переносное и относительное движения), т.е. используется аддитивная форма
сложения движений. Для сложения движений с использованием кватернионного спо-
соба описания движения нами используется кватернионная операция сложения дви-
жений в виде кватернионного произведения двух кватернионов, один из которых ха-
рактеризует переносное движение, а другой – относительное движение, т.е. использу-
ется мультипликативная форма сложения движений. Это кардинальное отличие
векторного и кватернионного способов описания движения приводит к существен-
ным отличиям в способах получения векторных и кватернионных дифференциальных
уравнений динамики относительного движения материальной точки.

Векторный способ получения векторного дифференциального уравнения относи-
тельного движения материальной точки основан на подстановке в векторное диффе-
ренциальное уравнение абсолютного движения материальной точки вместо вектора
абсолютного ускорения векторной суммы переносного, относительного и кориолисо-
ва ускорений (в соответствии с теоремой о сложении ускорений), полученной в ре-
зультате последовательного дифференцирования векторной суммы двух векторов,
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описывающих переносное и относительное движения (с использованием понятий абсо-
лютной и локальной производных от вектора), и последующего введения сил инерции.

Наш способ получения кватернионного дифференциального уравнения относи-
тельного движения материальной точки основан на подстановке в полученное нами
кватернионное дифференциальное уравнение абсолютного движения материальной
точки вместо кватерниона, характеризующего положение точки в инерциальной си-
стеме координат, кватернионного произведения двух кватернионов, один из которых
характеризует переносное движение, а другой – относительное движение, и последу-
ющий учет кватернионного кинематического уравнения переносного вращения.

Будем рассматривать движение второго (изучаемого) тела относительно системы
координат ζ, вращающейся относительно инерциальной системы координат с угло-
вой скоростью ωe (ωe – переносная угловая скорость). Эта система координат характе-
ризует собой переносное движение. Начало системы координат ζ совместим с нача-
лом системы координат ξ, движущейся относительно инерциальной системы коорди-
нат поступательно, а ее ориентацию в инерциальной системе координат (и в системе
координат ξ) будем задавать нормированным кватернионом  + .
Ориентацию ранее введенной системы координат η, ось η1 которой направлена вдоль
радиус-вектора r центра масс изучаемого тела, во вращающейся системе координат ζ
будем задавать нормированным кватернионом .

Нормы кватернионов μ и ν равны единице, а их компоненты μj и νj ( j = 0, 1, 2, 3) яв-
ляются параметрами Эйлера (Родрига–Гамильтона), характеризующими ориентации
систем координат ζ и η в системах координат ξ и ζ соответственно. Ориентацию си-
стемы координат η в инерциальной системе координат будем, по-прежнему, задавать
нормированным кватернионом  (этот кватернион характеризу-
ет собой абсолютное движение в инерциальной системе координат).

Будем считать, что все введенные кватернионы являются собственными [9, 10]:
каждый из них определен своими компонентами в своей, преобразуемой этим кватер-
нионом, системе координат. Тогда в соответствии с кватернионной формулой сложе-
ния двух конечных поворотов [9–11] собственные кватернионы λ, μ и ν будут связаны
соотношением

(6.1)

Эта формула является кватернонной формулой сложения переносного и относи-
тельного вращений.

Введем кватернионы

(6.2)

(6.3)

Компоненты uj и sj ( j = 0, 1, 2, 3) кватернионов u и s связаны с параметрами Эйлера
λj и νj и расстоянием r от центра масс второго тела до центра притяжения (центра масс
первого (центрального) тела) соотношениями

Эти компоненты являются переменными Кустаанхеймо–Штифеля, связанными с
декартовыми координатами ξk и ζk центра масс изучаемого тела в системе координат ξ
и во вращающейся системе координат ζ соотношениями

= μ + μ0 1μ i μ + μ2 3j k

= ν + ν + ν + ν0 1 2 3ν i j k

= λ + λ + λ + λ0 1 2 3λ i j k

= λ μ ν

( ) , −= + + + = λ − λ − λ − λ = =1/2 1/2 1/2
0 1 2 3 0 1 2 3u u u u r r ru i j k i j k λ λ u

( ) −= + + + = ν − ν − ν − ν = =1/2 1/2 1/2
0 1 2 3 0 1 2 3 ,s s s s r r rs i j k i j k ν ν s

= λ = − λ = + + + =1/2 1/2 2 2 2 2
0 0 0 1 2 3, , 1,2,3;k ku r u r k u u u u r

= ν = − ν = + + + =1/2 1/2 2 2 2 2
0 0 0 1 2 3, , 1,2,3;k ks r s r k s s s s r
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(6.4)

В кватернионной записи соотношения (6.4) имеют вид

(6.5)

Из соотношений (6.1)–(6.3) следует соотношение

которым устанавливается связь основных кватернионных (четырехмерных) перемен-
ных u и s, характеризующих абсолютное и относительное движения точки (кватерни-
он μ характеризует переносное вращение).

Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной про-
странственной задачи двух тел для относительного движения (движения изучаемого
тела относительно системы координат ζ, вращающейся в инерциальной системе ко-
ординат ξ по произвольно заданному закону μ = μ(t)) в переменных Кустаанхеймо–
Штифеля имеют (во времени τ) вид уравнений [58]

(6.6)

(6.7)

(6.8)

Здесь

(6.9)

pζ и pξ – отображения вектора p возмущающего ускорения центра масс изучаемого те-
ла на оси вращающейся ζ и инерциальной (или ξ) систем координат, pζk и pk – проек-
ции вектора p на оси систем координат ζ и ξ соответственно.

Производные в новом времени τ от кватерниона μ, характеризующие угловую ско-
рость и угловое ускорение переносного вращения, имеют вид

В уравнениях (6.6)–(6.9) в качестве переменных выступают кватернион s, компо-
нентами которого являются регулярные переменные sj, кеплеровская энергия h и вре-
мя t. Кватернион s характеризует относительное движение центра масс изучаемого те-
ла. Эти уравнения, также как и уравнения (4.5)–(4.7) или (5.7) возмущенной про-
странственной задачи двух тел для абсолютного движения в переменных
Кустаанхеймо–Штифеля, регулярны в центре притяжения. Они сложнее уравнений
для абсолютного движения, но, в отличие от них, позволяют непосредственно изучать
движение второго тела относительно не инерциальной, а выбранной вращающейся
системы координат, связанной, например, с той или иной планетой.

Для нахождения декартовых координат ζk изучаемого тела во вращающейся систе-
ме координат ζ и проекций  = dζk/dt его вектора относительной скорости vr на оси
этой системы координат служат второе соотношение (6.5) и соотношения

где vrζ – отображение вектора относительной скорости vr на вращающийся базис ζ.

( ) ( )
( ) ( )

ξ = + − − ξ = − ξ = +

ς = + − − ς = − ς = +

2 2 2 2
1 0 1 2 3 2 1 2 0 3 3 1 3 0 2

2 2 2 2
1 0 1 2 3 2 1 2 0 3 3 1 3 0 2

, 2 , 2

, 2 , 2

u u u u u u u u u u u u

s s s s s s s s s s s s

ξ ς= ξ + ξ + ξ = = ς + ς + ς =   1 2 3 1 2 3,r i j k u i u r i j k s i s

=  ,u s μ

+ + − = −    1 1'' '' 2 ' ' *
2 2

h rs s μ μ s μ μ s q

( )( )= +   ' 2 scal ' ' *h s μ μ s q

= = = = + + + 2 2 2 2
0 1 2 3't r s s s ss s s

ς ς ξ

ς ς ς ς ξ

= − =
= + + = + +

   
1 2 3 1 2 3

* ,
, ,p p p p p p

q i s p p μ p μ
p i j k p i j k

( )( ) ( )( ) ( )( )= = + 2 2 2' / , '' ' / /r d t dt r d t dt r d t dtμ μ μ μ μ

vrk

( ) ( ) ( )−= + + = = + = +v v v        1
1 2 3 / / / ' ' ,rz r r r zd dt d dt d dt rv i j k r s i s s i s s i s s i s
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где ωez – отображение вектора угловой скорости ωe вращающейся системы коорди-
нат ζ на ее же координатные оси, запишем уравнения (6.6)–(6.8) относительного дви-
жения в другом виде [58]:

(6.10)

(6.11)

Здесь ,  – отображение вектора углового
ускорения εe вращающейся системы координат ζ на ее же координатные оси,

.
В основном регулярном кватернионном дифференциальном уравнении (6.10) пер-

вое слагаемое  в левой части уравнения характеризует относительное ускорение
центра масс изучаемого тела во вращающейся системе координат ζ, сумма слагаемых

характеризует переносное ускорение, а слагаемое  характеризует ускорение
Кориолиса (напомним, что движение рассматривается в новом времени τ, определяе-
мом дифференциальным соотношением dt = rdτ).

Из уравнений (6.10), (6.11) следуют регулярные кватернионные дифференциальные
уравнения возмущенного движения изучаемого (второго) тела относительно Земли,
принимаемой за центральное тело, в переменных Кустаанхеймо–Штифеля sj, когда
кватернион 

(6.12)

(6.13)

Здесь

χ0 = const – значение угла χ разворота системы координат ζ, связанной в этом случае
с Землей, относительно системы координат ξ вокруг оси ξ3, направленной вдоль оси
вращения Земли, в начальный момент времени, ΩE = ωe = const – угловая скорость су-
точного вращения Земли.

Замечание. Уравнение (4.7) работы [58] для кеплеровской энергии h, приведенное
в этой работе, содержит ошибку: из правой части этого уравнения нужно убрать выра-
жение, заключенное в квадратных скобках (это уравнение должно иметь вид уравне-
ния (6.13) нашей статьи).

Заключение. Кватернионные и бикватернионные методы и модели относятся к ос-
новным современным методам и моделям аналитической механики. Они широко ис-
пользуются для решения многих актуальных задач механики, навигации и управления
движением в силу их достоинств. Кватернионная регуляризация уравнений небесной
механики и механики космического полета (астродинамики) является одной из наи-
более эффективных регуляризаций особенностей классических ньютоновских урав-
нений небесной механики и астродинамики, порождаемых гравитационными силами.

= 2 ' ,ezrμ μ ω

( ) ( )− − + − ω + = −  2 21 1 1 1'' ' ' *
2 2 2 2ez ez ez er r r h rs s ω s ω ε s q

( )( )= + = = = + + +   2 2 2 2
0 1 2 3' scal 2 ' * , 'ezh r t r s s s ss ω s q s s

( )= + + +0 0 1 1 2 2 3 3' 2 ' ' ' 'r s s s s s s s s ς ς= /e ed dtε ω

eω =e ω

''s

( )− + − ω 2 21 1' ,
2 4ez ez er rs ω ε s

− ' ezrs ω

= μ + μ0 3μ k
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Кватернионный метод регуляризации, основанный на использовании для описания
орбитального движения параметров Эйлера и переменных Кустаанхеймо–Штифеля,
уникален в совместной регуляризации, линеаризации и увеличении размерности для
трехмерных кеплеровских систем.

Выше были изложены кватернионные и бикватернионные методы описания дви-
жения, модели теории конечных перемещений и регулярной кинематики твердого те-
ла. Кватернионные и бикватернионные модели кинематики, в отличие от классиче-
ских моделей, в которых для описания движения используются углы Эйлера–Крыло-
ва и их дуальные аналоги, не имеют особенностей типа деления на ноль и не содержат
тригонометрических функций, что повышают эффективность аналитического иссле-
дования и численного решения задач механики, навигации и управления движением.
Рассмотрена проблема регуляризации особенностей дифференциальных уравнений
возмущенной пространственной задачи двух тел, порождаемых гравитационными си-
лами, с помощью использования четырехмерных параметров Эйлера, переменных
Кустаанхеймо–Штифеля и их модификаций, кватернионов Гамильтона. Приведены
основные регуляризующие соотношения и регулярные уравнения возмущенной про-
странственной задачи двух тел, предложенные Кустаанхеймо, Штифелем и Шейфеле,
а также кватернионные регуляризующие соотношения и регулярные кватернионные
уравнения этой задачи, как для абсолютного, так и относительного движения изучае-
мого тела, предложенные автором статьи. Приведены предложенные им геометриче-
ские и кинематические интерпретации регуляризующих преобразований классиче-
ских уравнений в декартовых координатах, более общие (в сравнении с широко из-
вестными уравнениями Кустаанхеймо–Штифеля) регулярные кватернионные
уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел, построенные с использо-
ванием четырехмерных кватернионных матриц (первый вариант уравнений) или ква-
тернионов Гамильтона (второй вариант уравнений).

Также приведены полученные авторами [69] и другими исследователями (Шти-
фель, Шейфеле, Бордовицына, Шарковский, Авдюшев и Фукушима) результаты чис-
ленного исследования точности численного интегрирования регулярных кватернион-
ных и других форм регуляризованных уравнений небесной механики и астродинами-
ки в переменных Кустаанхеймо–Штифеля и ньютоновских уравнений в декартовых
координатах, показывающие, что точность численного интегрирования уравнений в
переменных Кустаанхеймо–Штифеля (в частности, уравнений задачи о движении ис-
кусственного спутника Земли по орбитам с большими эксцентриситетами) значитель-
но выше (на несколько порядков) точности численного интегрирования ньютонов-
ских уравнений. Это говорит о целесообразности использования для прогноза и
коррекции орбитального движения небесных и космических тел регулярных кватер-
нионных моделей орбитального движения в переменных Кустаанхеймо–Штифеля,
построенных в рамках уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 22-21-00218.
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aInstitute of Precision Mechanics and Control Problems of the RAS, Saratov, Russia
#e-mail: ChelnokovYuN@gmail.com

The work is of a survey analytical nature. The first part of the work presents quaternion and
biquaternion methods for describing motion, models of the theory of finite displacements
and regular kinematics of a rigid body based on the use of four-dimensional real and dual
Euler (Rodrigues–Hamilton) parameters. These models, in contrast to the classical models
of kinematics in Euler–Krylov angles and their dual counterparts, do not have division-by-
zero features and do not contain trigonometric functions, which increases the efficiency of
analytical research and numerical solution of problems in mechanics, inertial navigation,
and motion control.
The problem of regularization of differential equations of the perturbed spatial two-body
problem, which underlies celestial mechanics and space flight mechanics (astrodynamics),
is discussed using the Euler parameters, four-dimensional Kustaanheimo–Stiefel variables,
and Hamilton quaternions: the problem of eliminating singularities (division by zero), which
are generated by the Newtonian gravitational forces acting on a celestial or cosmic body and
which complicate the analytical and numerical study of the motion of a body near gravitating
bodies or its motion along highly elongated orbits. The history of the regularization problem
and the regular Kustaanheim–Stiefel equations, which have found wide application in celes-
tial mechanics and astrodynamics, are presented. We present the quaternion methods of reg-
ularization, which have a number of advantages over Kustaanheimo–Stiefel matrix regular-
ization, and various regular quaternion equations of the perturbed spatial two-body problem
(for both absolute and relative motion). The results of a comparative study of the accuracy of
numerical integration of various forms of regularized equations of celestial mechanics and
astrodynamics in Kustaanheimo–Stiefel variables and Newtonian equations in Cartesian
coordinates are presented, showing that the accuracy of numerical integration of regularized
equations in Kustaanheimo–Stiefel variables is much higher (by several orders of magni-
tude) than the accuracy of numerical integration Newtonian equations.

Keywords: analytical mechanics, motion geometry, regular kinematics, space f light mechan-
ics (astrodynamics), perturbed spatial problem of two bodies, regularization of singularities
generated by gravitational forces, equations of orbital motion, Euler (Rodrigues–Hamilton)
parameters, Kustaanheimo–Stiefel variables, quaternions
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