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Проведено прямое численное моделирование всплывания изначально покоившего-
ся пузырька воздуха в воде без течения. Для сравнения с экспериментом взята
усложненная начальная форма пузырька, соответствующая экспериментальной. Из-
менения формы пузырька в процессе всплывания, полученные в результате числен-
ного моделирования, близки к экспериментальным изменениям формы пузырька.
Для сравнения с результатами численного моделирования, имеющимися в литерату-
ре, проведено моделирование всплывающего пузырька, имеющего изначально сфе-
рическую форму. Получено, что в процессе всплывания форма пузырька сначала
близка к эллиптической и испытывает колебания, но далее усложняется – в нижней
части пузырька появляется “хвост”. Данный режим динамики всплывающего пу-
зырька подтверждается опубликованными в литературе результатами численного
моделирования.
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1. Введение. Пузырьки воздуха играют важную роль при взаимодействии океана и
атмосферы. Они усиливают газообмен между атмосферой и океаном, вносят суще-
ственный вклад в потоки аэрозольных частиц, создают окружающий шум и поглоща-
ют биологические поверхностно-активные вещества. Одним из параметров, характе-
ризующих эти процессы, является время жизни пузырька до его достижения поверх-
ности воды и разрыва. Можно предположить, что наличие в жидкости сдвигового
течения, может повлиять на этот параметр, и поэтому конечной целью наших иссле-
дований будет именно моделирование всплывания пузырька газа в жидкости со сдви-
говым течением. Но в данной работе речь пойдет о начальном этапе исследования –
моделировании динамики пузырька в жидкости без течения для сравнения с экспери-
ментом и результатами моделирования, приведенными в литературе.

Экспериментально динамика всплывающего пузырька была исследована во мно-
жестве работ, например в [1, 2], кроме того эксперимент по всплыванию пузырька
воздуха в воде в отсутствие и в присутствии сдвигового течения проводился авторами
данной работы. На рис. 1,а можно увидеть последовательность кадров съемки всплы-
вающего пузырька в воде без сдвигового течения для различных моментов времени,
моменты времени выбраны из соображений наглядности демонстрации изменения
формы пузырька. Численные трехмерные исследования всплывающего в жидкости
пузырька проводились, например, в [3–9], в части исследований моделировалась ди-
намика ансамбля пузырьков в жидкости [3, 4, 10, 11]. Траектории всплывающих пу-
зырьков исследовались в работах [12–14]. Результаты данного численного моделиро-
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Рис. 1. а: Кадры высокоскоростной съемки всплывающего пузырька, полученные в предварительном экспе-
рименте, с использованием оборудования УНУ ККГС; б: результат численного эксперимента (MAXLEVEL =
= 10, uerr > 10–2,  ferr > 10–3, ωerr > 10–1): форма пузырька в различные моменты в процессе всплывания.
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вания в конце работы будут сопоставлены с результатами проведенного авторами экс-
перимента и результатами [9].

2. Моделирование. Для прямого численного моделирования всплывания воздушно-
го пузырька в воде был использован программный пакет Basilisk [15]. В Basilisk реали-
зован численный алгоритм, решающий уравнения Навье–Стокса для несжимаемых
сред с переменной плотностью и поверхностным натяжением [16]:

где u – скорость среды, ρ – плотность среды, μ – динамическая вязкость и D – тензор
деформации, определяемый как Dij ≡ (  + )/2. Функция распределения Дирака δs
выражает тот факт, что член поверхностного натяжения сосредоточен на границе раз-
дела сред; σ – коэффициент поверхностного натяжения, κ и n – кривизна и нормаль к
границе раздела. Для двухфазных потоков вводится объемная доля c первой жидкости,
а плотность и вязкость определяются как

где ρ1, ρ2 и μ1, μ2 – плотности и вязкости первой и второй сред соответственно.
В расчетах используется метод адаптивной сетки – размер ячейки дискретизации

может варьироваться в разных областях домена с использованием метода вейвлет-
адаптации. Минимальный размер ячейки задается максимальным уровнем дискрети-
зации – MAXLEVEL. Линейный размер ячейки, соответствующий максимальному
уровню дискретизации может быть получен делением размера домена L0 на 2 в степе-
ни, равной значению MAXLEVEL. Алгоритм дробления сетки вызывается каждый

( ) ( )ρ ∂ + ⋅ ∇ = −∇ + ∇ ⋅ μ + σκδ2t sp Du u u n

( )∂ + ∇ ⋅ =ρ ρ 0t u

∇ ⋅ = 0,u

∂i ju ∂ j iu

( )ρ ≡ ρ + − ρ1 21  c c

( )μ ≡ μ + − μ1 2,1  c c
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Рис. 2. Схема численного эксперимента: в начальный момент времени пузырек находится в жидкости на
глубине h, радиус пузырька r.

h

r

временной шаг, сетка дробится, когда оцененная по вейвлету ошибка превышает uerr,
ferr или ωerr (в некоторых расчетах) для полей скорости, объемной доли первой жидко-
сти или завихренности поля скорости соответственно.

Была рассмотрена задача следующей конфигурации (рис. 2): в верхней части обла-
сти моделирования (использовались ее линейные размеры L0 = 50, 60 мм) воздух,
нижняя ее часть заполнена водой, толщина слоя воды – 40 или 50 мм. В начальный
момент времени пузырек газа находится в жидкости на глубине h (30 или 41 мм), ради-
ус пузырька r = 2.8 или 3 мм. Параметры сред соответствуют воде и воздуху. Начальная
форма пузырька сферическая или более сложная, соответствующая начальной форме
пузырька в проведенном авторами предварительном эксперименте (см. рис. 1,а).

В работе [9] отмечается, что динамика всплывающего пузырька может быть описа-

на с помощью четырех безразмерных чисел: Галилея , характеризу-

ющего соотношение гравитационных и вязких сил, Этвёша , характери-
зующего соотношение гравитационных сил и сил поверхностного натяжения, соотно-
шения плотностей ρr = ρa/ρw и вязкостей μr = μa/μw сред. Здесь , r и σ – ускорение
свободного падения, начальный радиус пузырька и коэффициент поверхностного на-
тяжения для рассматриваемых сред, соответственно, ρa и μa – плотность и вязкость
воздуха, ρw и μw – плотность и вязкость воды. Параметры нашей задачи при моделиро-
вании сферического пузырька соответствуют следующим значениям этих чисел: Ga =
= 514, Eo = 1.2, ρr = 10–3, μr = 10–2, что соответствует IV режиму всплывания пузырька
из работы [9].

3. Результаты. Расчеты проводились с использованием различных значений пара-
метров MAXLEVEL, uerr, ferr и ωerr. В начальный момент времени для интерфейса пу-
зырька задавался максимальный уровень дискретизации MAXLEVEL, в то время как
остальная часть домена оставалась на начальном уровне дискретизации равном семи.

Для сравнения с нашим экспериментом было проведено моделирование всплываю-
щего пузырька, начальная форма которого совпадала с начальной формой пузырька в
эксперименте в момент отрыва его от сопла. Радиус сферической части пузырька был

= ρ μ3/2Ga /w wgr

= ρ σ2Eo /w gr

g
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Рис. 3. Зависимость вертикального – сплошная кривая – (dy) и горизонтального – пунктирная кривая –
(dx) размеров пузырька от времени.
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равен r = 2.8 мм, нижняя часть пузырька была вытянута в конус (см. рис. 1). Значения
максимального уровня дискретизации сетки и параметров дробления сетки определя-
лись следующими соотношениями: MAXLEVEL = 10, uerr > 10–2,  ferr > 10–3, ωerr > 10–1.
Получены некоторые различия в характерных временах деформации пузырька между
экспериментом и численным моделированием, это может объясняться как неточно-
стями в задании начальной формы пузырька, так и недостаточным разрешением сет-
ки. Но изменения формы пузырька в процессе всплывания, полученные в результате
численного моделирования, в основных деталях повторяют изменения формы пу-
зырька, полученные в эксперименте (см. рис. 1).

В момент отрыва от сопла возникают возмущения формы поверхности, которые
приводят к возбуждению объемных колебаний пузырька. На рис. 3 представлены за-
висимости вертикального (сплошная кривая) и горизонтального (пунктирная кривая)
размеров пузырька от времени. Можно заметить, что за время, которое требуется пу-
зырьку, чтобы достигнуть поверхности жидкости, происходит приблизительно 2.5 цикла
изменения его формы; вертикальный и горизонтальный размеры пузырька ожидаемо
колеблются в противофазе.

Также было проведено несколько численных экспериментов по всплыванию пу-
зырька со сферической начальной формой. Это позволило провести сравнение полу-
ченных результатов с результатами работы [9]. В первом численном эксперименте
было использовано значение параметра MAXLEVEL = 12. Для взятого в данном ис-
следовании размера домена L0 = 0.05 м получим минимальный линейный размер
ячейки ∆l = 0.05/212 = 1.2 × 10–5 м (иными словами ∆l = 0.004r). Сетка дробилась при
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Рис. 4. Результат численного эксперимента – форма пузырька в различные моменты в процессе всплыва-
ния: (а) MAXLEVEL = 12, uerr > 10–3,  ferr > 10–2; (б) MAXLEVEL = 11, uerr > 10–2,  ferr > 10–2, ωerr > 10–1.
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Рис. 5. Результат численного эксперимента (r = 0.001 м, Ga = 514, Eo = 1.2, MAXLEVEL = 11, uerr > 10–2,
ferr > 10–2, ωerr > 10–1): форма пузырька в различные моменты в процессе всплывания.

t = 0 c t = 0.025 c t = 0.059 c t = 0.069 c
условиях uerr > 10–3, ferr > 10–2, ωerr как критерий дискретизации в данном случае мы не
использовали. Изменение формы пузырька в процессе всплывания, полученное в
результате численного моделирования, показано на рис. 4,а, также на рисунке
отображена сетка для вертикальной плоскости, проходящей в начальный момент
времени через центр пузырька. Для второго расчета было взято значение параметра
MAXLEVEL = 11 (минимальный линейный размер ячейки ∆l = 2.4 × 10–5 м), условия
дробления сетки: uerr > 10–2, ferr > 10–2, кроме того было добавлено еще условие дробле-
ния сетки по ошибке поля завихренности ωerr > 10–1. Результаты моделирования при-
ведены на рис. 4,б. На рисунке видно, что изменение параметров счета существенным
образом повлияло на вид сетки. Для второго случая дробление сетки происходит в
значительно большем объеме вокруг пузырька, что, по-видимому, связано с добавлен-
ным критерием дробления по ωerr. Результаты для двух расчетов очень близки, есть не-
большое различие в характерных временах деформации пузырька. В обоих случаях
сначала изменения формы пузырька больше похожи на отклонения от эллиптической
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Рис. 6. а: Пример деформации сферического пузырька до эллипсоидальной формы для r = 0.003 м; б: зави-

симость времени деформации сферического пузырька до эллипсоидальной формы в зависимости от радиу-

са пузырька, параметры соответствуют воде и воздуху.
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формы, но с некоторого момента времени пузырек уже далек от эллиптической фор-

мы, и в итоге у него образуется резко выдающийся “хвост” (на рис. 4. а: t = 0.126 с;

б: t = 0.128 с). Примечательно, что такое причудливое изменение формы пузырька на-

ходится в хорошем соответствии с результатами, полученными в [9] (см. [9], рис. 8).

Отметим, что в [9] минимальный линейный размер ячейки относительно радиуса пу-

зырька ∆l = 0.029r больше, чем в данной работе, значит, в нашем случае пузырек мо-

делируется с лучшим разрешением.

Также был проведен численный эксперимент для пузырька радиусом r = 1 мм, но

таких же как в предыдущих экспериментах безразмерных чисел Ga = 514, Eo = 1.2
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(значения чисел Ga и Eo сохранились неизменными за счет изменения вязкости воды

и поверхностного натяжения). На рис. 5 видно, что изменения формы пузырька по-

вторяют изменения его формы в двух предыдущих численных экспериментах, но про-

цессы деформации происходят существенно быстрее, таким образом, полученный в

численном счете режим деформации действительно определяется именно безразмер-

ными числами Ga и Eo.

Далее были проведены расчеты для пузырьков различных радиусов меньших r  = 3 мм –

r  = 2.8, 2.6, 2.4, 2.2 мм, но остальные параметры задачи при этом оставались неизмен-

ными (соответствующими воде и воздуху), т.е. безразмерные числа Ga и Eo изменя-

лись от эксперимента к эксперименту. Было также замечено, что при изменении ра-

диуса пузырька меняются характерные времена его деформации. На рис. 6,а приведен

пример начальной деформации пузырька из сферической формы в эллипсоидальную,

рис. 6,б демонстрирует зависимость времени такой деформации от радиуса пузырька.

Видно, что при увеличении радиуса время деформации также увеличивается.

Заключение. С использованием программного пакета Basilisk проведено численное

моделирование всплывания газообразного пузырька в жидкости. Для сравнения с

проведенным лабораторным экспериментом при моделировании учитывалась слож-

ная начальная форма пузырька. Полученные в результате численного расчета дефор-

мации пузырька в основных деталях совпадают с деформациями пузырька в экспери-

менте.

Проведено моделирование всплывания пузырька со сферической начальной фор-

мой. Получен режим деформации, для соответствующих безразмерных чисел Ga и Eo

совпадающий с режимом деформации, обнаруженным в работе [9]. Проведено моде-

лирование всплывания пузырьков различных радиусов, получено, что при увеличе-

нии радиуса пузырька характерное время его деформации увеличивается.

Работа по прямому численному моделированию поддержана проектом РНФ № 19-

17-00209, экспериментальная часть исследования поддержана проектом РФФИ № 21-

55-52005, работа Зотовой А.Н. поддержана в рамках проекта по гос. заданию № 0030-

2022-0005, результаты получены с использованием оборудования Уникальной науч-

ной установки “Комплекс крупномасштабных геофизических стендов” ИПФ РАН.
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Simulation of Rising Bubble Dynamics

A. N. Zotovaa,#, A. A. Kandaurova, Yu. I. Troitskayaa, and D. A. Sergeeva

aInstitute of Applied Physics RAS, Nizhny Novgorod, Russia
#e-mail: aniazotova@yandex.ru

A direct numerical simulation of the rising of an initially quiescent air bubble in water with-

out f low has been carried out. For comparison with the experiment, a complicated initial

shape of the bubble, corresponding to the experimental one, was taken. The changes in the

shape of the bubble during rising, obtained as the result of numerical simulation, are close to

the experimental deformations of the bubble. For comparison with the results of numerical

simulations available in the literature, we simulated rising bubble, which initially had a

spherical shape. It was found that during rising, the shape of the bubble is first close to ellip-

tical and oscillates, but then it becomes more complicated – a “tail” appears in the lower

part of the bubble. This regime of the rising bubble dynamics is confirmed by the results of

numerical simulation published in the literature.

Keywords: rising bubble, direct numerical simulation
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