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В работе впервые строго исследуется двумерная динамическая контактная задача о
действии деформируемого штампа на четверть плоскости многослойной среды.
В отличие от случая абсолютно твердого штампа, деформируемый штамп вносит до-
полнительные особенности, состоящие в возможности возникновения дискретных
резонансов, предсказанных академиком И.И. Воровичем. Показано, что использо-
вание метода, основанного на применении блочных элементов, позволяет получать
уравнение, описывающее резонансные частоты. Для исследования контактных за-
дач с деформируемым штампом из материалов сложной реологии, в том числе,
смарт-материалов. Вначале рассмотрен случай деформируемого штампа из материа-
ла простой реологии, которая описывается уравнениями Гельмгольца. Решения гра-
ничных задач для штампов сложной реологии, представляются комбинацией реше-
ний граничных задач для штампов простой реологии.
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1. Введение. Углубленному теоретическому исследованию контактных задач с де-
формируемым штампом, особенно динамических, посвящено ограниченное количе-
ство работ. Большинство из них связано с применением различных пакетов программ,
например, COMSOL. Они дают, как правило, лишь качественные картинки в статиче-
ских задачах, не проникая в глубинные их особенности. Наиболее глубокие исследо-
вания в этой области были выполнены И.И. Воровичем [1, 2]. Им были изучены спек-
тральные свойства неоднородной полосы и исследованы возможности возникнове-
ния дискретных резонансов. В связи со сложностью решения динамических
граничных задач для деформируемого штампа, в [3] была предложена модель дефор-
мируемого штампа, состоящая из абсолютно твердых массивных штампов, соединен-
ных упругой пружиной. Возможность учета деформаций штампов, состоящих из ма-
териалов сложной реологии, открыл метод блочного элемента и связанный с ним
фрактальный универсальный метод моделирования [4]. Этот подход позволяет разла-
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гать решения граничных задач для деформируемого штампа из материала сложной
реологии на составляющие решений граничных задач, для штампов из материалов
простых реологий, что значительно облегчает анализ. Именно этот подход был ис-
пользован в исследованиях контактных задач для деформируемых штампов в форме
полос, действующих на многослойное основание [5]. В процессе исследования этой
контактной задачи методом блочного элемента обнаружено, что в отличие от случаев
абсолютно твердого штампа, решения для деформируемых штампов зависят от функ-
ционалов составных решений, вид которых полностью определяется в процессе реше-
ния граничной задачи. Выяснено, что именно с их помощью строятся уравнения для
определения упомянутых выше частот дискретных резонансов. Показано, что приме-
нявшийся подход позволяет исследовать контактную задачу с деформируемым штам-
пом в том случае, если имеется решение контактной задачи для случая абсолютно
жесткого штампа. Определенные возможности в этом отношении дают работы [6–15].
Исследование особенностей рассматриваемой двумерной контактной задачи с дефор-
мируемым штампом в четверть плоскости на многослойной среде стало возможным
благодаря результату, полученному в [16] в этой области для абсолютно жесткого
штампа. На его основе изучается контактная задача с деформируемым штампом про-
стой реологии, описываемым уравнением Гельмгольца. Возможность переноса иссле-
дований на случай штампов из материалов сложных реологий дает подход [4].

В работе построено высокоточное решение этой контактной задачи, дающее воз-
можность переноса этого метода для исследования контактных задач с деформируе-
мым штампом более сложных реологий. В отличие от одномерного случая, где удается
построить аналитически точное решение контактной задачи для деформируемого
штампа [5], в случае двумерной задачи построены точные решения для абсолютно
жесткого штампа и высокоточные приближенные решения контактной задачи для де-
формируемого штампа.

2. Постановка задачи. Будем рассматривать линейно упругую многослойную среду
конечной толщины, на верхней границе которой расположен деформируемый штамп,
занимающий область первого квадранта, рис. 1. Предполагается, что многослойная
среда сформирована изотропными упругими слоями, так, как это описано в [3]. Пред-
полагается, что штамп колеблется вертикально по гармоническому закону, описывае-

мому функцией . Ось декартовой системы координат  располагается на верх-
ней границе многослойной среды, и направлена по нормали наружу. Остальные оси
расположены в касательной плоскости. Принимая во внимание возможность приме-
нения универсального метода моделирования [4, 16], позволяющего представлять ре-
шения граничной задачи для деформируемого штампа из материала сложной реоло-
гии разложенными по решениям граничных задач для уравнений простых реологий,
применим в дальнейшем этот подход. Он состоит в том, что решение векторной гра-
ничной задачи, например, для системы уравнений Ламе, может быть представлено
комбинацией решений скалярных, то есть, отдельных граничных задач, решенных в
этой же области. Для выбора уравнений скалярных граничных задач необходимо
брать те из них, которые доказаны либо преобразованием Галеркина, либо методом
потенциалов [4]. Для системы уравнений Ламе доказано, что необходимо брать ска-
лярные граничные задачи для уравнения Гельмгольца. Для системы уравнений Ламе
необходимо брать две скалярные граничные задачи для уравнений Гельмгольца, про-
диктованных преобразованиями Галеркина или потенциалами. При этом не суще-
ственно, какой материал описывается скалярной граничной задачей для уравнения
Гельмгольца, важно, чтобы он соответствовал требованиям указанных выше преобра-
зований. В качестве граничных условий берутся условия Дирихле или Неймана.

Известно, что преобразования Галеркина можно применять ко множеству систем
дифференциальных уравнений механики и физики [3]. Решения для всех их, в конеч-
ном счете, представляются разложениями решений скалярных граничных задач, как

− ωi te 3ox
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Рис. 1. Часть неограниченной области первого квадранта, занятой деформируемым штампом, действую-
щим на многослойную среду.

x1

x2

x3 t(x1, x2)
описано и опубликовано, в качестве примера, для системы уравнений Ламе. Будем
считать, что материал деформируемого штампа описывается уравнением Гельмголь-
ца, рассматриваемым в первом квадранте, а граничная задача является скалярной.
В зависимости от реологий материалов для систем дифференциальных уравнений, не-
обходимо находить решения нескольких граничных задач для уравнений Гельмгольца
с разными параметрами.

Внешние воздействия на объект будут задаваться на границе – условиями Дирихле
или Неймана, а также распределенными или сосредоточенными воздействиями на
поверхности .

Построенные решения интегрального уравнения в двумерном случае обладают те-
ми же особенностями решения вблизи границ (описываемыми функциями  и

), что и в работе [16], а в угловой точке – интегрируемой особенностью, требую-
щей дополнительного исследования.

Достоинством настоящей работы по сравнению с работой [16] явилась возмож-
ность задания внешних воздействий, не требующих разделения переменных, что от-
крывает путь к решению задач для анизотропных материалов.

3. Граничная задача для деформируемого штампа. Рассмотрим граничную задачу для
уравнений Гельмгольца, моделирующего материал деформируемого штампа простой
реологии

(3.1)

Здесь  – оператор Лапласа,  – решение граничной задачи для уравнений
Гельмгольца,  – воздействие на штамп со стороны многослойной среды в об-
ласти контакта,  внешнее воздействие на штамп сверху. Для уравнения Гельм-
гольца ставится граничная задача Дирихле вида

(3.2)

Вводится обозначение . Алгоритм метода блочного эле-
мента, включающий этапы внешней алгебры, внешнего анализа и фактор-топологий,
для совокупности блоков, описан во многих работах. После его применения к рас-
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сматриваемой граничной задаче, получаем внешнюю форму в преобразовании Фурье,
в виде

(3.3)

Здесь приняты обозначения

(3.4)

В дальнейшем, для краткости, если оговаривается отдельно, прописными буквами
обозначены преобразований Фурье функций, обозначенных строчными буквами, на-
пример,

Первые четыре члена справа у функции  представляют преобразо-
вания Фурье неизвестного контактного напряжения  и неизвестные функци-
оналы , ,  от искомого контактного напряжения. Осталь-
ные члены справа представляют преобразования Фурье и функционалы от задаваемых
внешних воздействий. По опыту исследования одномерной контактной задачи [5],
вначале должны быть определены контактные напряжения под деформируемым
штампом, после этого, определяются функционалы.

4. Двумерное интегральное уравнение Винера–Хопфа. Контактная задача о действии
деформируемого штампа на многослойную среду, применяемым в статье подходом
может быть исследована, если удается точно решить интегральное уравнение соответ-
ствующей контактной задачи для абсолютно жесткого штампа при задании в правой
части произвольной функции. В работе [16] впервые решено точно двумерное инте-
гральное уравнение Винера–Хопфа в четверти плоскости, применением разделения
переменных. В настоящей работе развивается другой подход решения этого уравне-
ний для произвольной правой части, не требующий разделения переменных. Ниже
дается его краткое изложение. Интегральное уравнение контактной задачи о действии
абсолютно твердого штампа на многослойную среду при наличии гармонических воз-
действий на штамп, в декартовой системе координат в первом квадранте имеет вид [16].

(4.1)
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Обозначения работы [16] полностью сохранены. Здесь ,  – контуры, лежащие на
вещественной оси и отклоняющиеся от нее в динамических задачах гармонической во
времени вибрации, лишь обходя вещественные полюса, по малым полуокружностям,
если они возникают [16]. Не усложняя проблему, выше рассматривается случай изо-
тропной задачи теории упругости. Функции ,  являются четными целыми
функциями, представимыми бесконечными произведениями. Предполагается, что
функции  и  – целые функции первого порядка и конечного типа, то есть
являются трансцендентными, в частности, полиномами. В принятых обозначениях
целая функция  обращается нуль на множествах значений . Разрешая эти
соотношения относительно переменных ; , имеем нули в форме  =

= ,  = . Соответственно, целая функция  имеет нули на

множествах , , . Все нули, предполагае-
мые однократными, имеют точки сгущения на бесконечности в некоторых клиновид-
ных областях, содержащих мнимые полуоси комплексной плоскости. Для нулей при-
няты обозначения: плюс – принадлежность верхней полуплоскости комплексной
плоскости, минус – нижней.

(4.2)

После деления  на , возникают мероморфные функции, обозначенные .
Их нулями являются . Примем правую часть  интегрального уравнения (4.1)
в форме

(4.3)
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γ1 γ2

( )R u ( )P u

( )R u ( )P u

( )R u = ±n nu z
αs = 1,2s ±α11m

± α −2 2
2 mi z ±α21m ± α −2 2

1 mi z ( )P u

= ±ζn nu ±α = ± α − ξ2 2
12 2r ri ±α = ± α − ξ2 2

22 1r ri

( ) ( ) ( ) ( ) ±

α∞
α α

±
= ±

 α= α α α = − α 
∏

  
1

1 1
, 1

m

m m si m
m m m m m m m m

s m s
R u R R R T e e

= = const; 1,2mT m

( ) ( ) ( ) ( ) ±

α∞
α α

±
= ±

 α= α α α = − α 
∏

  
2

1 2
, 1

m

m m si m
m m m m m m m m

s m s
P u P P P S e e

= = const; 1,2mS m

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

− +
+ −

− +

α α
α α = α α =

α α1 2 1 2, , ,m m m m
m m

m m m m

R R
K K

P P

( )mR u ( )mP u ( )K u
± mpz 1 2( , )f x x

∞ ∞
− η +η

−∞ −∞
= η η η η

π   1 1 2 2( )
1 2 1 2 1 22

1( , ) ( , )
4

i x xf x x A e d d

+ +

+ +

∞ ∞
β +β β +β − η +η

= =
∞ ∞

β +β β +β

= =
− η +η

ϕ = + + η η

ϕ = ϕ =

ϕ = η η

 

 

11 1 2 2 1 1 21 2 1 1 2 2

11 1 2 2 1 1 21 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2

1 1

( ) ( )
1 1 2 1 2 1 2 2

1 1
( )

1 2 1 2

( , ) ( , )

( , ) , ( , )

( , ) ( , )*

s s

s s

i x x i x x i x x
s s

s s

i x x i x x
s s

s s
i x x

x x C e C e D e

x x C e x x C e

x x D e

( )+

∞ ∞
α +αβ +β

+
= −

β + α β + α  1 1 2 211 1 2 2( ) 1
1 1 2

11 1 2 20 0 ( )( )
s i x xi x x s

s
s

CC e e dx dx



308 БАБЕШКО и др.
Следуя [16], получим решение интегрального уравнения в форме

(4.4)

Построенное решение двумерного уравнения Винера–Хопфа в первом квадранте
легко трансформируется в решения одномерных уравнений Винера–Хопфа, в случа-
ях, когда справедлива замена  или .

5. Интегральное уравнение для деформируемого штампа. Составим интегральное
уравнение для определения контактных напряжений под деформируемым штампом.
Для этого с учетом формул (3.1)–(3.4) представим перемещение  деформируе-
мого штампа в области контакта в виде упакованного блочного элемента

(5.1)

Преобразуем представление внешней формы, разделив в ней неизвестные и заданные
составляющие

(5.2)

Выберем в интегральном уравнении (4.1) в качестве неизвестной функции 
контактные напряжения , возникающие под деформируемым штампом. При-
равняем вертикальные перемещения (4.1) поверхности многослойной среды 
параметрам вертикального перемещения (5.1)  деформируемого штампа сни-
зу. Применив к этому равенству преобразование Фурье, получим соотношение

( )+

∞ ∞
α +αβ +β

+
= −

β + β β + α  1 1 2 21 1 21 2( ) 2
2 1 2

2 21 1 10 0 ( )( )
s i x xi x x s

s
s

CC e e dx dx

( )
∞ ∞

α +α− η +η η ηη = −
α − η α − η  1 1 2 21 1 2 2( ) 1 2

1 1 2
1 1 2 20 0

( , )( )
( )( )

i x xi x x DD e e dx dx

ϕ = ϕ + ϕ + ϕ1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )*x x x x x x x x

−λ +β+

+γ γ γ γ

β −λ+

+γ γ γ γ

− η +η

η β η ηϕ = λ β η η +
π λ β η − λ η η

β η η η+ λ β η η +
π β λ η − λ η η

η η+
η η

   

   

1 2 2

1 2 3 4

1 1 2

1 2 3 4

1 1 2

( )1 1 2 1 2 1
1 2 2 1 2

1 2 1 1 2

( )2 1 2 1 2
1 1 2

2 1 2 1 2

(1 2

1 2

( , ) ( , )( , )
2 ( , )( ) ( , )

( , ) ( , )
2 ( , )( ) ( , )

( , )
( , )

i x x

i x x

i x

K Aix x e d d d d
K K
K Ai e d d d d

K K
A e
Kγ γ

η η  2

3 4

)
1 2

x d d

α α → α1 2 1( , ) ( )K K α α → α1 2 2( , ) ( )K K

ψ 1 2( , )x x

( )ψ
γ γ

ω α α α α=
π α + α − 

1 2

1 2 1 2
1 2 2 2 2 2

1 2

( , )1( , )
4

d dx x
k

ω α α = − α α + α α + α α1 2 1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )Q Q G

+ + + +
+ + + +

+ + + +
+ + + +

α α α αα α = − α α + α α + α α
α α α α

α α α αα α = α α + α α − α α − α α +
α α α α

1 2 1 2
1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

Q Q Q Q

G T T T T

+ +
+ +

   α α+ − Ψ α − Ψ α + − Ψ α − Ψ α   α α   
1 2

1 2 1 2 2 1 2 1
1 2

1 (0, ) (0, ) 1 ( ,0) ( ,0)

ϕ 1 2( , )x x

1 2( , )q x x

1 2( , )f x x
ψ 1 2( , )x x

( )
− α α + α α + α α = α α α α

α + α −
1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 22 2 2
1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )Q Q G K Q
k



309О КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ С ДЕФОРМИРУЕМЫМ ШТАМПОМ
В результате приходим к функциональному уравнению

С учетом (4.2), функция  принимает вид

(5.3)

Преобразование Фурье правой части двумерного интегрального уравнения Вине-
ра–Хопфа для деформируемого штампа (4.3) представимо в форме

(5.4)

Применив к этому соотношению обращение Фурье, получаем интегральное уравне-
ние контактной задачи о действии деформируемого штампа на многослойную среду
в виде

(5.5)

6. Дисперсионные уравнения частот дискретных резонансов академика И.И. Воровича.
Воспользуемся построенным решением интегрального уравнения Винера–Хопфа в
первом квадранте (5.5). С учетом принятых обозначений (5.3), (5.4), его решение, для
произвольной правой части имеет вид

(6.1)

Принимая во внимание обозначения (5.3), (5.4), получаем

Для нахождения функционалов (5.2), , ,  применим к
формуле (6.1) преобразование Фурье по координатам , с параметрами  по-
лучим соотношение
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(6.2)

С учетом (5.2) представим уравнение (6.2) в следующем виде

(6.3)

где

Полагая слева в этом выражении , , получаем систему трех инте-
гральных уравнений относительно , , 

(6.4)

где

Полученная система уравнений (6.4) является точной для определения функциона-
лов. Однако, она имеет сложный вид из за наличия интегральных операторов. Важно
отметить, что входящие в это уравнение члены, содержащие функции , ,
получаются в результате учета узкой приграничной зоны штампа, в которой описыва-
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ются особенности типа  [3]. Остальные члены уравнения учитывают значение
контактных напряжений во внутренней зоне области. Пренебрегая узкой зоной вбли-
зи границы, получим следующие приближенные уравнения для функционалов.

(6.5)

Функционалы (6.5) позволяют описать высокоточные дисперсионные уравнения
для нахождения частот  дискретных резонансов, предсказанных И.И. Воровичем. 

Подставляя найденные значения функционалов (6.5) , ,
 в правую часть соотношения (6.3), получаем высокоточное аналитическое

решение контактной задачи с деформируемым штампом. Для большей точности при-
ближенного решения, функционалы следует внести также и в подынтегральные функ-
ции в (6.3). Переход к штампам более сложной реологии осуществляется по алгорит-
му, описанному в работе [4].

Заключение. В работе впервые построены основы теории двумерных контактных за-
дач для деформируемых штампов, действующих на многослойные основания. Уста-
новлено соответствие получаемых результатов с ранее обнаруженным И.И. Ворови-
чем существованием дискретных резонансов в контактных задачах с деформируемы-
ми штампами. Найдены высокоточные приближенные решения контактных задач с
деформируемым штампом в четверть плоскости и дисперсионные уравнения для слу-
чая материала штампа простой реологии. Изложен алгоритм решения таких контакт-
ных задач для деформируемых штампов сложных реологий. В основе теории лежит
универсальный метод моделирования, позволивший точно решать контактные задачи
для абсолютно жесткого штампа и высокоточно для случая с деформируемым штампом.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фон-
да, проект № 22-21-00129.
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On the Contact Problem with Deformable Stamp in the Quarter Plain

V. A. Babeshkoa,b,#, O. V. Evdokimovaa,##, O. M. Babeshkob,###,
M. V. Zaretskayab,####, and V. S. Evdokimovb,#####

aSouthern Scientific Center of the Russian Academy of Sciences, Rostov-on-Don, Russia
bKuban State University, Krasnodar, Russia

#e-mail: babeshko41@mail.ru
##e-mail: evdokimova.olga@mail.ru

###e-mail: babeshko49@mail.ru
####e-mail: zarmv@mail.ru

#####e-mail: evdok_vova@mail.ru

In this paper, for the first time, a two-dimensional dynamic contact problem on the action
of a deformable stamp on a quarter of the plane of a multilayer medium is strictly mathemat-
ically investigated. In contrast to the case of an absolutely solid stamp, a deformable stamp
introduces additional features, consisting in the possibility of the occurrence of discrete res-
onances predicted by academician I.I. Vorovich. The paper shows that the use of a method
based on the use of block elements makes it possible to obtain an equation describing reso-
nant frequencies. To study contact problems with a deformable stamp made of materials of
complex rheology, including smart materials, it is proposed in the paper to first conduct a
study for the case of a deformable stamp made of a material of simple rheology described by
Helmholtz equations. Solutions of boundary value problems for stamps of complex rheolo-
gy, after that, are represented by a combination of solutions of boundary value problems for
stamps of simple rheology.

Keywords: contact problem, block element, deformable stamp, Wiener–Hopf integral equa-
tion
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