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Исследуется устойчивость адвективного течения в плоском горизонтальном слое не-
сжимаемой жидкости с твердыми границами. На верхней границе слоя задано линей-
ное распределение температуры, нижняя граница теплоизолированная. Плоскопарал-
лельное течение, возникшее под действием горизонтальной конвекции, описывается
аналитически в виде точного решения уравнений Навье–Стокса в приближении Бус-
синеска. В рамках линейной теории исследуется устойчивость адвективного течения
на нормальные возмущения при различных значениях числа Прандтля. Определяются
наиболее опасные моды, строятся нейтральные кривые. В рамках нелинейной поста-
новки задачи изучается структура конечно-амплитудных возмущений в надкритиче-
ской области вблизи минимумов нейтральных кривых.
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Адвективное течение возникает в плоском горизонтальном слое несжимаемой жид-
кости при наличии продольного градиента температуры [1]. В ситуации, когда темпе-
ратура на одной или обеих его горизонтальных границах является линейной функцией
( , где  – продольная координата,  – постоянный горизонтальный темпера-
турный градиент на границах слоя), течение описывается аналитическим выражени-
ем, которое является точным решением уравнений Навье–Стокса [2, 3]. Если обе гра-
ницы твердые, на которых задано условие прилипания, то возникает течение Остро-
умова–Бириха [4]. Устойчивость такого течения исследована в [5]. В обзоре [3] описан
класс подобных аналитических решений, обзор устойчивости различных адвектив-
ных, описанных таким образом течений, представлен в [6].

В последние годы появилось аналитическое описание адвективных термокапилляр-
ных течений в условиях невесомости [7, 8], представлены точные решения уравнений
Навье–Стокса, описывающие плоскопараллельное адвективное течение в горизонталь-
ном слое несжимающейся жидкости с твердыми границами, на которых задано линей-
ное распределение температуры разных знаков, либо линейный горизонтальный темпе-
ратурный градиент [9], с внутренним линейным источником тепла [10], при наличии
условия проскальзывания Навье [11], при наличии акустической волны [12–14], ис-
следована устойчивость адвективного течения феррожидкости [15]. Сформулирован
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новый класс точных решений уравнений Навье–Стокса, описывающих адвективные
течения, когда температура на границах слоя распределяется по квадратичному зако-
ну. Задача сводится к решению нелинейной системы нестационарных одномерных
уравнений [16–18]. В работе [19] был учтен слабый наклон слоя и в качестве жидкости
была рассмотрена бинарная молекулярная смесь с положительной термодиффузией.
В этой задаче тоже имеется точное аналитическое решение, в предельном случае вы-
рождающееся в классическое плоскопараллельное движение Остроумова–Бириха.
В этой работе было показано, что реализующееся течение переносит примесь в один
угол и в результате данная система может использоваться как сепаратор для жидких
молекулярных смесей.

Адвективное течение в горизонтальном слое жидкости с обеими теплоизолирован-
ными границами описано аналитически в [19]. В этом случае кубический профиль
скорости остается неизменным, а в профиле температуры отсутствуют зоны потенци-
ально неустойчивой стратификации, тем самым исключаются моды неустойчивости
рэлеевской природы. Линейный анализ устойчивости, проведенный в [20], показал,
что опасные гидродинамические моды возникают при малых числах Прандтля (Pr) от
0.015 до 0.27. Имеется немало работ по исследованию подобных течений при наличии
однородного продольного градиента температуры численно и аналитически как в дву-
мерной постановке [21–24], так и в трехмерной [25, 26], а также опубликованы экспе-
риментальные работы [27, 28].

Влияние вращения на адвективное течение в плоском слое жидкости при числе
Прандтля (Pr) равного 0.1 с твердыми границами с одной нижней теплоизолирован-
ной границей исследовалось в [29], где было выявлено несколько наиболее опасных
мод неустойчивости. Это побудило к изучению влияния Pr на устойчивость адвектив-
ного течения в горизонтальном слое жидкости при теплоизолированной нижней гра-
нице при отсутствии вращения.

1. Математическая модель. Рассмотрим бесконечный горизонтальный слой несжи-
маемой жидкости шириной  с твердыми границами, помещенный в однородное по-
ле тяжести. Движение жидкости описывается уравнениями конвекции в приближе-
нии Буссинеска [1] в декартовой системе координат  (  – вертикальная, ,  –
горизонтальные координаты). Выбрав в качестве единиц измерения длины, времени,

скорости, температуры и давления , , , ,  (где  – кинематиче-
ская вязкость,  – коэффициент теплового расширения,  – ускорение свободного
падения,  – средняя плотность) получим исходные уравнения в безразмерном виде

(1.1)

2h

Oxyz z x y

h ν2 /h β ν3/g Ah Ah ρ β 3
0g Ah ν

β g
ρ0

  ∂∂ ∂ ∂ ∂+ + + = − + Δ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
Gr pu u u uu w u

t x y z x
v

  ∂∂ ∂ ∂ ∂+ + + = − + Δ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
Gr pu w

t x y z y
v v v v

v v

  ∂∂ ∂ ∂ ∂+ + + = − + Δ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
Gr pw w w wu w w T

t x y z z
v

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

0u w
x y z

v

 ∂ ∂ ∂ ∂+ + + = Δ ∂ ∂ ∂ ∂ 

1Gr
Pr

T T T Tu w T
t x y z

v

β ν= =
χν

4

2Gr , Prg Ah



928 К. Г. ШВАРЦ, Ю. А. ШВАРЦ
Здесь , ,  – компоненты вектора скорости v,  – температура и  – давление, зави-
сящие от времени  и пространственных координат , , ; Gr – число Грасгофа,  – ко-

эффициент температуропроводности, оператор Лапласа  +  + .
Граничные условия в безразмерном виде имеют вид:

(1.2)

Течение замкнутое:

(1.3)

Краевая задача (1.1)–(1.3) имеет аналитическое решение [24]:

(1.4)

Скорость имеет антисимметричный кубический профиль и совпадает с [4] для твер-
дых границ, профиль температуры не обладают симметрией.

2. Линейная теория. Для исследования устойчивости адвективного течения (1.4)
применяется метод малых возмущений [5]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Здесь V, , P ′ – малые возмущения вектора скорости, температуры и давления.
В рамках линейной теории устойчивости в уравнениях (2.2)–(2.4) пренебрегаем малы-
ми квадратичными по возмущениям V и  слагаемыми. Полученная система линей-
ных уравнений имеет решения в виде нормальных возмущений, пропорциональных

, где , – декремент, определяющий временной ход воз-
мущений. Вещественные коэффициенты  и  – это компоненты волнового вектора
вдоль осей  и . Следуя [1, 5], изучаются два хорошо известных [12] предельных
случая. Это плоские периодические возмущения в виде валов с осью, параллельной
оси  и пространственные спиральные периодические по y возмущения в виде валов
с осью, перпендикулярной к оси .

Случай плоских возмущений. Уравнения возмущений выводятся из линеаризованной
системы (2.2)–(2.4) в предположении, что производная по  от всех функций равна
нулю ( ). Возмущения скорости и температуры являются функциями времени 
и двух пространственных координат  и . Численным методом, описанном в [29–31],
решается начально-краевая задача для системы линейных уравнений в частных про-
изводных по времени  и переменной .
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Рис. 1.
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Расчеты показали, что аналогично [20, 22] только при малых значениях числа
Прандтля ( ) возникает опасная колебательная гидродинамическая мода.
Волновое число  убывает при  (рис. 1а) и принимает минимальное зна-
чение  при , а затем оно монотонно возрастает с ростом числа
Прандтля. Критическое число Грасгофа ( ) возрастает при всех значениях Pr (рис. 1б).
На рис. 1в представлены характерные нейтральные кривые при 1 – , 2 –

 и 3 – .
Случай спиральных возмущений. Уравнения спиральных возмущений выводятся из

системы (2.2)–(2.4) в предположении, что производные в ней по  от всех функций
равны нулю ( ). Имеются три компоненты вектора возмущения скорости, а так-
же возмущения температуры, которые являются функциями времени  и двух про-
странственных переменных , . Полученная начально-краевая задача решается по
вычислительной схеме аналогично случаю плоских возмущений.

Расчеты показали, что в отличие от плоских возмущений при малых значениях чис-
ла Прандтля возникает опасная монотонная гидродинамическая мода. С ростом Pr
волновое число  уменьшается (рис. 2а), критическое число Грасгофа уменьшается
от 57243.4 до 8182.7 при  (рис.2б), то есть происходит дестабилизация ад-
вективного течения на данном интервале. При   достигает минимального
значения, затем оно монотонно возрастает с ростом числа Прандтля, течение стано-
вится более устойчивым. В качестве примера на рис. 2в представлены нейтральные
кривые при 1 – , 2 –  и 3 – .

3. Конечно-амплитудные возмущения. Возмущения конечной амплитуды в надкри-
тической области исследуются на основе нелинейной системы уравнений (2.2)–(2.4).

Случай плоских возмущений. Для плоских периодических по  возмущений система
имеет вид

(3.1)

(3.2)

≤ <0 Pr 0.16
xk ≤ <0 Pr 0.08

= 1.19xk =Pr 0.08
крGr

=Pr 0.04
=Pr 0.06 =Pr 0.08

x
= 0xk

t
y z

yk
≤ <0 Pr 0.14

=Pr 0.14 крGr

=Pr 0.1 =Pr 0.14 =Pr 0.2

x

( ) ( )∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ϕ ∂ψ ∂θ + − + + + = Δϕ − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
0 0''Gr u z u z

t z x x z x x x

Δψ + ϕ = 0

( ) ( )∂ψ ∂ψ ∂ψ ∂ψ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ + − + + − + θ = Δθ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
0 0

1'Gr Ra
Pr

u z z
t z x x z x z x

∂ψ ∂θ= − ψ = = =
∂ ∂

1: 0, 0, 0z
z z



930 К. Г. ШВАРЦ, Ю. А. ШВАРЦ

Рис. 2.
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где  – длина волны возмущений, оператор Лапласа  + , ,
,  – конечно-амплитудные возмущения функции тока (U = –∂ψ/∂z,

W = ∂ψ/∂x), вихря скорости (ϕ = ∂U/∂z – ∂W/∂x = –Δψ) и температуры.
Нелинейная задача (3.1)–(3.4) решалась численно методом сеток [31]. В рамках

двухполевого метода [33] использовалась явная конечно-разностная схема. Уравнение
Пуассона для функции тока решалась методом последовательной верхней релакса-
ции. Основные расчеты проводились на сетке 101 × 200, они подтвердили критиче-
ские значения числа Грасгофа, найденные в линейной теории. Было выявлено два ти-
па конечно-амплитудных возмущений. При малых значениях числа Прандтля в диа-
пазоне  вдоль слоя образуется пара чередующихся теплых и холодных
пятен. На рис. 3а представлены изотермы возмущения температуры при , для

 выше критического, . В силу теплоизоляции нижней границы слоя
жидкости тепловые пятна имеют форму близкую к полуокружности. Соответственно
возникает цепочка вихрей, попарно вращающихся по часовой и против часовой
стрелки (рис. 3б). Центры вихрей расположены в середине слоя вблизи центров теп-
лого и холодного пятна. Несмотря на наличие линейного распределения температуры
на верхней границе, при  структура конечно-амплитудных возмущений ско-
рости для плоских возмущений практически совпала с результатами работы [22], где
обе горизонтальные границы слоя жидкости теплоизолированные. Это свидетельству-
ет о превалирующем влиянии температурной стратификации в центре слоя жидкости
на конечно-амплитудные возмущения скорости и слабом влиянии изменения гранич-
ных условий (3.3).

При значениях  имеется пара теплых и холодных пятен эллиптической
формы, движущихся вдоль слоя, например, как на рис. 4а при , для 
выше критического и . Формируется четверка вихрей, попарно локализован-
ных вблизи верхней и нижней границы, движущихся в том же направлении вдоль
слоя, что и конечно-амплитудные возмущения температуры (рис. 4б).

Случай спиральных возмущений. Для пространственных периодических по  возму-
щений система принимает вид
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Рис. 3.

�1.0

�0.5

0

0.5

z
1.0

0 1 2 3 4 x

�1.0

�0.5

0

0.5

z
1.0

0 1 2 3 4

a

б

x

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

где оператор Лапласа  + . Имеются все три компоненты возмущений
скорости, которые зависят от времени  и двух пространственных координат  и .

 – конечно-амплитудные возмущения функции тока , ,
описывающие проекцию возмущений скорости на плоскость ,  – конечно-
амплитудные возмущения первой компоненты скорости, описывающие проекцию воз-
мущений скорости на плоскость  или , ,  – конечно-амплитуд-
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Рис. 4.
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ные возмущения вихря скорости (  = ∂V/∂z – ∂W/∂y = –ΔΨ) и температуры. Этот под-
ход использовался ранее во многих работах, например [12, 30].

Нелинейная задача (3.5)–(3.8) решалась численно методом сеток [31]. Основные
расчеты проводились на сетке 101 × 200. Расчеты показали, что при всех рассматрива-
емых значениях числа Прандтля в областях с неустойчивой температурной стратифи-
кацией возникает система бегущих винтообразных вихрей.

На рис. 5 представлены изотермы конечно-амплитудных возмущений температуры
, изолинии возмущений функции тока  и компоненты скорости
 при  для числа Грасгофа  выше критического, .

В середине вдоль слоя движется пара теплых и холодных пятен (рис. 5а). Проекция
движения, описанная функцией возмущения функции тока вблизи порога устойчиво-
сти, представляет собой движущуюся вдоль оси  цепочку вращающихся в противо-
положных направлениях вихрей, занимающих весь слой (рис. 5б). Одновременно x-ая
компонента возмущения скорости, описывает в центре слоя вращающиеся то против,
то по часовой стрелке движущихся вдоль оси  вихрей в плоскости . Центры вих-
рей расположены вблизи центров теплого и холодного пятна. Таким образом, в центре
слоя формируется трехмерное вихревое движение, вблизи же верхней и нижней гра-
ницы слоя имеются цепочки движущихся вдоль оси  слабых вихрей, вращающихся
в плоскости  (рис. 5в).

Заключение. Представлено точное решение уравнений Навье–Стокса, записанное в
приближении Обербека–Буссинеска и описывающее адвективное течение несжимае-
мой жидкости в горизонтальном слое с твердыми границами, условием теплоизоляции
на нижней границе и линейным распределением температуры на верхней границе.
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Рис. 5.
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В рамках линейной теории устойчивости показано, что на всем рассматриваемом
диапазоне числа Прандтля при числах Грасгофа выше критических для плоских воз-
мущений развивается колебательная неустойчивость, а для спиральных возмущений
монотонная. С ростом числа Прандтля адвективное течение становится более устой-
чивым на плоские возмущения. Минимальное критическое число Грасгофа для спи-
ральных возмущений равное 8182.7 достигается при . Плоские возмущения
являются опаснее спиральных возмущений.

Поведение конечно-амплитудных возмущений, возникающих в слое жидкости при
значениях числа Грасгофа выше критического, исследовано конечно-разностным ме-
тодом сеток на основе нелинейной задачи. За порогом устойчивости возникают неста-
ционарные периодические конечно-амплитудные возмущения скорости и температу-
ры в виде системы вихрей и температурных пятен различной конфигурации.
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Stability of Advective Flow in a Horizontal Fluid Layer Insulated
from below with Solid Boundaries

K. G. Shvartsa,# and Yu. A. Shvartsa,##

aPerm State University, Perm, Russia
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The stability of advective f low in a f lat horizontal layer of incompressible f luid with solid
boundaries is investigated. The linear temperature distribution is specified on the upper
boundary of the layer and the lower boundary is heat-insulated. The plane-parallel f low,
which has arisen under the action of horizontal convection, is described analytically in the
form of an exact solution of the Navier-Stokes equations in the Boussinesq approximation.
Within the framework of the linear theory, the stability of advective f low with respect to
small normal perturbations is investigated for different values of Prandtl number. The most
dangerous modes are determined and neutral curves are constructed. In the framework of
nonlinear formulation of the problem, the structure of finite-amplitude perturbations in the
supercritical region near the minima of neutral curves is studied.

Keywords: horizontal convection, advective f lows, exact solution, normal perturbations, sta-
bility, finite-amplitude perturbations
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