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Рассмотрена задача о равновесии упругого тела с плоским основанием и закруглен-
ными кромками на наклоненном полупространстве из того же материала в поле си-
лы тяжести. Получены уравнения, определяющие границы области контактного
взаимодействия и подобластей частичного проскальзывания и сцепления на ней.
Изучено влияние механических и геометрических характеристик взаимодействую-
щих тел и коэффициента трения на структуру области контактного взаимодействия
и угол поворота тела вследствие деформаций. Построены графики распределений
нормальных и касательных напряжений в области контактного взаимодействия в за-
висимости от угла наклона основания и расположения центра масс упругого тела.
Определено условие его скольжения по основанию.
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1. Введение. Задача о равновесии тела на деформируемом основании является клас-
сической задачей теории упругости [1–4]. Основное внимание при ее исследовании
уделяется таким вопросам, как определение областей контактного взаимодействия,
сближения взаимодействующих тел, а также распределения напряжений в деформи-
руемом материале при заданных независимых друг от друга прижимной и касательной
нагрузках и моменте. В теоретической механике в подобных задачах определяются
возможные положения равновесия систем тел под действием некоторой заданной
внешней силы, чаще всего, силы тяжести. При этом вопрос определения компонент
реакции, т.е. прижимной и касательной нагрузки и момента, обеспечивающих равно-
весие, для систем с сухим трением представляет значительную сложность [6, 7]. В свя-
зи с этим модели контактного взаимодействия между телами значительно упрощают-
ся. Так, например, при решении задачи о равновесии системы тел в [8] контакт между
телами сложной формы предполагается сосредоточенным в трех точках, а трение меж-
ду телами задается классическим законом Кулона–Амонтона.

В представленной работе подходы теории упругости и теоретической механики
объединяются при исследовании равновесия тела на наклонной плоскости с сухим
трением. Эта задача является составной частью многих практических задач: напри-
мер, в динамике мобильных роботов (например, [9, 10]), в том числе при движении в
сложной среде с препятствиями [11], задачах о движении гранулированных сред [12],
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Рис. 1. Схема контакта упругого тела с основанием.
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при экспериментальном определении параметров взаимодействия объектов в различ-
ных условиях [13, 14].

Рассматривается равновесие упругого цилиндрического тела на наклоненном полу-
пространстве из того же материала в поле силы тяжести. Предполагается, что контак-
тирующая поверхность тела состоит из плоского участка и закругленных кромок.
Вследствие деформируемости контактирующих тел и действия силы тяжести упругое
тело поворачивается на некоторый угол, и в области контактного взаимодействия воз-
никает несимметричное распределение нормальных  и касательных напряжений ,
которое определяется решением статической задачи теории упругости [4, 15], учиты-
вающим существование подобластей скольжения и сцепления поверхностей в обла-
сти их контакта. В отличие от [4, 15], прижимающая и касательная внешние силы,
действующие на тело, не являются независимыми величинами, а суть проекции силы
тяжести и зависят от угла наклона полупространства к горизонту; при этом момент
силы тяжести определяется как положением центра масс в теле, так и его поворотом
вследствие упругих деформаций.

Целью исследования является изучение условий равновесия тела в зависимости от
механических характеристик материалов взаимодействующих тел, расположения цен-
тра масс лежащего на наклонном основании тела, ширины его плоского участка, ко-
эффициента трения и угла наклона к горизонту поверхности основания. Представле-
ны постановка задачи (разд. 2), распределения контактных напряжений и уравнения,
определяющие границы контактной области и угол наклона упругого тела (разд. 3),
анализ влияния наклона основания и коэффициента трения на расположение подоб-
ластей сцепления и проскальзывания в области контактного взаимодействия (разд. 4),
зависимость угла наклона упругого тела, лежащего на наклоненном основании, от его
геометрических, массово-инерционных и механических характеристик (разд. 5).

2. Постановка задачи. Рассмотрим (рис. 1) задачу о равновесии в поле силы тяжести
тела 1 на полупространстве 2 из одного и того же линейно упругого материала с моду-
лем Юнга  и коэффициентом Пуассона . Недеформированная граница  полу-
пространства составляет угол  с горизонтом. Тело предполагается бесконечно протя-
женным в направлении оси , перпендикулярной к плоскости чертежа; обозначим

– его массу на единицу длины в этом направлении.
С недеформированной границей основания свяжем систему отсчета , ось 

перпендикулярна основанию, плоскость  перпендикулярна образующей тела.
Пусть точка  является серединой плоской части основания тела, ширину которой
обозначим , радиусы кривизны кромок равны  (в точках ). Наклон тела к
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основанию, возникающий в результате действия на него силы тяжести и деформации
контактирующих тел, обозначим . Этот угол, как и границы области контактного
взаимодействия  заранее неизвестны и определяются решением контактной
задачи. Обозначим , тогда форма наклоненного индентора описывается функ-
цией:

(2.1)

Замечание. Заметим, что форма наклоненного тела на скруглениях описывается ука-
занной функцией лишь для малых углов , таких что , .

Сделаем следующие предположения о касательных напряжениях на деформиро-
ванной границе двух тел, которая состоит из подобластей сцепления и проскальзыва-
ния точек взаимодействующих поверхностей [3, 4]:

• В области скольжения  направление касательных сил противоположно направ-
лению относительного проскальзывания, т.е.

(2.2)

где  – коэффициент трения,  – относительное проскаль-
зывание частиц материала,  – смещение границы каждого тела ( ) в резуль-
тате их упругого деформирования вдоль оси ,  – относительное смеще-
ние в направлении оси  фиксированных точек тел, расположенных на некотором
удалении от области контакта. Заметим, что величина этого смещения не оказывает
влияние на распределение нормальных и касательных напряжений в области контакт-
ного взаимодействия.

• В области сцепления  относительное проскальзывание  равно нулю, т.е.

(2.3)
и выполняется равенство

(2.4)
Доказано [4], что возможна только одна зона сцепления внутри области контактно-

го взаимодействия, т.е. , . Суммарная реакция, дей-
ствующая на тело со стороны основания, равна

Момент касательных напряжений относительно точки  равен нулю, а момент нор-
мальных напряжений направлен вдоль оси  и равен

Составим уравнения равновесия тела. Пренебрегая перераспределением массы из-
за деформации тела при контакте с основанием, будем считать, что действие силы тя-
жести в каждом вертикальном сечении сводится к одной силе , приложенной в
центре масс , который находится на высоте  от плоской части основания и смещен
на расстояние  от оси симметрии (рис. 1). Проекции силы тяжести на оси  и  со-
ответственно равны  и , а величина момента силы тяжести относи-
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тельно точки  зависит от угла наклона тела и равна .
Окончательно, условия равновесия тела имеют вид:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Это система уравнений относительно функций  и  и угла поворота тела 
совместно с граничными условиями (2.2)–(2.4) для определения контактных напря-
жений служит для расчета как контактных напряжений, так и угла поворота тела при
заданных точке приложения и величине силы тяжести.

3. Распределение нормальных и касательных напряжений. Обезразмерим величины,
имеющие размерность длины, выбрав радиус скругления кромок тела в качестве мас-
штаба:

(далее знак тильды в обозначениях опустим). Кроме того, введем безразмерный параметр

(3.1)

Параметр  задает соотношение между весом тела, радиусом скругления и упругими
модулями материала.

Вследствие равенства упругих модулей тела и основания, уравнения, определяю-
щие распределения нормальных  и касательных  контактных напряжений,
разделяются. Согласно решению Мусхелишвили [2], распределение нормальных на-
пряжений определяется формулой:

(3.2)

где функция  описывает наклон границы тел и с учетом (2.1) в безразмерных пе-
ременных имеет вид:

(3.3)

Границы области контактного взаимодействия ,  и тангенс угла наклона  плоской
части тела определяются из следующих уравнений, являющихся следствиями уравне-
ний равновесия (2.5), (2.7) и условия сходимости интеграла (3.2):
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Распределение касательных напряжений, удовлетворяющее граничным условиям (2.2)
и (2.4) в областях скольжения  и сцепления , имеет вид [4]:

Функция  определяется соотношением [4]

(3.7)

причем . Границы  и  области сцепления определяются уравне-
ниями:

(3.8)

(3.9)

Последнее уравнение есть следствие уравнения равновесия (2.6).
Таким образом, решение задачи о равновесии упругого тела на наклонном основа-

нии сводится к последовательному решению системы (3.4)–(3.6) относительно ,  и
 и затем системы (3.8)–(3.9) относительно  и . Параметрами первой систе-

мы являются величины , угол наклона опорного полупространства , ширина
плоской части  и положение центра масс ( , ); во второй системе к параметрам до-
бавляется коэффициент трения .

Решение указанных систем проводилось численно с помощью библиотеки числен-
ных методов GNU Scientific Library. Заметим, что в [4] приведены точные аналитиче-
ские выражения для распределения давлений (3.2) и касательных напряжений (3.7)
для заданной функции (3.3), а также конечные уравнения на параметры распределе-
ний, равносильные (3.4)–(3.6) и (3.8)–(3.9). Эти выражения использовались для про-
верки точности численных расчетов, но так как в настоящей работе решение системы
уравнений проводилось численно, то для получения результатов использовались ука-
занные выше универсальные интегральные формулы. Это не ухудшало существенно
скорости и точности получения результатов.

4. Влияние угла наклона основания и коэффициента трения на структуру области кон-
тактного взаимодействия. При расчетах в качестве базовых были выбраны следующие
численные значения безразмерных параметров:

Значение для  выбрано на основании значений плотности  и модулей упругости ,
 для некоторого типа резины (  кг/м3,  МПа, ).

На рис. 2 приведена зависимость границ области контактного взаимодействия  и
 и границ области сцепления  и  от угла наклона основания для трех значений ко-

эффициента трения , , .
Коэффициент трения не влияет на ширину и положение области контактного взаи-

модействия. Кроме того, ясно, что при симметричном расположении центра масс
( ) структура контактной области симметрична для положительных и отрицатель-
ных углов наклона , поэтому далее рассматривается только случай . Для указан-
ных выше параметров при  тело опирается как на плоскую часть, так и на оба
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Рис. 2. Зависимость границ области контактного взаимодействия  (кривые 1 и 2) и области сцепления

от угла  для коэффициентов трения  (кривые 3, пунктир и сплошная), 0.2 (кривые 4), 0.3 (кривые 5).
Тонкая линия 6 – координата вертикальной проекции центра масс тела на основание.
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скругления. При  контакт происходит по плоской части и правому краю тела
(т.е. ).

Расчеты показывают, что если контактная область распространяется на оба (рис. 3, a,б)
или один (рис. 3, в) скругленный край, то распределение давлений имеет максимум
(один или два) на соответствующем участке контактной области. Давление минималь-
но на плоской части контактирующей поверхности упругого тела. Распределение ка-
сательных напряжений в областях проскальзывания показано на рис. 3 красными ли-
ниями. При увеличении угла наклона основания величины максимальных контакт-
ных напряжений возрастают.

Коэффициент трения  влияет на расположение и ширину областей проскальзыва-
ния и сцепления материалов. Область сцепления  всегда единственна и находится
внутри контактной области, причем для малых углов распространяется на плоскую
часть и оба скругления, т.е. ,  (рис. 3, a), на плоскую часть и правое скруг-
ление, т.е. ,  (рис. 3, б), только на скругление, т.е.  (рис. 3, в).

Максимальное значение угла наклона основания, при котором область сцепления
существует и соответственно выполнено условие равновесия (3.5), определяется нера-
венством [4]

откуда следует (см. (2.5), (2.6))

(4.1)

При выполнении этого условия существует единственное решение системы уравне-
ний (3.8)–(3.9). При критическом угле наклона основания  область сцеп-
ления вырождается в одну точку .

ϕ °> 12
<a c

μ
Ωa

−1 <d c 2 >d c
− 1< <c d c 2 >d c 1 2< <c d d

≤ μ ,Q P

ϕ ≤ μarctg

ϕ μ* = arctg
1 2=d d
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Рис. 3. Распределение нормированных нормальных  (черная сплошная линия 1) и касательных

 напряжений (красная штриховая линия 2) при  (а), 10° (б), 16° (в), коэффициент трения
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Замечание. Поворот тела на угол  не влияет на условие равновесия (4.1), означаю-
щее отсутствие скольжения. Это связано с тем, что в линейной теории упругости
вследствие предположения о малости деформаций как опоры, так и самого тела давле-
ние  и касательное напряжение  относят к недеформированной границе осно-
вания – т.е. оси , поэтому касательные напряжения должны уравновешивать толь-

α

( )p x ( )q x
Kx
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Рис. 4. Слева: зависимость угла наклона тела  от угла наклона основания . Кривая 1: , 2:

, 3: . Справа: зависимость угла наклона тела  от параметра . Кривая 1:

, 2: , 3: .
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ко касательную составляющую силы тяжести  (не зависящую от ), а их
момент относительно точки  равен нулю. Вообще говоря, при учете изменения на-
клона элементарных площадок в контактной области результирующая касательных
напряжений  не параллельна оси , а их момент окажется ненулевым. Тогда моди-
фицированные уравнения, соответствующие (3.4)–(3.6) и (3.8)–(3.9), не будут разде-
ляться, а критический угол , помимо коэффициента трения , будет зависеть от
остальных параметров задачи. Однако эти эффекты малы и в настоящей работе не
учитываются.

5. Зависимость наклона тела от параметров задачи. Наклон тела  определяется как
углом наклона упругого основания , так и другими параметрами задачи.

При расположении центра масс на оси симметрии тела ( ) на горизонтальном
основании ( ) тело не наклоняется: . На рис. 4, слева, приведена зависи-
мость наклона тела  от угла  при разных значениях параметра . Правая часть рис. 4
показывает зависимость  от  при фиксированных углах наклона основания . На-
помним, см. (3.1), что параметр  увеличивается при увеличении веса тела, либо при
уменьшении жесткости материала , либо при уменьшении радиуса скругления  (и
одновременном пропорциональном уменьшении остальных параметров, имеющих
размерность длины). Видно, что чем больше угол наклона основания , тем больше
угол наклона , причем, чем больше безразмерный параметр , тем более выражен
этот эффект. При этом в пределе при нулевом значении  (при нулевом весе тела

 или абсолютно жестком материале ) тело не поворачивается  да-
же при ненулевых углах наклона основания  (рис. 4, справа).

Кроме того, наклон тела существенно зависит от координат ( , ) центра масс тела.
Как было указано выше, влияние деформаций в области контактного взаимодействия
на относительное положение центра масс внутри тела пренебрежимо мало, поэтому
величины  и  считаются постоянными. Момент массовой силы тяжести, действую-
щей на тело, вычисляется как момент сосредоточенной силы, равной  и приложен-
ной к центру масс. Координата вертикальной проекции центра масс тела (см. рис. 1)
для малых углов  может быть вычислена по формуле:

ϕ= sinQ mg α
K

Q Kx

ϕ* μ

α
ϕ

= 0l
ϕ = 0 α = 0

α ϕ *P
α *P ϕ

*P
*E R

ϕ
α *P

*P
= 0mg +∞* =E α = 0

ϕ ≠ 0
l h

l h
mg

α

′ + ϕ + α= tg( )Cx l h
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Рис. 5. Зависимость угла наклона тела  от сдвига  центра масс от оси симметрии для . Значения па-

раметров: 1 – , ; 2 – , ; 3 – , .
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Условие положительности давлений  внутри области контакта и условие рав-
новесия (3.6) влечет неравенство , т.е. центр масс должен проектировать-
ся внутрь области контактного взаимодействия. На рис. 2 положение проекции цен-
тра масс внутри области контактного взаимодействия отмечено тонкой линией (при-
веден случай симметричного расположения центра масс ).

Если центр масс расположен несимметрично , то наклон тела возникает и на
горизонтальном основании . Так как наклон определяется величиной момента
силы тяжести (см. (2.7)), то чем больше параметры  и , тем больше наклон . При
уменьшении ширины  плоской части тела, угол наклона также увеличивается. Эти
утверждения подтверждаются результатами расчета угла наклона  для  при из-
менении параметра  при значениях  и  (рис. 5). Заметим, что
при отрицательных значениях смещения центра масс , угол наклона тела на гори-
зонтальном основании отрицателен . (Для приведенных расчетов значение пара-

метра , зависящего от механических параметров материала, не менялось.)
Аналогичный эффект наблюдается и при наклоне основания: при увеличении 

угол наклона тела  тем больше, чем больше высота  и смещение центра масс  и чем
меньше ширина плоской части  (рис. 6). Две приведенные на этом рисунке кривые
( , ) имеют вертикальные касательные при  и : это
означает, что указанные углы являются предельными, для которых равновесие тела
возможно. Для больших углов проекция центра масс  выходит из области контакта
и происходит переворот тела через переднюю кромку (см. рис. 7, представлены зави-
симости границ области контактного взаимодействия и подобластей сцепления и
скольжения для несимметричного случая при , ср. с симметричным случаем,
показанным на рис. 2).

Заключение. Проведено исследование условий равновесия упругого тела, представ-
ляющего собой бесконечный цилиндр, контактирующая поверхность которого имеет

( ) > 0p x
− '< <Ca x b

= 0l
≠ 0l
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Рис. 6. Зависимость угла наклона тела  от угла наклона основания . Кривая 1 – ; 2 – ; 3 –

; 4 – ; 5: , .
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Рис. 7. Зависимость границ контакта (кривая 1: , кривая 2: ) и зоны сцепления (кривая 3: , кривая 4:

) от  при , , . Кривая 5: вертикальная проекция центра масс .
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плоское основание и закругленные кромки, на наклоненном упругом полупростран-
стве из того же материала.
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Показано, что в условиях покоя и деформируемости контактирующих тел область
контакта состоит из подобластей сцепления и относительного проскальзывания, раз-
меры которых, а также угол поворота основания упругого тела относительно поверх-
ности полупространства, зависят от упругих характеристик взаимодействующих тел,
геометрии контактирующей поверхности упругого тела, положения его центра масс и
величины коэффициента трения.

Проведен анализ структуры области контактного взаимодействия и участка сцепле-
ния на ней, а также угла поворота упругого тела относительно основания от угла на-
клона основания, веса тела и механических характеристик материала, положения
центра масс упругого тела и коэффициента трения.

Несмотря на то, что в рамках рассмотренной модели условие равновесия упругого
тела на наклоненном упругом основании совпадает с условием равновесия жестких
тел (критический угол , при котором начинается скольжение тела, определяется со-
отношением , где  – коэффициент трения), проведенное исследование
позволяет провести оценку размера области сцепления в зависимости от наклона
упругого основания, а также от формы, механических характеристик и положения
центра масс лежащего на нем тела.

Анализ решения контактной задачи выполнен по теме государственного задания
(№ госрегистрации AAAA-A20-120011690132-4).
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Equilibrium of an Elastic Body with Rounded Edges on an Elastic Inclined Half-Space
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The equilibrium of an elastic body with f lat base and rounded edges on an inclined half-
space of the same material in gravity field is investigated. The equations defining the borders
of the contact region and the partial slip and stick subregions are stated. The influence of the
mechanical and geometrical characteristics of the interacting bodies and friction coefficient
on the contact region structure and the elastic body’s angle of rotation due to deformations
is analyzed. The graphs of the contact normal and shear stresses are plotted for various foun-
dation’s inclinations and the body’s center of mass positions. The condition of the body slip-
ping is obtained and discussed.

Keywords: elastic body equilibrium, dry friction, partial slip, inclined foundation
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