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Анизотропия силы трения оказывает влияние на траекторию движения материаль-
ной точки, на кинематические характеристики твердых тел и на процессы, происхо-
дящие в области контакта пары трения. Известно также, что при движении твердых
тел по плоскости плотность нормальной реакции может зависеть от скорости центра
масс тела и его угловой скорости. Одновременному учету указанных явлений на ди-
намику тела, опирающегося на круговую или кольцевую область, посвящена данная
работа.
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1. Введение. Изучается движение твердого тела по горизонтальной плоскости.
При расположении центра масс тела над плоскостью скольжения при движении про-
исходит перераспределение плотности нормальных напряжений. С этим явлением
связано понятие динамически согласованного трения, согласно которому при движе-
нии твердого тела с плоским основанием предполагается, что угловая скорость тела
перпендикулярна плоскости опоры и должны выполняться общие теоремы динамики,
записанные относительно осей, проходящих через центр масс тела [1, 11]. Этот подход
получил свое развитие в публикациях [6–8, 18].

Но в упомянутых выше работах предполагалось, что сила трения во всех точках
контакта обладает изотропными свойствами. Однако, во многих экспериментальных
и теоретических работах показано, что сила трения может обладать анизотропными
свойствами. Анизотропное трение возникает из-за неоднородности материала тру-
щихся поверхностей, ориентированных следов механической обработки, износа по-
верхностей трения, кристаллической структуры материалов пары трения и многих
других причин. В [2, 3] вводится тензор трения, через который описывается анизо-
тропное трение, дается доказательство характерных свойств силы анизотропного тре-
ния и тензора трения.

В данном исследовании рассматривается влияние ортотропного трения на динами-
ку движения тела при учете концепции динамически согласованного трения.
При этом будет выбрана линейная модель ортотропного трения [2, 3].

2. Динамически согласованная модель контактных напряжений при ортотропном тре-
нии. Пусть контакт твердого тела с горизонтальной плоскостью происходит по пло-
щадке . С этой площадкой свяжем систему координат  так, что ось  перпен-S ξηζC ζC
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Рис. 1. Область контакта и системы координат. (a) Взаимное расположение осей подвижной и неподвиж-

ной систем координат; (б) Проекции силы трения на оси  и , действующей на площадку .
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дикулярна плоскости скольжения. С плоскостью, по которой скользит тело, свяжем
неподвижную систему координат , причем ось  перпендикулярна плоскости.
Будем полагать, что плотность давления  можно представить в виде [1, 11]:

(2.1)

Кроме того, оси  и  направлены так, что тензор коэффициентов трения имеет
вид:

(2.2)

При сделанных допущениях, сила трения, действующая на элементарную площадку,
выражается формулой (см. рис. 1a)
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Рис. 2. Местоположение центра масс относительно опорной плоскости и силы, создающие момент вокруг
него (  – сила трения,  – равнодействующая реакции опоры на тело).
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Обозначим через  точку, соответствующую центру масс твердого тела. Будем счи-
тать, что проекция точки  на плоскость скольжения совпадает с точкой  – нача-
лом, выбранной ранее системы координат , и оси , ,  – главные оси
инерции тела, причем оси систем  и  параллельны. Так как в представлен-
ном исследовании рассматриваются осесимметричные тела, то такие допущения мож-
но считать обоснованными. Если таких допущений сделать нельзя, то нижеприведен-
ные рассуждения усложняются в связи с необходимостью учитывать взаимную ориен-
тацию систем  и .

Вектор  можно представить в виде

(2.6)

,  – орты осей  и , ,  – орты осей  и  соответственно (см. рис. 1б)).
На рис. 1б) векторы  и  изображены условно. Направление вектора  зависит
от направления скорости элементарной площадки  в плоскости  в соответствии
с формулами (2.5).

Для того, чтобы тело не опрокидывалось сумма моментов от силы трения и от реак-
ции опорной плоскости относительно осей  и  должны равняться нулю (см.
рис. 1б и рис. 2):
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Кроме того, величина нормальной реакции опорной плоскости должна равняться ве-
су твердого тела:

(2.8)

Для определения коэффициентов ,  и  стоящих в формуле (2.1) перепишем
выражения (2.7) в виде
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Рис. 3. Связь декартовой системы координат  с полярной системой.
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где

(2.10)

а  и  выписаны в (2.5).
Для дальнейших рассуждений необходимо определиться с областью контакта твер-

дого тела с плоскостью.
3. Опора на круг радиуса . Пусть тело опирается на плоскость круговой площадкой

радиуса . Тогда декартовые координаты, введенные выше, можно заменить на по-
лярные  и  (рис. 3):
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Из формул (2.9), (3.2) и условия (2.7) при ,  следует, что , т.е.
при чистом вращении плотность давления распределена равномерно

(3.5)

При ,  условие (2.7) позволяет определить  и :

(3.6)

и, следовательно,

(3.7)

Подстановка  и  из (2.10) в это выражение позволяет записать два эквивалентных
соотношения
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вие  при любых , , и, следовательно, имеет место нера-
венство, которое должно выполняться в случае безотрывного скольжения

При изотропном трении ( , ) получаем известную формулу [10, 11]
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(3.12)

где ,

(3.13)

Коэффициенты  получаются из (3.13) путем замены  на  и  на .
В выражениях (3.11) и (3.12) присутствуют интегралы
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Здесь ,  – полные эллиптические интегралы первого и второго рода соответ-
ственно.

Условия неопрокидывания тела (2.7) и выражения для безразмерных моментов (3.11),
(3.12) позволяют записать систему уравнений для определения безразмерных вели-
чин  и :

(3.16)

где

(3.17)

Так как коэффициенты  и  в (3.17) зависят от , направления скорости центра
масс относительно неподвижных осей, которое задается углом  и компонент тензора
трения, то и  и  являются функциями этих параметров.

4. Распределение давления при опоре твердого тела на тонкую кольцевую область. Рас-
смотрим второй классический случай опоры твердого тела на горизонтальную плос-
кость, а именно, опоры на кольцевую область [4, 5, 9, 11, 12, 18]. В этом случае область
контакта тела с плоскостью задается полярными координатами (3.1), где ,

. При этом будем полагать, что кольцо области контакта тонкое ( )
(см. рис. 4).

Для определения , ,  вначале проинтегрируем соотношение (2.8) по области
контакта. В результате получаем
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Рис. 4. Связь декартовой системы координат  с полярной системой для кольцевой области в случае опо-
ры на кольцо.
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Введем обозначения для интегралов

(4.6)

которые выражаются через полные эллиптические интегралы первого и второго рода

(4.7)

В итоге, для определения безразмерных значений  и  получаем систему уравнений

(4.8)

которая может быть упрощена при совмещении системы координат  с естествен-
ным трехгранником ( ).

Итак, получены системы уравнений, из которых определяются коэффициенты сто-
ящие в формуле распределения плотности давления (2.1). При этом, в отличии от
классических работ, рассматривается случай ортотропного трения контакта тела с
плоскостью. Это обстоятельство позволяет отметить, что распределение давления за-
висит от направления скорости центра масс тела, параметра  и компонентов тензора
трения. Далее, изучим движение твердого тела, опирающегося на круговую и тонкую
кольцевую площадки.

5. Сила трения и момент трения. Опора на круговую область. Из первых двух соотно-
шений (2.5) получаем выражения для проекций элементарной силы трения:
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(5.1)

в которых для круговой площадки контакта перейдем к безразмерным переменным по
формулам (3.10), к полярным координатам (3.1) и проинтегрируем в предположении,
что ось  направлена вдоль вектора скорости точки  ( ). В итоге полу-
чаем проекции силы трения на оси неподвижной системы координат :

(5.2)

и, следовательно, на оси естественного трехгранника проекции силы трения будут
иметь вид

(5.3)

Момент от силы трения, действующий на элементарную площадку, относительно
оси  определен в (2.5). После перехода к полярным координатам и безразмерным
величинам по формулам (3.10), и совмещении подвижной системы координат  с
естественным трехгранником получаем выражение для безразмерного элементарного
момента

(5.4)

После интегрирования по области круга получаем выражение для момента трения от-
носительно оси :
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(5.5)

Здесь к интегралам (3.14) добавляются следующие:

(5.6)

которые при интегрировании по круговой области записываются в виде

(5.7)

6. Опора твердого тела на тонкую кольцевую область. Определение проекций силы
трения и момента трения, действующих на твердое тело в рассматриваемом случае,
происходит путем интегрирования выражений (5.1) и (5.4) по кольцевой области:
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Проекции на тангенциальную и нормальную оси естественного трехгранника силы
трения имеют вид:

(6.3)

7. Уравнения движения и их анализ. Уравнения движения тела по горизонтальной
плоскости в проекциях на оси естественного трехгранника записываются в виде

(7.1)

где  и  определены формулами (5.3) и (6.3), а  – (5.5) и (6.1) соответственно для
опоры на круг и тонкую кольцевую область. Отметим, что ,

 при любых значениях  и , , , а величина  при соответ-
ствующих параметрах, может принимать как положительные, так и отрицательные
значения. Покажем это для случая опоры на кольцевую область. Величина  в соот-
ветствии с соотношением (6.3) переписывается в виде

(7.2)

Решим уравнение  относительно переменной . Из формул (4.8) при 
( ) следуют соотношения

(7.3)

после подстановки которых в выражение для  в (7.2) получаем

(7.4)

Откуда при  (изотропное трение) будем иметь
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что означает поворот вектора скорости центра масс по часовой стрелке, если смотреть
вдоль вектора скорости. Данный факт отмечен в работах [9, 11].
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При увеличении коэффициента  уравнение  может при-
обрести корни . Для их определения выражения, стоящие в фигурных скобках в (7.4)
приравняем нулю и рассмотрим его как квадратное уравнение относительно .
Решение этого уравнения дается соотношениями

(7.6)

Для существования решения (7.6) необходимо чтобы дискриминант  был неотрица-
тельный и абсолютная величина  не превосходила единицу.

Решение системы уравнений (7.1) методом Рунге–Кутта с различными начальными
условиями и изучение финальных характеристик движения показывают, что величина
угла  стремится к решению (7.6), при соответствующем финальном значении .
И, кроме того, в момент остановки выполняются соотношения

(7.7)

Обсуждение этих условий представлено в [4, 5].
Замечание. Если в начальный момент угловая скорость рассматриваемых тел равна

нулю, то при движении по инерции момент от сил трения будет равен нулю до полной
остановки, иными словами, тело будет двигаться как материальная точка в соответ-
ствии с уравнениями

Аналогичная ситуация наблюдается в случае, когда начальная скорость центра масс
равна нулю, но имеется угловая скорость не равная нулю. При таких начальных усло-
виях движение будет чисто вращательным до полной остановки. Момент сил трения в
этом случае равен

и уравнения движения записываются в виде

Следует еще отметить, что уравнения (7.7) имеют решения по  ( ) отлич-
ные от нулевого или бесконечно большого при определенных значениях момента
инерции. Это было показано для случаев распределения давления по законам Герца,
Буссинеска и равномерного распределения давления [12, 14–17]. В рассматриваемой
задаче такая зависимость тоже прослеживается.

Подчеркнем, что при численном решении системы уравнений (7.1) и определении
финальных характеристик движения тела по инерции при отсутствии решения урав-
нения  угол  стремится к бесконечности. Очевидно, что в действительно-
сти это не происходит и следует иметь критерий остановки численного решения.
В публикации [13] отмечено, что при скоростях меньше некоторого значения проис-
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Таблица 1. Кинематические параметры, характеризующие момент остановки цилиндра, опира-
ющегося на круговую площадку при учете согласованного ортотропного трения с учетом его вы-
соты

0.00 – – 0.21

0.03 – – 0.24

0.06 – – 0.27

0.09 – 0.30

0.12 – 0.33

0.15 – 0.36

0.18 0.39

μ = 0h = 0.5 *h h = *h h μ = 0h = 0.5 *h h = *h h

ϑ = ϑ
β =

0
0.653

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.928

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.186
2.955

0.905

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.439
2.703

0.823

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.697

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.967

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.165
2.976

0.944

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.377
2.765

0.869

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.739

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.014

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.148
2.993

0.985

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.333
2.809

0.911

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.778

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.437
2.704

0.734

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.089

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.133
3.009

1.043

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.299
2.843

0.952

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.816

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.316
2.825

0.785

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.211

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.117
3.024

1.138

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.271
2.871

0.996

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.854

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.254
2.888

0.827

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.428

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.099
3.042

1.297

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.243
2.899

1.065

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

0.890

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.214
2.927

0.867

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.545
2.597

0.764

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.944

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.078
3.064

1.620

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.212
2.930

1.180
ходит адгезионное схватывание. Опираясь на этот факт, можно задаться малой вели-
чиной  и при условии ,  остановить процедуру численного решения систе-
мы уравнений (7.1), так как при таких скоростях меняется физический процесс в зоне
контакта и происходит остановка твердого тела.

В табл. 1 и 2 представлены финальные значения величин  и  для случая сколь-
жения по инерции цилиндра, опирающегося на круговое основание ( ) и поло-
го цилиндра, опирающегося на тонкую кольцевую область ( , ). Для со-
поставления указанных финальных величин для этих тел было введено предположе-
ние, что центр масс тел располагается на одинаковой высоте ( , , ,

, ,  = 0.84).

В табл. 1 и 2 имеются незаполненные ячейки. Это означает, что при параметрах  и
, которые соответствуют этим ячейкам решение системы (7.7) отсутствует. Отметим,

что нет решения и при значениях . Это означает, что финальное движение
при данных параметрах характеризуется отсутствием решения уравнения 
и стремлением безразмерной величины  к нулю или бесконечности.

ε < εv ω < ε

ϑ* β*
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Таблица 2. Кинематические параметры, характеризующие момент остановки твердого тела, опи-
рающегося на тонкую кольцевую площадку при учете согласованного ортотропного трения

0.00 – – 0.21

0.03 – – 0.24

0.06 – 0.27

0.09 – 0.30

0.12 0.33

0.15 0.36

0.18 0.39

μ = 0h = 0.5 *h h = *h h μ = 0h = 0.5 *h h = *h h

ϑ = ϑ
β =

0
1.000

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.192

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.146
2.996

1.172

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.318
2.823

1.118

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.010

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.257

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.128
3.013

1.233

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.278
2.863

1.167

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.026

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.499
2.639

1.011

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.344

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.113
3.029

1.313

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.245
2.896

1.230

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.046

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.316
2.896

1.033

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.466

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.099
3.043

1.424

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.217
2.925

1.314

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.071

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.240
2.901

1.058

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.612
2.518

1.014

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.651

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.085
3.056

1.588

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.190
2.952

1.432

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.102

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.197
2.945

1.088

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.453
2.689

1.045

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.971

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.070
3.071

1.863

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.162
2.979

1.613

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

1.142

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.167
2.974

1.125

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.371
2.770

1.079

ϑ =
ϑ = π
β =

1

2

0

2.717

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.052
3.090

2.455

ϑ = −
ϑ =
β =

1

2

0.131
3.010

1.931
Важной особенностью движения при динамически согласованном трении является
искривление траектории центра масс. На рис. 5 изображена траектория центра масс
цилиндра в случае  и  равных 0, 0.21 и 0.42. На рис. 6 тоже, но при .
Траектория центра масс тонкостенного полого цилиндра при тех же параметрах  и 
представлены на рис. 7 и рис. 8. Начальные условия во всех случаях были одинаковы-
ми: , , , .

Численные расчеты представленные в табл. 1 и 2, а так же работа [5] показывают,
что при  непосредственно перед остановкой центр масс пластины, имеющей
форму круга или тонкого кольца, при равномерном распределении давления имеет
скорость направленную параллельно оси, вдоль которой коэффициент трения мини-

= 0.5 *h h μ = *h h
h μ

= 0t =v0 0.1 ϑ =0 0 ω =0 1

= 0h
Рис. 5. Траектории центра масс цилиндра, опирающегося на круг основания при .
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Рис. 6. Траектории центра масс цилиндра, опирающегося на круг основания при .
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Рис. 7. Траектории центра масс полого цилиндра, опирающегося на окружность основания при .
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Рис. 8. Траектории центра масс полого цилиндра, опирающегося на окружность основания при .
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мален. В случае учета расстояния от плоскости скольжения до центра масс тела каче-
ственный и количественный результат меняется. При некоторых значениях параметра

 решения системы (7.7) и уравнения  нет, формально угол  при числен-
ном решении системы (7.1) стремится к бесконечности. Если решение (7.7) имеется,
то финальное движение характеризуется искривлением траектории в сторону проти-
воположную угловой скорости, как и в случае изотропного трения. То есть эффект
учета расположения центра масс над плоскостью превосходит эффект, который воз-
никает от ортотропности трения. Но при увеличении параметра  влияние этих эф-
фектов могут стать сопоставимыми, из представленных таблиц видно, что при увели-
чении параметра  вектор скорости на финальном участке становится ближе к оси,
вдоль которой коэффициент трения меньше.

Заключение. Подведем некоторые итоги.
1. При изучении движения твердого тела по инерции при наличии сил трения ско-

рость центра масс и угловая скорость должны обратиться в ноль. Поэтому следует вы-
работать условие, при котором численные расчеты следует остановить. Это важно, ко-
гда уравнение  не имеет решений, так как в этом случае величина  будет
стремиться к бесконечности.

2. Введенная в работе величина  соответствует расстоянию от центра масс
до мгновенной оси вращения. При финальном движении эта характеристика может
иметь конечное значение, равняться нулю или стремиться к бесконечности. Просле-

μ ( )ϑ β =, 0nT ϑ

μ

μ

( )ϑ β =, 0* *nT ϑ

β = ωv0 /
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живается зависимость величины  от величины  и от расстояния от
центра масс до плоскости , по которой происходит скольжение. На данный момент
не удалось получить утверждения, связывающие компоненты тензора трения, момент
инерции тела, величину  и значение , как это было сделано в [14–17].

3. Если начальная скорость направлена вдоль оси  ( ), то сочетание согла-
сованного трения и ортотропного трения, приводит к увеличению отклонения центра
масс вправо, если смотреть вдоль вектора начальной скорости. В случае, когда началь-
ная скорость направлена вдоль оси , происходит уменьшение отклонения центра
масс вправо, вызываемого учетом расстояния от центра масс до плоскости скольже-
ния вследствие влияния сил ортотропного трения. В [5] было отмечено, что движение
вдоль главной оси, соответствующей наибольшему коэффициенту трения при орто-
тропном трении, является неустойчивым главным направлением скольжения. Одно-
временный учет концепции согласованного трения и закона ортотропного трения
усиливает неустойчивость движения вдоль оси .

4. Движение при динамически согласованном изотропном трении изучалось в ра-
ботах [11, 18, 19]. В них были сформулированы утверждения отражающие качествен-
ные особенности движения симметричных тел. Изучение движения при согласован-
ном ортотропном трении требует изменения формулировок утверждений, сделанных
в этих публикациях. В частности, появляется зависимость от направления скорости на
финальном участке движения тела по инерции. Особым случаем является опора тела
на несколько точек [20]. При таком контакте тела с плоскостью финальное движение мо-
жет быть вращением вокруг оси, проходящей через точку опоры, быть поступательным
или может существовать предельное положение мгновенной оси вращения. При этом все
эти варианты зависят от ориентации опор по отношению к главным осям скольжения.
В данном направлении предполагаются дальнейшие исследования.

5. Результаты, полученные в работе, могут быть применены при исследовании ди-
намики систем, в которых контакт с плоскостью происходит по круговой или кольце-
вой площадке или совокупности таких площадок.

В ходе подготовки данной статьи автор обсуждал результаты со своим учителем
Товстиком Петром Евгеньевичем. Его точные и доброжелательные замечания учтены
при подготовке данной публикации. К огромному сожалению Петра Евгеньевича не
стало в декабре 2020 года. Данную статью посвящаю большому ученому, моему на-
ставнику Товстику Петру Евгеньевичу.
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On the Motion of an Axisymmetric Rigid Body Supported by a Horizontal Plane
under Conditions of Orthotropic, Dynamically Consistent Friction

N. N. Dmitrieva,#

a Saint Petersburg State University, Saint Petersburg, Russia
#e-mail: dn7@rambler.ru

The anisotropy of the friction force affects the trajectory of the material point, the cinematic
characteristics of solids and the processes occurring in the contact area of the friction pair.
It is also known that when solids move along the plane, the density of the normal reaction
may depend on the velocity of the center of mass of the body and its angular velocity.
This work is devoted to the simultaneous consideration of these phenomena on the dyna-
mics of a body leaning on a circular or annular region.

Keywords: anisotropic friction, orthotropic friction, consistent friction.
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