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Предлагается метод и обсуждаются результаты расчетов в связанной задаче теории
больших деформаций о деформировании материала цилиндрического слоя, удержи-
ваемого между жесткими цилиндрическими поверхностями. Материал слоя прини-
мается упруговязкопластическим, контакт его с шероховатыми границами при по-
вороте внешней из них происходит с трением, порождающим тепло, теплотворным
считается и необратимое деформирование. Рассчитывается полный цикл процесса
квазистатического деформирования от его начала до полной разгрузки и остывания
слоя материала. Указываются моменты времени начала и окончания скольжения
материала вдоль его жесткой граничной поверхности, начала и окончания его при-
стеночного вязкопластического течения.
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1. Введение. В каждом термодинамическом процессе параметры состояния задают-
ся [1] дифференциальными уравнениями своего изменения (переноса, кинетически-
ми уравнениями). Термодинамический процесс деформирования тел в таком своем
качестве не является исключением. В общем случае этот процесс является необрати-
мым и неравновесным [2]. С целью составления математической модели процесса де-
формирования полные деформации, которые возможно измерить экспериментально,
приходится разделить на обратимую и необратимую составляющие. Данное разделе-
ние необходимо является гипотетическим, поскольку эти составляющие опытно не-
измеримы. Но именно такие составляющие предстают в качестве термодинамических
параметров состояния [2, 3] и для них необходимо указать дифференциальные уравне-
ния их изменения. К этим основным термодинамическим параметрам состояния про-
цесса деформирования могут добавляться иные, позволяющие учитывать специфиче-
ские особенности процесса, например, повреждаемость [4, 5], но в таком случае до-
бавляются и соответствующие дифференциальные уравнения изменения для
добавляемых параметров состояния [5, 6].

Кинематический характер вводимых термодинамических параметров состояния,
коими являются обратимые и необратимые составляющие полных деформаций, неиз-
бежно приводит и к трудностям при записи для них дифференциальных уравнений их
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изменения. Наряду с источниками (скоростями изменения) этих составляющих де-
формаций, дифференциальные уравнения изменения обязаны включать в себя потоко-
вые слагаемые [2], определяющие взаимозависимость параметров состояния в процессе
деформирования [2, 3]. Для источников в уравнениях изменения термодинамических
параметров состояния в согласии с уравнением баланса энтропии формулируются
определяющие законы (упругости, пластичности, ползучести и др.), а потоковые сла-
гаемые обязаны обеспечить геометрическую корректность кинематики построенной
теории больших деформаций. Основные трудности связаны как раз с последним об-
стоятельством и именно в этом допускались основные неточности в самых ранних по-
строениях кинематики больших деформаций упругопластических материалов. Гео-
метрически безупречная такая кинематика впервые, по-видимому, была построена в
[7] на основе так называемого “мультипликативного” разделения полных деформа-
ций на свои обратимую и необратимую составляющие. Основанием для данного раз-
деления послужила гипотеза о взаимно однозначном соответствии каждому текущему
состоянию тела наряду с недеформированным состоянием еще одного гипотетическо-
го состояния, когда в теле отсутствуют обратимые деформации (состояние разгрузки)
и напряжения.

Последующее развитие данного подхода в построении кинематики больших упру-
гопластических деформаций обсуждалось в [8]. Из-за широкого его распространения
до настоящего времени уделим ему некоторое внимание. Имеются в “мультиплика-
тивном” подходе очевидные нестыковки. Состоят они в неединственности гипотети-
ческого состояния разгрузки получаемого предельным переходом при неограничен-
ном разбиении тела на элементарные объемы с последующим снятием с них нагрузок.
В качестве дифференциальных уравнений изменения термодинамических параметров
состояния, а ими остаются обратимые и необратимые деформации, предлагается при-
нять выбранные объективные производные составляющих полных деформаций. Зада-
ча “выбора” данных производных [9] оказывается задачей “выбора” взаимодействия
между обратимыми и необратимыми деформациями в процессе деформирования.
Для решения последней задачи имеется достаточное число уточняющих предложений
[10–15], включая предложения по учету деформационной анизотропии [16, 17].

Несомненным достоинством “мультипликативного” разделения полных деформа-
ций на их составляющие является геометрическая корректность построенной на та-
кой основе кинематики конечных упругопластических деформаций. Однако, как ни
странно, именно в этом заключается и основной недостаток этого подхода к построе-
нию теории. Необходимость постоянной отсылки в процессе решения задач теории к
гипотетическому разгрузочному состоянию не позволяет получить такие решения да-
же в простейших одномерных случаях. Известны только многочисленные приближен-
ные численные решения [12, 15, 18–24]. Попытки разрешить такие задачи, формули-
руя их в скоростях перемещений и деформаций, с необходимостью приводят к задаче
“выбора” объективной производной по времени от тензора напряжений [20, 24].
В [25] исследовались решения, получаемые при разном “выборе” данных производ-
ных (Зарембо–Яумана, Грина–Нагди, Ли и др.). При таком выборе метода решений
не исключено получение ошибочного решения [26]. Необходимо отметить публика-
ции [27–31] отечественных авторов, предлагающие теории больших упругопластиче-
ских деформаций с кинематикой, отличной от способа “мультипликативного” разде-
ления деформаций на обратимые (упругие) и необратимые (пластические, вязкопла-
стические) их составляющие.

Разделение полных деформаций на обратимую и необратимую составляющие с по-
мощью формулирования для них дифференциальных уравнений их изменения на ос-
нове представлений [2, 28] было предложено в [32]. Предполагалось, что такое “про-
стое” разделение получит свое обобщение в работах других авторов, но этого не по-
следовало. Здесь кратко повторим этапы построения данной модели на примере ее
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связанного варианта с температурными эффектами. Представляется это важным для
заинтересованного читателя. Укажем также особенности решения в рамках такой мо-
дели термоупругопластического деформирования конкретной краевой задачи теории.
Заметим, что при определении обратимых и необратимых деформаций записью для
таких термодинамических параметров состояния дифференциальных уравнений их
изменения получили свое решение, включая точные, целый ряд одномерных краевых
задач теории, часть их составили содержание [3]. В [33–36] решается задача об изме-
нениях в механизме производства необратимых деформаций на упругопластических и
упруговязкопластических границах, продвигающихся по деформируемым материа-
лам. Связанные задачи теории больших упруговязкопластических деформаций, когда
необратимое деформирование порождает тепло, рассматривались в [37–40]. Здесь
рассмотрим еще одну такую задачу.

2. Принимаемая модель процесса деформирования. Движение точек деформируемого
материала зададим в пространственных переменных Эйлера

(2.1)
Здесь ,  – векторы, указывающие место точек деформируемого тела в текущем и

свободном его состоянии соответственно,  – вектор перемещений. Для тензора дис-

торсии  и метрического тензора  имеем уравнение их изменения [3, 9]

(2.2)

Во введенных обозначениях “мультипликативное” разделение полных деформаций
на обратимую (упругую)  и необратимую (пластическую)  составляющие связано [7,
9, 22] со следующим представлением для метрического тензора

Считая тепловое расширение–сжатие также обратимым процессом, обобщим по-
следнее соотношение в форме

Здесь ,  – текущая температура и температура свободного состояния тела (ком-
натная температура),  – коэффициент линейного расширения,  – единичный тен-
зор. Тензоры  и  приобретают механический смысл в качестве обратимых и необра-
тимых деформаций процесса деформирования за счет принятия гипотезы о существо-
вании единственного состояния полной разгрузки.

Отказываясь от назначенного механического смысла  и , то есть от принятия ги-
потезы разгрузочного состояния, запишем [28]

(2.3)
В (2.3)  и  уже нельзя называть обратимыми и необратимыми деформациями.

Что это такое и почему для них оставлены обозначения с ясным механическим смыс-
лом выясним далее, а пока (2.3) некоторое алгебраическое соотношение, способное
вместе с (2.2) привести к дифференциальным уравнениям изменения

(2.4)

В (2.4) введены обозначения

Следовательно  – симметричный тензор. Для того, чтобы тензор  был симмет-
ричным необходимо в согласии с первым равенством из (2.4) потребовать
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(2.5)
Равенство (2.5) можно рассматривать в качестве тензорного уравнения для поиска

такого , чтобы  оказался симметричным тензором. Решение (2.5) было построено
А.И. Лурье [41] и имеет вид

(2.6)

Здесь  произвольный симметричный тензор. Кососимметричный  тензор
вычисляется зависимостям

Исключая с помощью (2.6) из (2.4) неизвестный в них тензор , приходим к диффе-
ренциальным зависимостям

(2.7)

Во всех вышеприведенных кинематических соотношениях неизвестным остается
произвольный симметричный тензор . Если положить его равным нулю, то получим

(2.8)

Замечаем, что дифференциальное соотношение (2.8) можно рассматривать в каче-
стве объективной производной по времени от тензора . Она обратится в производ-
ную Зарембо–Яумана [42] если только положить равным нулю ( ) нелинейную
составляющую тензора вращений . Равенство (2.8) тогда означает, что тензор  не-
изменен в условиях . Если считать, что  – необратимые деформации, то 
оказывается условием обратимого деформирования в условиях предваряющих пла-
стическое течение и при разгрузке. Отметим, что такое деформирование кинематиче-
ски определено. В условиях пластического течения для определенности кинематики
следует указать тензор , что только из кинематических соображений невозможно.
При разгрузке ( ) согласно (2.8) изменяются компоненты неизменного тензора  и
их изменение нелинейно зависит от изменений обратимых деформаций ( ).

При пластическом течении . С целью определения механического смысла до
сих пор произвольного тензора  рассмотрим следствие закона сохранения энергии

(2.9)

Здесь  – плотность распределения внутренней энергии,  – вектор потока тепла,  –
тензор напряжений. Если ввести иной термодинамический потенциал 
(плотность распределения свободной энергии) и предположить, что , то
из (2.9) можно получить [3]
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⋅ − − − ⋅ = − ⋅ ∇ − − ⋅т т( ) ( ) ( ) ( )b I m I m b I m v I m b

b m

= + ⋅ ⋅( )b Φ I m h

h = − тΦ Φ

( ) ( )
( )( )−

= + ∇ = + = ∇ + ∇ = ∇ − ∇

= = ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= − = − + − − +

= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

т т

1 2 2 2 2 2

2 3
1 1 1 2 1 3

2
2 2 3

1 1, ; ,
2 2

( , ) ( ( )

1 12 , 8 8 3
3 3

tr ,

C B B

B M C M M M M M

M M M

Φ ω z v ε ω ε v v ω v v

z z ε m ε m m ε ε m m ε m ε m m ε m

m m m m m

b

= − − + − ⋅ ∇ − + + ⋅ − ⋅ ⋅

= − ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

ε ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( )
2

d
dt

d
dt

m h Φ ω m v h Φ h m m h m

p h m h h m Φ h p p Φ h p m h h m p

h

= − ⋅ − ⋅ =Φ Φ 0D d
Dt dt

p p p p

p
= 0z

Φ p
= 0h p = 0h

h
= 0h p

≠ε( , ) 0z m
≠ 0h

h

γρ + = ⋅ ⋅εdivd
dt

q σ

γ q σ

Ψ = γ − TS
Ψ = Ψ( , )Tm

∂Ψ= ρ −
∂

σ ( )I m
m



642 БЕГУН и др.
(2.11)

Упрощающее предположение о том, что термодинамический потенциал 
не зависит от необратимых деформаций, является гипотетическим, позволяющем раз-
делить консервативную и диссипативную составляющие процесса деформирования.
Оно используется в абсолютном большинстве публикаций [9, 11, 18, 22] посвященных
расчетам больших деформаций. В (2.11)  – плотность распределения энтропии,

 – поток энтропии,  – тензор скоростей изменения необ-
ратимых (в нашем случае пластических) деформаций . Таким способом тензор  од-

нозначно связывается с тензором  и дифференциальные уравнения (2.7) приобрета-
ют свою окончательную форму

(2.12)

Производная по времени в (2.12) задается зависимостями (2.8). Для тензора полных
деформаций Альманси  следует его представление через обратимую  и необрати-
мую  составляющие

(2.13)

Отсюда тензором обратимых деформаций следовало бы называть тензор

. Однако использование в качестве обратимых деформаций только

главной линейной части последнего привело к значительным удобствам в записи
дифференциального уравнения изменения обратимых деформаций (2.12) и аналога
формулы Мурнагана (2.10) в областях необратимого деформирования и разгрузки. Да-
лее будет рассматриваться случай, в котором изменение объема деформируемого ма-
териала задается только его тепловым расширением, а механически он остается не-
сжимаемым. В этом случае из (2.10) следует [3]

(2.14)

В (2.14) ,  – добавочные неизвестные функции гидростатического давления,
 =  – термоупругий потенциал. Полагая деформируемый мате-

риал изотропным и механически несжимаемым, для последнего принимаем наиболее
простое представление [3]

(2.15)

Здесь  – модуль сдвига, , , , ( ), – термомеханические постоянные
[43]. Если в уравнении баланса энтропии (2.11) закон теплопроводности принять в
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форме Фурье, то с учетом (2.15) получаем уравнение теплопроводности. В областях,
деформирующихся по-разному, это уравнение имеет различия в своей записи:

в области обратимого деформирования, предваряющей пластическое течение

(2.16)

в пластической области

(2.17)

в области разгрузки

(2.18)

Здесь  – коэффициент температуропроводности.
В качестве пластического потенциала (условия течения) далее используется следу-

ющее обобщение условия пластичности Треска–Сен-Венана [3, 43]

(2.19)

В (2.19) ,  – главные значения тензоров напряжений и скоростей пластических
деформаций; ,  – текущий предел пластического течения и его значение при ком-
натной температуре;  – температура плавления деформируемого материала;  – ко-
эффициент вязкого сопротивления пластическому течению. Замыкаем построенную
математическую модель деформирования принятием принципа максимума Мизеса [44] с
формулированием ассоциированного закона пластического течения

(2.20)

2. Начальное обратимое деформирование. Пусть материал, термомеханические свой-
ства которого задаются зависимостями, представленными ранее, составляет цилин-
дрический слой, ограниченный поверхностями  и  ( ). Цилиндр 
полагаем жестко закрепленным, а граничная поверхность слоя  поворачивается
вокруг центральной оси. До момента начала процесса деформирования деформации в
материале слоя отсутствуют, а напряженное состояние задается единственным пара-
метром начального поджатия: . Таким образом, основными искомыми
зависимыми переменными задачи оказываются угол закручивания  и угловая

скорость . Кинематические начальные условия, таким образом, являются

однородными:  и . Граничные условия задачи зададим в форме

(3.1)
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Здесь , , , ,  – задаваемые параметры задачи.
На первоначальном этапе процесса деформирования контакт материала с жестки-

ми стенками осуществляется согласно закону сухого трения покоя

(3.2)

Здесь  – коэффициент трения покоя. Кинематические зависимости в данном слу-
чае позволяют записать

(3.3)

Для компонент тензора напряжений согласно (2.14) и (2.15) можно получить

(3.4)

Здесь записаны компоненты тензора напряжений с точностью до слагаемых второ-
го порядка по упругим деформациям. Уравнения равновесия

(3.5)

с помощью (3.3) интегрируются, и решение такой изотермической задачи записывает-
ся в форме

(3.6)

Решение (3.6) справедливо до момента времени , когда на поверхности 
произойдет проскальзывание материала и начнется разогрев его за счет пристеночно-
го трения. Принимаем, что проскальзывание произойдет раньше начала вязкопласти-
ческого течения. Для этого считаем, что . С этого момента  граничное
условие (3.2) следует заменить на

(3.7)

где  – постоянная вязкого трения;  – коэффициент сухого трения скольжения. При
выполнении условий проскальзывания (3.7) начинается разогрев материала за счет
пристеночного трения на поверхности :

(3.8)

В (3.8)  – постоянный коэффициент теплопроизводства за счет трения.
Для компонент тензора напряжений из (2.14) и (2.15) теперь следует

(3.9)
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Разрешая второе из уравнений равновесия (3.5) с использованием (3.9), находим

(3.10)

Вместе с уравнением теплопроводности (следствием (2.15)) для определения неиз-
вестных , ,  имеем систему уравнений с начальными и граничными
условиями

(3.11)

Задача (3.11), как и все последующие, разрешалась приближенно с помощью конеч-
но-разностной схемы. Согласно найденным таким способом распределениям темпе-
ратуры и перемещений деформации и напряжения находятся согласно (3.9) и (3.10).
Но такое решение справедливо лишь до момента времени , когда на стенке 
выполнится условие пластического течения (2.18). В нашем случае оно сводится к тре-
бованию . Для момента времени  имеем уравнение

(3.12)

4. Вязкопластическое течение. Область II вязкопластического течения 
при  развивается от граничной поверхности  посредством продвижения ее
границы . В области I при  материал продолжает деформироваться
обратимо. Кинематические соотношения (2.12) и (2.13) в рассматриваемом случае поз-
воляют записать:

(4.1)

Обратимые деформации задают напряжения в области течения согласно зависимостям

(4.2)

Следствием выбранного условия вязкопластического течения и ассоциированного
с ним закона имеем соотношения

(4.3)

Выполняя условие равенства напряжений на границе пластической области, полу-
чим уравнение для вычисления закона продвижения упругопластической границы

(4.4)
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Система дифференциальных уравнений для вычислений распределения температу-
ры и угла поворота теперь состоит: из уравнений теплопроводности, записываемых

отдельно для температуры  и области вязкопластического течения ,

из уравнений для углов поворота  и , функции времени  и уравне-
ния (4.4) для закона продвижения границы области вязкопластического течения.
Вместе с краевыми условиями такая задача теперь предстает в виде

(4.5)

Приближенное численное разрешение задачи (4.5) встраивается таким способом в
общий алгоритм расчетов. Для этого приходится использовать две изменяющихся на
каждом временном шаге расчетов сетки дискретизации расчетной области. В области

обратимого деформирования , , . В об-

ласти вязкопластического течения , , .
На каждом временном шаге расчетов ,  сетка меняется с уче-
том изменения положения упруговязкопластической границы. Значения угла поворо-
та и температуры в узлах новой сетки на предыдущем временном шаге находятся ин-
терполяцией.

Согласно рассчитанным распределениям температуры , угла поворота  и
значений функций  определяются распределения иных искомых величин ,

, , . Для диагональных компонент деформаций следует система
уравнений

(4.6)
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Напряжение  находится интегрированием первого уравнения из (3.5) с учетом (4.2).
По найденному  вычисляются  и неизвестная функция  добавочного гид-
ростатического давления.

5. Деформирование при постоянной и уменьшающейся угловой скорости. Согласно за-
даваемым уравнениям (3.1) после момента времени  угловая скорость 
становится постоянной. Область вязкопластического течения при  продолжает
развиваться. Рост области продолжается даже после момента времени , когда враще-
ние тормозится. При  находится момент времени  ( ), после которого
граница области течения, остановившись, начинает продвижение в обратную сторо-
ну. Последующий закон движения обозначим через . Теперь деформируемый
материал разделен на три области, где его деформирование протекает по-разному:
в области  продолжается вязкопластическое течение; в области разгрузки

 пластические деформации не меняются; в области  де-
формирование обратимо.

Уравнения теплопроводности (2.16)–(2.18) следует записать применительно к рас-
сматриваемому случаю. Таким способом получаем систему уравнений вместе с крае-
выми условиями вполне аналогичную (4.5). Из-за громоздкости здесь ее не приводим.
Решение такой задачи осуществляется тем же конечно-разностным методом на изме-
няющихся на каждом временном шаге сетках.

С момента времени  (находится из соотношения ) на поверхности
 проскальзывание завершается и выполняется условие прилипания (3.2) так, что

. При  материал начинает остывать; свяжем такое остывание с
условием

(5.1)

Продвигающаяся граница области вязкопластического течения  в некото-
рый момент времени  достигает поверхности  и область вязкопластического
течения исчезает. Для дальнейших расчетов остаются две области: область с накоп-
ленными необратимыми деформациями  и область, в которой происхо-
дило только обратимое деформирование . Момент времени  вычис-
ляется решением уравнения

(5.2)

Поворот внешней жесткой поверхности  останавливается в момент времени

. После этого (при ) материал продолжает охлаждаться и в нем
продолжается перераспределение напряжений вплоть до полного выравнивания тем-
пературы до комнатной по всему продеформированному материалу.

6. Результаты расчетов. При проведении расчетов независимые безразмерные пере-

менные выбирались в форме: , , напряжения относились к модулю
сдвига . Постоянными задачи и материала предписывались следующие значения:
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Рис. 1. Изменение области вязкопластического течения в процессе деформирования.

0.53

0.50

0.56

0.59

0.62

r~

t3
~t1

~ t * ~
t~

0.140.06 0.22 0.30 0.38

Рис. 2. Распределение температуры в различные моменты времени.
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Графическая зависимость рис. 1 иллюстрирует развитие и схлопывание области
вязкопластического течения со временем. Вертикальными прямыми пунктирными
отрезками на рис. 1 отмечены характерные моменты времени ,  и , когда угловая
скорость  перестает расти, когда упруговязкопластическая граница начинает дви-
гаться в обратную сторону и когда заканчивается проскальзывание соответственно.

Распределение температуры по материалу в разные моменты времени показано гра-
фически на рис. 2. Тепло производится за счет пристеночного трения и необратимого
деформирования.

Ниспадающие кривые рис. 2 соответствуют моментам времени, при которых отток
тепла через границу  превалирует над его производством за счет вязкопластиче-
ского течения.

На рис. 3 показано распределение угла поворота в различные моменты времени.
Заключение. Рассматриваемая здесь задача рассчитывает не отдельное состояние

упругопластического тела в зависимости от действий конкретных нагрузок, а процесс
упруговязкопластического деформирования от его начала до полной разгрузки и
остывания. Возможное производство тепла в процессе связывается с трением матери-

�1t �*t �3t
ωR

=r R
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Рис. 3. Распределение угла поворота в различные моменты времени.
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ла о шероховатую его границу и его необратимым деформированием. При этом совер-
шенно необходимо подчеркнуть определяющую роль дифференциальных уравнений
изменения (переноса) обратимых и необратимых деформаций. Именно следуя такому
подходу (соотношения (2.12) и следующие из них зависимости (4.1)) удается получить
систему дифференциальных уравнений, последующее разрешение которой в рамках
сеточного конечно-разностного метода уже не встречает дополнительных трудностей.
Для расчетов процессов неизотермического деформирования в неодномерных задачах
теории при таком подходе представляется возможным создание соответствующего
вычислительного модуля расчетов. Для этого представленное решение может послу-
жить в качестве средства тестирования создаваемых алгоритмов и вычислительных
процедур. Преимущество расчетов на такой основе может оказаться значимым.

Работа выполнена в рамках проекта РНФ (грант 22-11-00163).
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Calculations of Large Nonisothermal Deformations of Elastoviscoplastic Materials
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Proposed method and the results of calculations are discussed in the coupled problem of the
theory of large deformations on the deformation of the material of a cylindrical layer be-
tween rigid cylindrical surfaces. The material of the layer is assumed to be elastoviscoplastic,
its contact with rough boundaries when turning the outer of them occurs with friction,
which generates heat, and irreversible deformation is also considered calorific. The full cycle
of the process of quasi-static deformation is calculated from its beginning to complete un-
loading and cooling of the material layer. The time points of the beginning and end of the
sliding of the material along its rigid boundary surface, the beginning and end of its near-
wall viscoplastic f low are indicated.

Keywords: elasticity, plasticity, viscoplastic f low, large deformations, thermal conductivity,
coupled thermal deformation
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